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Dirac̊uv impuls
Přibĺıžeńı

Tato funkce je definována na časovém intervalu pro všechna t a jej́ı
nenulovou hodnotu p̌redpokládáme pouze v okoĺı bodu t = 0.
Plocha těchto funkćı je rovna 1 pro každé ε > 0.

δε(t)

t−ε +ε

1
2ε

δε(t)

t0 +ε

1
ε

δε(t)

t−ε +ε

1
ε

Funkci δ(t) definujeme jako δ(t) = limε→0 δε(t).
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Dirac̊uv impuls
Definice

Funkce δ(t) se nazývá Dirac̊uv impuls, Diracova δ-funkce nebo
jednotkový impuls. Hodnota δ(t) pro t 6= 0 je δ(t) = 0. Jej́ı
hodnota v t = 0 neńı definována jako funkce, použ́ıvá se integrálńı
definice ∫ ∞

−∞
δ(t) dt =

∫ ε

−ε
δ(t) dt =

∫ 0+

0−
δ(t) dt = 1

pro každé ε > 0.
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Jednotkový skok

Funkce jednotkového skoku bývá obvykle značena 1(t) a je
definována jako

1(t) =

{
1 pro t ≥ 0
0 pro t < 0.

1(t)

t

1
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Jednotkový skok
Vztah δ(t) a 1(t)

Plat́ı

δ(t) =
d

dt
1(t).

1(t)

t

1

ε
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Exponenciála
Reálná

Uvažujme exponenciálńı funkci

f (t) = eαt ,

kde α je reálná konstanta, podle následuj́ıćıho obrázku.

eαt

t

eαt

t
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Exponenciála
Komplexńı

Exponenciálńı funkce
f (t) = A eαt ,

kde α ∈ C je zaj́ımavá hlavně v p̌ŕıpadě, kdy α = iω,

f (t) = A e iωt = A (cosωt + i sinωt) .
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Periodická funkce

O spojitém signálu f (t) ř́ıkáme, že je periodický s periodou T ,
jestliže

∀t : f (t + T ) = f (t)

a tedy také pro libovolné k ∈ Z

f (t) = f (t + T ) = f (t + 2T ) = · · · = f (t + k · T )

Nejmenš́ı možné T nazýváme fundamentálńı perioda, znač́ıme
T0.
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Sinusová funkce

f (t) = A sin (ωt + Φ),

A sin(ωt + Φ)

t

A

A sin(Φ)

T = 2π/ω

Konstanty A, ω a Φ se nazývaj́ı amplituda, úhlová frekvence a
fázový posun. Sinusovka je periodická se základńı periodou
T = 2π/ω.
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Vznik diskrétńıch signál̊u

Jak diskrétńı signály vznikaj́ı?

• p̌rirozeně (pr̊uměrné denńı teploty, denńı kurzy, počty
student̊u)

• vzorkováńım spojitých signál̊u (namě̌reńı teploty každou
hodinu, mě̌reńım pr̊utoku každých 15 minut)

Diskrétńı signály, jimiž se budeme v p̌redmětu zabývat, jsou
diskrétńı v čase, ale spojité ve funkčńı hodnotě.

Digitálńı signál je totiž často kvantovaný, nabývá tedy v každém
n pouze diskrétńı množiny funkčńıch hodnot, nap̌ŕıklad
{0, 1, 2, . . . , 65535}.
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Diskrétńı jednotkový impuls

Diskrétńı jednotkový impuls δ[n] je definován vztahem

δ[n] =

{
1 pro n = 0
0 pro n 6= 0 .

δ[n]

n

δ[n − 2]

n
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Diskrétńı jednotkový skok

Diskrétńı jednotkový skok 1[n] je definován vztahem

1[n] =

{
1 pro n ≥ 0
0 pro n < 0

1[n]

n

1[n − 1]

n
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Diskrétńı sinusová posloupnost

Mějme sinusový signál f (t) = A sin(ωt + Φ) s periodou T = 2π/ω.
Pokud tento signál vzorkujeme s periodou Ts > 0, źıskáme
diskrétńı sinusový signál

f [n] = f (nT ) = A sin(ωnTs + Φ) = A sin(ξn + Φ),

kde n = 0, ±1, ±2, . . . a ξ = ωTs.

A sin(ξn + Φ)

t
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Periodický signál

Diskrétńı signál f [n] je periodický, jestliže existuje kladné celé č́ıslo
N takové, že plat́ı

f [n] = f [n + N] = f [n + 2N] = · · · = f [n + k · N]

pro všechna n ∈ Z (z intervalu (−∞, ∞)) a pro libovolné k ∈ Z.
N se nazývá perioda diskrétńıho signálu.

Nejmenš́ı možné N nazýváme fundamentálńı perioda a znač́ıme
N0.
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Periodický signál
Diskrétńı sinusová posloupnost nemuśı být periodická!

Diskrétńı sinusový signál nemuśı být nutně periodický, zálež́ı na
volbě vzorkovaćı periody Ts. Pro periodický diskrétńı sinusový
signál s periodou N muśı platit

N = m · 2π

Ts
,

kde m ∈ N. Máme i N ∈ N, proto 2π/Ts muśı být racionálńı č́ıslo.

Example (Neperiodický sinusový signál)

Signál
y [n] = sin n

neńı pro Ts = 0.1 s periodický, protože 2π/Ts neńı racionálńı č́ıslo.
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Diskrétńı systém
Odezva LTI na obecný vstup

u[n] LTI y [n]

u[n]

n

y [n]

n
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Diskrétńı systém
Impulsńı odezva

Definition (Impulsńı odezva)

Odezvu systému na jednotkový impuls δ[n] budeme nazývat
impulsńı odezva a značit h[n],

h[n] = S{δ[n]}
h[n,m] = S{δ[n −m]} .
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Diskrétńı systém
Přechodová odezva

Definition (Přechodová odezva)

Odezvu systému na jednotkový skok 1[n] budeme nazývat
p̌rechodová odezva a značit s[n],

s[n] = S{1[n]} = S

{
n∑

m=0

δ[n −m]

}
.
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Lineárńı systém

Definition (Linearita)

V matematice označujeme funkci f (x) jako lineárńı v p̌ŕıpadě, že je

1 aditivńı f (x1 + x2) = f (x1) + f (x2) a

2 homogenńı, f (αx) = αf (x).

Obdobně to plat́ı i pro lineárńı systémy.

Definition (Lineárńı systém)

Systém je lineárńı, pokud pro dva r̊uzné vstupńı signály u1[n] a
u2[n] plat́ı

S{u1[n] + u2[n]} = S{u1[n]}+ S{u2[n]} ,
S{αu[n]} = αS{u[n]} .
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Princip superpozice

Definition (Princip superpozice)

Pro dva r̊uzné vstupńı signály u1[n] a u2[n] plat́ı

y1[n] = S{u1[n]}
y2[n] = S{u2[n]}

a pro u[n] = αu1[n] + βu2[n] také

αy1[n] + βy2[n] = y [n] = S{u[n]} = S{αu1[n] + βu2[n]}

Obecně plat́ı

u[n] =
∑
i

aiui [n] → y [n] =
∑
i

aiyi [n] =
∑
i

aiS{ui [n]}
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Př́ıklad

Example (Lineárńı systém)

Uvažujme systém

y [n] + a y [n − 1] = u[n].

Je-li na vstupu lineárńı kombinace dvou r̊uzných signál̊u

u[n] = b1u1[n] + b2u2[n]

je na výstupu

y [n] = b1 (y1[n] + a y1[n − 1]) + b2 (y2[n] + a y2[n − 1])

kde

y1[n] + a y1[n − 1] = u1[n]

y2[n] + a y2[n − 1] = u2[n]
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Př́ıklad

Example (Nelineárńı systém)

Numerický výpočet druhé odmocniny lze zapsat rekurentńım
vztahem

y [n + 1] =
1

2

(
y [n] +

u[n]

y [n]

)
.

Odmocnina z č́ısla 10 je s p̌resnost́ı na 10 desetinných ḿıst rovna√
10 = 3,16227766017. Pro u[n] = u[0] = 10 dostáváme postupně

n y [n] y2[n]
1 3 9
2 3,165 10,017225
3 3,162278 10,00000214928
4 3,162277660 9,999999999568
...

...
...
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Lineárńı systém
Odezva na obecný vstupńı signál

Pro obecný vstupńı signál u[n] je pak odezva lineárńıho systému

y [n] = S{u[n]} = S

{ ∞∑
m=−∞

u[m] δ[n −m]

}

=
∞∑

m=−∞
u[m]S{δ[n −m]} =

∞∑
m=−∞

u[m] h[n,m]

Vid́ıme, že chováńı systému je zcela určeno jeho odezvami na
r̊uzně posunuté jednotkové pulsy h[n,m].
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Lineárńı systém
Přechodová odezva

Přechodová odezva diskrétńıho lineárńıho systému s[n] je dána
prostým součtem impulsńıch odezev pro 0 ≤ m ≤ n

s[n] = S{1[n]} = S

{
n∑

m=0

δ[n −m]

}

=
n∑

m=0

S{δ[n −m]} =
n∑

m=0

h[n,m].

Lze za nějakých podḿınek zjednodušit h[n,m]?
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Časově invariantńı systém

Systém se nazývá časově invariantńı, jestliže jsou všechny události
závislé pouze na časovém intervalu (rozd́ılu časových událost́ı)
n −m a nikoliv na každém časovém okamžiku n a m samostatně.

dnes . . . y [n] = S [u[n]]

včera . . . y [n − 1] = S [u[n − 1]]

...

Potom také rovnice pro impulsńı odezvu p̌rejde z maticového tvaru
na prostý vektorový zápis

h[n,m]→ h[n −m] = S{δ[n −m]} .
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Časově invariantńı systém
Superpozice odezvy y [n] z h[n − k]

h[n]

n

u[n] LTI y [n]

y [n] = u[0] · h[n]

u[n]

n

u[0] · h[n]

n

y [n]

n
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Časově invariantńı systém
Superpozice odezvy y [n] z h[n − k]

h[n]

n

u[n] LTI y [n]

y [n] = u[0] · h[n] + u[1] · h[n − 1]

u[n]

n

u[1] · h[n]

n

y [n]

n
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Časově invariantńı systém
Superpozice odezvy y [n] z h[n − k]

h[n]

n

u[n] LTI y [n]

y [n] = u[0] · h[n] + u[1] · h[n − 1] + u[2] · h[n − 2]

u[n]

n

u[2] · h[n]

n

y [n]

n



Úvod do teorie signál̊u Základńı spojité signály Základńı diskrétńı signály Odezva systému

Konvoluce

V důsledku časové invariance dostáváme z rovnice konvolučńı
sumu

y [n] =
∞∑

m=−∞
h[n −m] · u[m] =

∞∑
k=−∞

h[k] · u[n − k],

kterou pro úsporu ḿısta znač́ıme

y [n] = h[n] ∗ u[n].

Pozor: nejde o násobeńı!

h[n] 6= y [n]

u[n]
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Př́ıklad

Example (Časově invariantńı systém)

Uvažujme mikroekonomický systém variace ceny popsaný
diferenčńı rovnici

y [n] + a y [n − 1] = u[n].

Protože jej́ı koeficienty nezáviśı na čase, tj. a je konstantńı a neńı
funkćı n, zachovává tato rovnice tvar p̌ri záměně n→ n −m.
Impulsńı odezva je potom

h[n] = (−a)n1[n].
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Př́ıklad

Example (Časově proměnný systém)

Uvažujme nyńı obměněnou diferenčńı rovnici

y [n] + n · y [n − 1] = u[n].

Koeficient u y [n − 1] záviśı na čase a tato rovnice nezachovává
tvar p̌ri záměně n→ n −m. Impulsńı odezvu lze psát ve tvaru

h[n] = (−1)n n! 1[n].
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Kauzálńı systém

Systém je kauzálńı, pokud jeho výstup záviśı pouze na současných
a minulých hodnotách vstupů.

Výstupńı signál y [n] kauzálńıho systému tedy záviśı pouze na
{u[n], u[n − 1], u[n − 2], . . . }. V konvolučńı sumě proto

y [n] =
∞∑

k=−∞
h[k] u[n − k]

=
−1∑

k=−∞
h[k] u[n − k]︸ ︷︷ ︸

0

+
∞∑
k=0

h[k] u[n − k]

muśıme položit všechny členy impulsńı odezvy h[n] = 0 pro n < 0.
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Kauzálńı systém

Konvolučńı suma pro lineárńı, časově invariantńı a kauzálńı systém
má tvar

y [n] =
∞∑
k=0

h[k] · u[n − k] =
0∑

k=−∞
u[k] · h[n − k].

Jestliže nav́ıc budeme požadovat, aby vstupńı a výstupńı signály
měly dob̌re definovaný počátek, tj. aby ∀n < 0 : u[n] = 0, y [n] = 0
(oba signály mohou ḿıt nenulové členy pouze pro n ≥ 0), potom
plat́ı

y [n] =
n∑

k=0

h[k] · u[n − k] =
n∑

k=0

h[n − k] · u[k].
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Spojité systémy
Impulsńı a p̌rechodová odezva

Definition (Impulsńı odezva)

Odezvu systému na Dirac̊uv impuls δ(t) budeme nazývat impulsńı
odezva a značit h(t),

h(t) = S{δ(t)}
h(t, τ) = S{δ(t − τ)} .

Definition (Přechodová odezva)

Odezvu systému na jednotkový skok 1(t) budeme nazývat
p̌rechodová odezva a značit s(t),

s(t) = S{1(t)} = S
{∫ t

0
δ(t − τ) dt

}
.
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Spojité systémy
Konvoluce

V p̌ŕıpadě spojitého casu postupujeme podobně a odvod́ıme pro
lineárńı časově invariantńı systém konvolučńı integrál

y(t) =

∫ ∞
−∞

h(τ)u(t − τ) dτ =

∫ ∞
−∞

h(t − τ) · u(τ) dτ.

Operaci často zapisujeme ve zjednodušené formě jako

y(t) = h(t) ∗ u(t).

Opět p̌ripoḿınáme, že se v tomto zápisu nejedná o násobeńı!
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Spojité systémy
Př́ıklad konvoluce
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Spojitý systém

Pro u(t) = δ(t) plat́ı pro lineárńı a časové invariantńı systém
samožrejmě

y(t) = S{u(t)} =

∫ ∞
−∞

h(τ) · δ(t − τ) dτ = h(t).
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Spojité systémy
Kauzálńı systém

Výstupńı signál y(t) spojitého kauzálńıho systému záviśı pouze na
hodnotách vstupů pro p̌redešlé časové okamžiky. Z důvodu, které
klademe na kauzálńı chováńı systému, p̌rejde konvolučńı integrál
na tvar

y(t) =

∫ ∞
−∞

h(τ) u(t − τ) dτ

=

∫ 0

−∞
h(τ) u(t − τ) dτ︸ ︷︷ ︸

0

+

∫ ∞
0

h(τ) u(t − τ) dτ

a hodnoty impulsńı odezvy pro t < 0 uvažujeme opět h(t) = 0 .
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Spojité systémy
Konvoluce pro kauzálńı LTI systém

Konvolučńı integrál pro lineárńı, časově invariantńı a kauzálńı
systém má tvar

y(t) =

∫ ∞
0

h(τ) · u(t − τ) dτ =

∫ 0

−∞
u(τ) · h(t − τ) dτ.

Jestliže nav́ıc budeme požadovat, aby vstupńı a výstupńı signály
měly dob̌re definovaný počátek, tj. aby ∀t < 0 : u(t) = 0, y(t) = 0
(oba signály mohou být nenulové členy pouze pro t ≥ 0), potom
plat́ı

y(t) =

∫ t

0
h(τ) · u(t − τ) dτ =

∫ t

0
u(τ) · h(t − τ) dτ.
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Charakteristiky systémů
Autonomńı systém

Definition (Autonomńı systém)

Za autonomńı systém považujeme takový, který nemá vstup.
Diskrétńı autonomńı systém je popisuje tedy nap̌ŕıklad diferenčńı
rovnice vněǰśıho popisu

y [n + 1] + a y [n] = 0.

Výstup autonomńıho systému je odezvou na počátečńı podḿınky.

V p̌ŕıpadě, že systém má vstup u[n], tedy

y [n] + a y [n − 1] = u[n],

systém pokládáme za neautonomńı.
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