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Obecné ¥edeni diferencidlni rovnice druhého ¥adu

Diferencidlni rovnici

2

d
—5y(t) +2a—y(t) + (& + b?)y(t) = u(t)
dt dt
s potatecnimi podminkami ve tvaru
y(0) =a

a
FeSime pomoci Laplaceovy transformace.

y’(O) = @,



Obecné ¥edeni diferencidlni rovnice druhého ¥adu

Protoze plati

e{ g | =p¥ (o) - y(0)
2
L {%y(t)

b= 2Y() = (0 - 50

nalezneme Laplaceovou transformaci diferencialni rovnice jeji
algebraicky tvar

p*Y (p)—py(0)—y'(0)+2a(pY (p)—y(0))+(a°+b°) Y (p) = U(p)



Obecné ¥edeni diferencidlni rovnice druhého ¥adu

P¥edchozi rovnici vyfeSsime vzhledem k obrazu vystupni veli¢iny
Y(p) a dostavdame

(P* +2ap+ (8 + b)) Y(p) = U(p) + py(0) + y'(0) + 2a y(0)
neboli

Y(P) _ U(p) to+ (P + 2a)c1

(p+a+ib)(p+a—ib)




P¥enosova funkce

PY¥enosova funkce H(p) je definovana jako podil obrazu vystupu
k obrazu vstupu

H(p) = )

~ U(p)
pro nulové pocate¢ni podminky a tedy
Y(p) 1
H = =
(P) Up) (p+a+ib)(p+a—ib)




P¥enosova funkce

Impulsni odezva

Impulsni odezvu uréime jako zp&tnou Laplaceovu transformaci
pFenosové funkce

L {H(p)} = £ {;} = Lot gin b

(p+a)? + b2

h(t)




P¥enosova funkce

P¥echodova odezva

P¥echodovou odezvu s(t) uréime zp&tnou Laplaceovu transformaci

()= { (o)}

o (p((p+ T bz)) - (ﬁ E - %D -

_ o1 1 1 p+a B a
B a+b2|p (p+a)2+b (p+a)?+ b2

1
= poa [1 — e cos bt — %e‘at sin bt} .




Obecné ¥edeni diferencidlni rovnice druhého ¥adu

1 1 1 p+2a _
a2+b|p (p+aP+b2])

1
= poa) [1 — e ¥ cos bt — Ee_at sin bt}
a

b
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® Ptenosova funkce a vnit¥ni popis
Odvozeni

Ptiklad
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P¥enosova funkce a vnitfni popis

P¥enosova funkce vnitfniho popisu je uréena opét jako

H(p) = %,

ovem Y(p) nyni zavisi na stavovych promé&nnych.

RN Ge



P¥enosova funkce a vnit¥ni popis

Plvodni soustava

Mé&jme spojity linedrni ¢asové invariantniho systém

X'(t) = Ax(t) + Bu(t),
y(t) = Cx(t) + Du(t).

J b
u(t) = B T x(t), [ o) C ; y(t)
A




P¥enosova funkce a vnit¥ni popis

Laplaceova transformace

Stavovy popis pfevedeme pomoci Laplaceovy transformace na
algebraické rovnice tvaru

pX(p) —x(0) = AX(p) + B U(p)
Y(p) = CX(p) + D U(p)

a upravime na
(pl = A) X(p) =x(0) + B U(p)
a vypocitame

X(p) = (p1 — A)"* x(0) + (pl — A) "L BU(p).



P¥enosova funkce a vnitfni popis

P¥enosova funkce je definovana pro nulovou poéateéni podminku
x(0) = 0. Po dosazeni dostavame

Y(p) = C(pl —A)"'B U(p) + D U(p)

C(pl—A)'B+ D} U(p)
a prenosova funkce je

H(p)=C(pl—A)'B+D




P¥enosova funkce a vnitfni popis

H(p)=C(pl —A) 'B+D

J > D
u(t)L B T x(t), [ j C ﬁl:w(t)

fet

o F = = E 9DaAe




P¥enosova funkce a vnitfni popis

H(p) =

Pokud se jedna o ryzi systém, ktery nema Zadnou p¥imou vazbu ze
vstupu na vystup a tedy D = 0, potom
=C(pl -

A)'B

_ adi(pl —A)
=C det (pl — A) B
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Zpétna LT H(p) a vniténi popis Stabilita Vn&jsi popis Vnit¥ni popis
0000000 jelelelolelel I T 1 1 1 ) 0000

P¥enosova funkce a vnitfni popis — priklad |

@ vozidlo

tlumi¢ (kq)
pérovani (ks)
y(t) = x(t)
pneumatika (ki)
x3(t)

cesta

u(t)]

Na obrazku je model zavéseni kola vozidla a jeho odpruzenfi
s koeficienty tuhosti ki, ks a kgy.




Zpétnd LT H(p) a vniténi popis Stabilita Vn&jsi popis Vnit¥ni popis

0000000 {elelelololel T L1 1 1 J 0000

P¥enosova funkce a vnitfni popis — priklad |l

Jestlize plati pohybové rovnice

MxY (t) + ke [x3(t) — u(t)] —
— ks [Xl(t) — X3(t)] — kd [X
mxd (8) + ks [a(t) — xa(1)] + ko [x

() = x3(1)]
() = x3(1)]

naleznéte stavovy popis s pouZzitim vektoru stavovych proménnych
x = [xa(t), xa(t), x3(£), xa(£)]

Nalezn&te ptenosovou funkci H(p) = Y(p)/U(p), ktera
charakterizuje chovani vozidla v zavislosti na povrchu vozovky.

~ =~

0
0

—_




Zpétnd LT H(p) a vniténi popis Stabilita Vn&jsi popis Vnit¥ni popis
0000000 jelelelolelel I T 1 1 1 ) 0000

P¥enosova funkce a vnitfni popis — pfiklad Ill

Zvolime

x(t) = y(1), x1(t) = x(t)
x3(t), x3(t) = xa(t)

a dostavame soustavu rovnic

x1(t) = x(t),

4(8) =~ () ()] — 2 [ (1) — (0]

4(t) = ()

X4(8) = 5 [ra(t) — u(B)] + 5 bea(8) —xs(B)] + 7 (1)




Vn&jsi popis Vnit¥ni popis

Zpétna LT H(p) a vnitfni popis Stabilita
[elelele}

0000000 {elelelololel T L1 1 1 J

P¥enosova funkce a vnitfni popis — priklad 1V

Rovnice pfevedeme na stavovy popis
, [0 1 0 0 ] 0
i[5 b i
SOl _"Tm “m w | el
X = o o 0 1| |xa(e)] T 0 u(t)
x,(t) kook_ktk ki) [a()] | =
LM M M M. o
a
x1(t)
Xg(t)
t)=(1 0 0 O
Y() [ ] X3(t)
X4(t)




P¥enosova funkce a vnitfni popis — priklad V

Mdme matice stavového popisu ve tvaru
[0 1 0 0 ] 0
Lk kA 0
— m m m m —
A=14d" o 0 1 B /?
ko ko _ktk _k -
LM M M M. 4
a
C= [1 00 0}
= £ DA




Zpétna LT H(p) a vniténi popis Stabilita Vn&jsi popis Vnit¥ni popis
0000000 jelelelolelel I T 1 1 1 ) 0000

P¥enosova funkce a vnitfni popis — priklad VI

a plati H(p) = C(pl — A)7!B, t.j.

* x *x —Ap 8
1 * k% *
Hip)=x[L 0o oo\~ 2 =
¥k k * Mt

_ (kap + k) k
(M p? + ke)(m p? + kap + ks) + m (ka p + ks) p*’

kde * oznaluje prvky inverzni matice, které nemusime pro
prenosovou funkci potitat a A = det (pl — A).
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© Vysetfovani stability spojitych systémii
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Definice stability

BIBO stabilita systému

BIBO stabilita — bounded input bounded output

Odezva na omezeny vstupni signal musi byt vZdy omezend —
systém je BIBO stabilni.
Odezva systému je kombinaci

e odezvy na vstupni signal

e odezvy na pocatecni podminky
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© Vn&jsi popis
Stabilni systém

Nestabilni systém

Mez stability

DA



V ptipadé prenosové funkce dané rovnici
d2

S8+ 28 y() + (2% + By (t) = u(?)
jsou pdly prenosové funkce komplexni &isla ve tvaru

pP1 = _a+bi7

p> = —a — bi.

Pro stabilitu systému jsou rozhodujici hodnoty R(p1) a R(p2).
Jednd se o pdly komplexn& sdruzené (jiné ani u LTI systémi byt

nemohou), plati proto R(p1) = R(p2) = —a a pro stabilitu systému
je proto rozhodujici pouze hodnota parametru a.

fet
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Zpétnd LT H(p) a vnit¥ni popis Stabilita Vn&jsi popis Vnit¥ni popis
0000000 000000000000 @000

Stabilni spojity LTI systém

Redlna &dst viech pdli prenosové funkce H(p) stabilniho systému
leZi' v levé &asti p-roviny.

Spojity systém 2. ¥adu ma prenosovou funkci

H(p) = 1 . 1
P rap 3 (p+1)(p+3)
Pdly p¥enosové funkce p; = —1 a pp = —3 leZi v levé &3sti

p-roviny a jedna se proto o stabilni systém. P¥ipomerime, Ze

k k: 1 1
_ r-1 _ -1 1 2 _ Tt .3t
h(t)=L""{H(p)} =L {p+1+—p 3} e 2




Stabilni spojity LTI systém

Redlna &dst viech pdli prenosové funkce H(p) stabilniho systému
leZi' v levé &asti p-roviny.

3(p) 4 h(t) 4

SCEEP) \\




Zpétnd LT H(p) a vnit¥ni popis Stabilita Vn&jsi popis Vnit¥ni popis
0000000 000000000000 @000

Stabilni spojity LTI systém

Redlna &dst viech pdli prenosové funkce H(p) stabilniho systému
leZi' v levé &asti p-roviny.

Spojity systém 2. ¥adu ma prenosovou funkci

1

Hp)= —
(P) = e ap+ 20

Dva komplexné sdruzené pédly v levé &asti p-roviny. Jednd se tedy
o stabilni systém. P¥ipomerime, Ze

i 4
4(p+2)°+16

h(t) = £t { } - %e_msin(4t).




Stabilni spojity LTI systém

Redlna &dst viech pdli prenosové funkce H(p) stabilniho systému
leZi' v levé &asti p-roviny.

p2:

£2+a

§Rzp)

p1 =

T2

h(t)




Zpétnd LT H(p) a vnit¥ni popis Stabilita Vn&jsi popis Vnit¥ni popis
0000000 000000000000 [e] lele)

Nestabilni spojity LTI systém

Redlna &ast alespori jednoho pdlu prenosové funkce H(p)
nestabilniho spojitého LTI systému leZi (i) v pravé Edsti p-roviny,
pFipadné (ii) ma takovy systém ndsobny pdl H(p) na imaginarni
ose.

Spojity LTI systém 2. ¥adu ma p¥enosovou funkci

1 1
- PPHp-2 (p+2)(p-1)

H(p)

Jeden z pdli prenosové funkce, p» = 1, leZi v pravé &asti p-roviny a
jedna se proto o nestabilni systém. P¥ipomerime, Ze

h(t)= L7 {H(p)} = L {pﬁz u pk_2 1} - _%



Zpétnd LT H(p) a vnit¥ni popis Stabilita Vn&jsi popis Vnit¥ni popis
0000000 000000000000 [e] lele)

Nestabilni spojity LTI systém

Redlna &ast alespori jednoho pdlu prenosové funkce H(p)
nestabilniho spojitého LTI systému leZi (i) v pravé Edsti p-roviny,
pFipadné (ii) ma takovy systém ndsobny pdl H(p) na imaginarni
ose.

3(p) h(t)

u]
o)
|
i
it



Zpétnd LT H(p) a vnit¥ni popis Stabilita Vn&jsi popis Vnit¥ni popis
0000000 000000000000 [e] lele)

Nestabilni spojity LTI systém

Redlna &ast alespori jednoho pdlu prenosové funkce H(p)
nestabilniho spojitého LTI systému leZi (i) v pravé Edsti p-roviny,
pFipadné (ii) ma takovy systém ndsobny pdl H(p) na imaginarni
ose.

Spojity LTI systém 2. ¥adu ma p¥enosovou funkci

1

H(p) = m

Dvojnasobny pdl prenosové funkce po, = =i leZi na imagirnarni ose
p-roviny a jedna se proto o nestabilni systém. P¥ipomeiime, Ze

h(t) = £ {H(p)} = £ {ﬁ} — & e



Zpétnd LT

H(p) a vnit¥ni popis Stabilita
0000000

Vn&jsi popis Vnit¥ni popis
000000000000 o] lele}

Nestabilni spojity LTI systém

Redlna &ast alespori jednoho pdlu prenosové funkce H(p)
nestabilniho spojitého LTI systému leZi (i) v pravé Edsti p-roviny,

pFipadné (ii) ma takovy systém ndsobny pdl H(p) na imaginarni
ose.

. A
P1, P2 =1

p2,p3 = —i




Spojity LTI systém na mezi stability

Redlna &dst pdli prenosové funkce H(p) spojitého LTI systému na
mezi stability je rovna nule a pély nejsou nasobné.

Spojity LTI systém 1. ¥adu ma p¥enosovou funkci




Spojity LTI systém na mezi stability

Redlna &dst pdli prenosové funkce H(p) spojitého LTI systému na
mezi stability je rovna nule a pély nejsou nasobné.
S(p)4

h(t) 4

i
pe)
i)



Zpétna LT
0000000

H(p) a vnit¥ni popis
000000000000

Stabilita

Spojity LTI systém na mezi stability

Vné&jsi popis
000

Vnit¥ni popis

Redlna &dst pdli prenosové funkce H(p) spojitého LTI systému na
mezi stability je rovna nule a pély nejsou nasobné.

Spojity LTI systém 2. ¥adu ma p¥enosovou funkci

P¥ipomeiime, Ze

W) = £ {H(p)} = £ { !




Spojity LTI systém na mezi stability

Redlna &dst pdli prenosové funkce H(p) spojitého LTI systému na
mezi stability je rovna nule a pély nejsou nasobné.

3(p) h(t)

°
=
|
‘_
\\

II"
/
|

—l

[
/
/
|

\
\
\
\

\

\
R(p) \\
R




Kritérium stability
Shrnuti

Stabilni systém
o im0 h(t) =0
e Vgechny pdly ptenosové funkce H(p) lezi v levé poloroving
komplexnfi roviny, R(ps) < 0.
Nestabilni systém
o lim;,o0 h(t) = 00
o Alespoii jeden pdl prenosové funkce H(p) lezi v pravé
poloroving komplexni roviny, R(p~) > 0 nebo alespoii jeden
nasobny pdl leZi na imagindrni ose.
Mez stability
e lim;_,o h(t) = c # 0 nebo neexistuje
o Alespoii jeden jednoduchy pdl leZi na imaginarni ose a Zadny
pdl nelezi v pravé poloroviné komplexni roviny. P¥ipadné %

nasobné pdly lezi v levé poloroving.
=] = = E = DA
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Zpétnd LT H(p) a vnit¥ni popis Stabilita Vn&jsi popis Vnit¥ni popis
0000000 000000000000 0000

Stabilita vnit¥niho popisu

Stabilitu uréujeme opét na zakladé polohy pdli p¥enosové funkce
H(p) v p-rovin&. V p¥ipad& vnitfniho popisu je pfenosova funkce
definovdna vztahem

H(p)=C(pl—A)"'B +D.

Pro stabilitu systému je rozhodujici matice A, respektive

det(pl — A).

odpovidajici jmenovateli pfenosové funkce.

N

Dalsi postup je identicky s vySetfovanim stability vné&jsSiho popisu. @ -2y
IR
>

[m] = = =




Ptenosova funkce vnitfniho popisu spojitého LTI systému |

Vnéjsimu popisu spojitého LTI systému z P¥ikladu ?? odpovida
diferencidlni rovnice 2. ¥adu

d? d
@y(t) +4 ay(t) +20y(t) = u(t).

P¥enosova funkce je

1

Hp)= —
(P)= 2 aps20




Zpétna LT H(p) a vniténi popis Stabilita Vn&jsi popis Vnit¥ni popis
0000000 000000000000 0000

Ptfenosova funkce vnitfniho popisu spojitého LTI systému Il

Pokud pfi pfevodu do vnitfniho popisu zavedeme stavy

xi(t) = y(t),
d
t) = —y(t
() = < y(0),
bude matice vyvoje stavu A, vyraz (pl — A) a jeho determinant
rovny
0 1
- [5 )
a=|P 1
pl-A= [20 p+4] )
det(pl — A) = p? + 4p + 20. K

[m] = = =



P¥enosova funkce vnitfniho popisu spojitého LTI systému

Polynom p? + 4p + 20 je charakteristicky polynom systému a jeho
kofeny jsou pdly prenosové funkce.

Dalsi rozhodovani o stabilité vnitfniho popisu systému je shodné s
kritérii stability vnéjsiho popisu.




Testing whelher or not animals “kiss” %
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