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Ústav aplikované matematiky
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1 Zpětná Laplaceova transformace – dokončeńı
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Obecné řešeńı diferenciálńı rovnice druhého řádu

Diferenciálńı rovnici

d2

dt2
y(t) + 2a

d

dt
y(t) + (a2 + b2)y(t) = u(t)

s počátečńımi podḿınkami ve tvaru

y(0) = c1 a y ′(0) = c2,

řeš́ıme pomoćı Laplaceovy transformace.
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Obecné řešeńı diferenciálńı rovnice druhého řádu

Protože plat́ı

L
{

d

dt
y(t)

}
= pY (p)− y(0),

L
{

d2

dt2
y(t)

}
= p2Y (p)− py(0)− d

dt
y(0),

nalezneme Laplaceovou transformaćı diferenciálńı rovnice jej́ı
algebraický tvar

p2Y (p)−py(0)−y ′(0)+2a(pY (p)−y(0))+(a2 +b2)Y (p) = U(p).
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Obecné řešeńı diferenciálńı rovnice druhého řádu

Předchoźı rovnici vy̌reš́ıme vzhledem k obrazu výstupńı veličiny
Y (p) a dostáváme(

p2 + 2a p + (a2 + b2)
)
Y (p) = U(p) + py(0) + y ′(0) + 2a y(0)

neboli

Y (p) =
U(p) + c2 + (p + 2a)c1

(p + a + ib)(p + a− ib)
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Přenosová funkce

Přenosová funkce H(p) je definována jako pod́ıl obrazu výstupu
k obrazu vstupu

H(p) =
Y (p)

U(p)

pro nulové počátečńı podḿınky a tedy

H(p) =
Y (p)

U(p)
=

1

(p + a + ib)(p + a− ib)
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Přenosová funkce
Impulsńı odezva

Impulsńı odezvu urč́ıme jako zpětnou Laplaceovu transformaci
p̌renosové funkce

L−1 {H(p)} = L−1

{
1

(p + a)2 + b2

}
=

1

b
e−at sin bt

t

h(t)

0
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Přenosová funkce
Přechodová odezva

Přechodovou odezvu s(t) urč́ıme zpětnou Laplaceovu transformaci

s(t) = L−1

{
H(p)

1

p

}

L−1

(
1

p((p + a)2 + b2)

)
= L−1

(
1

a2 + b2

[
1

p
− p + 2a

(p + a)2 + b2

])
=

= L−1

(
1

a2 + b2

[
1

p
− p + a

(p + a)2 + b2
− a

(p + a)2 + b2

])
=

1

a2 + b2

[
1− e−at cos bt − a

b
e−at sin bt

]
.
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Obecné řešeńı diferenciálńı rovnice druhého řádu

L−1

{
1

a2 + b2

[
1

p
− p + 2a

(p + a)2 + b2

]}
=

=
1

a2 + b2

[
1− e−at cos bt − a

b
e−at sin bt

]

t

s(t)

0
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Přenosová funkce a vniťrńı popis

Přenosová funkce vniťrńıho popisu je určena opět jako

H(p) =
Y (p)

U(p)
,

ovšem Y (p) nyńı záviśı na stavových proměnných.
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Přenosová funkce a vniťrńı popis
Původńı soustava

Mějme spojitý lineárńı časově invariantńıho systém

x′(t) = A x(t) + B u(t),

y(t) = C x(t) + D u(t).

∫
C

A

+ +B

D

u(t) y(t)
x′(t) x(t)
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Přenosová funkce a vniťrńı popis
Laplaceova transformace

Stavový popis p̌revedeme pomoćı Laplaceovy transformace na
algebraické rovnice tvaru

pX (p)− x(0) = AX (p) + BU(p)

Y (p) = CX (p) + DU(p)

a uprav́ıme na

(pI− A) X (p) = x(0) + BU(p)

a vypoč́ıtáme

X (p) = (pI− A)−1 x(0) + (pI− A)−1 BU(p).
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Přenosová funkce a vniťrńı popis

Přenosová funkce je definována pro nulovou počátečńı podḿınku
x(0) = 0. Po dosazeńı dostáváme

Y (p) = C (pI− A)−1 BU(p) + DU(p)

=
[
C (pI− A)−1 B + D

]
U(p)

a p̌renosová funkce je

H(p) = C (pI− A)−1 B + D



Zpětná LT H(p) a vniťrńı popis Stabilita Vněǰśı popis Vniťrńı popis

Přenosová funkce a vniťrńı popis

H(p) = C (pI− A)−1 B + D

∫
C

A

+ +B

D

u(t) y(t)
x′(t) x(t)
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Přenosová funkce a vniťrńı popis

Pokud se jedná o ryźı systém, který nemá žádnou p̌ŕımou vazbu ze
vstupu na výstup a tedy D = 0, potom

H(p) = C (pI− A)−1 B = C
adj (pI− A)

det (pI− A)
B
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Přenosová funkce a vniťrńı popis – p̌ŕıklad I

Example (Odpružeńı kola)

u(t)

x3(t)

y(t) = x1(t)

vozidlo

pérováńı (ks)
tlumič (kd)

pneumatika (kt)

cesta

mj

Mk

Na obrázku je model zavěšeńı kola vozidla a jeho odpružeńı
s koeficienty tuhosti kt, ks a kd.
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Přenosová funkce a vniťrńı popis – p̌ŕıklad II

Example (Odpružeńı kola)

Jestliže plat́ı pohybové rovnice

Mx ′′3 (t) + kt [x3(t)− u(t)]−
− ks [x1(t)− x3(t)]− kd

[
x ′1(t)− x ′3(t)

]
= 0

mx ′′1 (t) + ks [x1(t)− x3(t)] + kd

[
x ′1(t)− x ′3(t)

]
= 0

nalezněte stavový popis s použit́ım vektoru stavových proměnných
x = [x1(t), x2(t), x3(t), x4(t)]T.
Nalezněte p̌renosovou funkci H(p) = Y (p)/U(p), která
charakterizuje chováńı vozidla v závislosti na povrchu vozovky.
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Přenosová funkce a vniťrńı popis – p̌ŕıklad III

Example (Odpružeńı kola)

Zvoĺıme

x1(t) = y(t), x ′1(t) = x2(t)

x3(t), x ′3(t) = x4(t)

a dostáváme soustavu rovnic

x ′1(t) = x2(t),

x ′2(t) = −ks

m
[x1(t)− x3(t)]− kd

m

[
x ′1(t)− x ′3(t)

]
x ′3(t) = x4(t)

x ′4(t) = − kt

M
[x3(t)− u(t)] +

ks

M
[x1(t)− x3(t)] +

kd

M

[
x ′1(t)− x ′3(t)

]
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Přenosová funkce a vniťrńı popis – p̌ŕıklad IV

Example (Odpružeńı kola)

Rovnice p̌revedeme na stavový popis


x ′1(t)
x ′2(t)
x ′3(t)
x ′4(t)

 =


0 1 0 0

−ks

m
−kd

m

ks

m

kd

m
0 0 0 1
ks

M

kd

M
−ks + kt

M
−kd

M



x1(t)
x2(t)
x3(t)
x4(t)

+


0
0
0
kt

M

 u(t)

a

y(t) =
[
1 0 0 0

] 
x1(t)
x2(t)
x3(t)
x4(t)

 .
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Přenosová funkce a vniťrńı popis – p̌ŕıklad V

Example (Odpružeńı kola)

Máme matice stavového popisu ve tvaru

A =


0 1 0 0

−ks

m
−kd

m

ks

m

kd

m
0 0 0 1
ks

M

kd

M
−ks + kt

M
−kd

M

 B =


0
0
0
kt

M


a

C =
[
1 0 0 0

]
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Přenosová funkce a vniťrńı popis – p̌ŕıklad VI

Example (Odpružeńı kola)

a plat́ı H(p) = C (pI− A)−1B, t.j.

H(p) =
1

∆

[
1 0 0 0

] 
∗ ∗ ∗ −∆41

∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗




0
0
0
kt

M

 =

=
(kdp + ks) kt

(M p2 + kt)(mp2 + kdp + ks) + m (kd p + ks) p2
,

kde ∗ označuje prvky inverzńı matice, které nemuśıme pro
p̌renosovou funkci poč́ıtat a ∆ = det (pI− A).
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Definice stability
BIBO stabilita systému

BIBO stabilita – bounded input bounded output

Odezva na omezený vstupńı signál muśı být vždy omezená –
systém je BIBO stabilńı.

Odezva systému je kombinaćı

• odezvy na vstupńı signál

• odezvy na počátečńı podḿınky
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Obsah p̌rednášky
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5 Vniťrńı popis
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V p̌ŕıpadě p̌renosové funkce dané rovnićı

d2

dt2
y(t) + 2a

d

dt
y(t) + (a2 + b2)y(t) = u(t)

jsou póly p̌renosové funkce komplexńı č́ısla ve tvaru

p1 = −a + bi,

p2 = −a− bi.

Pro stabilitu systému jsou rozhoduj́ıćı hodnoty <(p1) a <(p2).
Jedná se o póly komplexně sdružené (jiné ani u LTI systémů být
nemohou), plat́ı proto <(p1) = <(p2) = −a a pro stabilitu systému
je proto rozhoduj́ıćı pouze hodnota parametru a.
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Stabilńı spojitý LTI systém

Theorem (Stabilńı spojitý LTI systém)

Reálná část všech pól̊u p̌renosové funkce H(p) stabilńıho systému
lež́ı v levé části p-roviny.

Example (Přenos spojitého LTI 2. řádu – jednoduché póly)

Spojitý systém 2. řádu má p̌renosovou funkci

H(p) =
1

p2 + 4p + 3
=

1

(p + 1)(p + 3)
.

Póly p̌renosové funkce p1 = −1 a p2 = −3 lež́ı v levé části
p-roviny a jedná se proto o stabilńı systém. Připomeňme, že

h(t) = L−1 {H(p)} = L−1

{
k1

p + 1
+

k2

p + 3

}
=

1

2
e−t − 1

2
e−3t .
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Stabilńı spojitý LTI systém

Theorem (Stabilńı spojitý LTI systém)

Reálná část všech pól̊u p̌renosové funkce H(p) stabilńıho systému
lež́ı v levé části p-roviny.

<(p)

=(p)

p2 = −3 p1 = −1

t

h(t)
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Stabilńı spojitý LTI systém

Theorem (Stabilńı spojitý LTI systém)

Reálná část všech pól̊u p̌renosové funkce H(p) stabilńıho systému
lež́ı v levé části p-roviny.

Example (Přenos spojitého LTI 2. řádu – komplexně sdružené póly)

Spojitý systém 2. řádu má p̌renosovou funkci

H(p) =
1

p2 + 4p + 20
.

Dva komplexně sdružené póly v levé části p-roviny. Jedná se tedy
o stabilńı systém. Připomeňme, že

h(t) = L−1

{
1

4

4

(p + 2)2 + 16

}
=

1

4
e−2t sin(4t).
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Stabilńı spojitý LTI systém

Theorem (Stabilńı spojitý LTI systém)

Reálná část všech pól̊u p̌renosové funkce H(p) stabilńıho systému
lež́ı v levé části p-roviny.

<(p)

=(p)

p2 = −2 + i

p1 = −2− i

t

h(t)
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Nestabilńı spojitý LTI systém

Theorem (Nestabilńı spojitý LTI systém)

Reálná část alespoň jednoho pólu p̌renosové funkce H(p)
nestabilńıho spojitého LTI systému lež́ı (i) v pravé části p-roviny,
p̌ŕıpadně (ii) má takový systém násobný pól H(p) na imaginárńı
ose.

Example (Nestabilńı spojitý LTI 2. řádu – reálné póly)

Spojitý LTI systém 2. řádu má p̌renosovou funkci

H(p) =
1

p2 + p − 2
=

1

(p + 2)(p − 1)
.

Jeden z pól̊u p̌renosové funkce, p2 = 1, lež́ı v pravé části p-roviny a
jedná se proto o nestabilńı systém. Připomeňme, že

h(t) = L−1 {H(p)} = L−1

{
k1

p + 2
+

k2

p − 1

}
= −1

3
e−2t +

1

3
et .

Polohu pól̊u a výsledný pr̊uběh impulsńı odezvy ukazuje obrázek ??.
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Nestabilńı spojitý LTI systém

Theorem (Nestabilńı spojitý LTI systém)

Reálná část alespoň jednoho pólu p̌renosové funkce H(p)
nestabilńıho spojitého LTI systému lež́ı (i) v pravé části p-roviny,
p̌ŕıpadně (ii) má takový systém násobný pól H(p) na imaginárńı
ose.

<(p)

=(p)

p2 = −2 p1 = 1

t

h(t)
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Nestabilńı spojitý LTI systém

Theorem (Nestabilńı spojitý LTI systém)

Reálná část alespoň jednoho pólu p̌renosové funkce H(p)
nestabilńıho spojitého LTI systému lež́ı (i) v pravé části p-roviny,
p̌ŕıpadně (ii) má takový systém násobný pól H(p) na imaginárńı
ose.

Example (Nestabilńı spojitý LTI 2. řádu – násobný pól)

Spojitý LTI systém 2. řádu má p̌renosovou funkci

H(p) =
1

(p2 + 1)2
.

Dvojnásobný pól p̌renosové funkce p∞ = ±i lež́ı na imagirnárńı ose
p-roviny a jedná se proto o nestabilńı systém. Připomeňme, že

h(t) = L−1 {H(p)} = L−1

{
1

(p2 + 1)2

}
= t sin(t).

Polohu pól̊u a výsledný pr̊uběh impulsńı odezvy ukazuje obrázek ??.
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Nestabilńı spojitý LTI systém

Theorem (Nestabilńı spojitý LTI systém)

Reálná část alespoň jednoho pólu p̌renosové funkce H(p)
nestabilńıho spojitého LTI systému lež́ı (i) v pravé části p-roviny,
p̌ŕıpadně (ii) má takový systém násobný pól H(p) na imaginárńı
ose.

<(p)

=(p)

p1, p2 = i

p2, p3 = −i

t

h(t)
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Spojitý LTI systém na mezi stability

Theorem (Spojitý LTI systém na mezi stability)

Reálná část pól̊u p̌renosové funkce H(p) spojitého LTI systému na
mezi stability je rovna nule a póly nejsou násobné.

Example (Spojitý LTI 1. řádu na mezi stability – jednoduchý pól)

Spojitý LTI systém 1. řádu má p̌renosovou funkci

H(p) =
1

p
.
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Spojitý LTI systém na mezi stability

Theorem (Spojitý LTI systém na mezi stability)

Reálná část pól̊u p̌renosové funkce H(p) spojitého LTI systému na
mezi stability je rovna nule a póly nejsou násobné.

<(p)

=(p)

p1 = 0

t

h(t)
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Spojitý LTI systém na mezi stability

Theorem (Spojitý LTI systém na mezi stability)

Reálná část pól̊u p̌renosové funkce H(p) spojitého LTI systému na
mezi stability je rovna nule a póly nejsou násobné.

Example (Spojitý LTI 2. řádu na mezi stability – komplexně
sdružený pól)

Spojitý LTI systém 2. řádu má p̌renosovou funkci

H(p) =
1

p2 + 4
.

Připomeňme, že

h(t) = L−1 {H(p)} = L−1

{
1

2

2

p2 + 22

}
=

1

2
sin(2t).
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Spojitý LTI systém na mezi stability

Theorem (Spojitý LTI systém na mezi stability)

Reálná část pól̊u p̌renosové funkce H(p) spojitého LTI systému na
mezi stability je rovna nule a póly nejsou násobné.

<(p)

=(p)

p1 = i

p2 = −i

t

h(t)
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Kritérium stability
Shrnut́ı

Stabilńı systém

• limt→∞ h(t) = 0

• Všechny póly p̌renosové funkce H(p) lež́ı v levé polorovině
komplexńı roviny, <(p∞) < 0.

Nestabilńı systém

• limt→∞ h(t) =∞
• Alespoň jeden pól p̌renosové funkce H(p) lež́ı v pravé

polorovině komplexńı roviny, <(p∞) > 0 nebo alespoň jeden
násobný pól lež́ı na imaginárńı ose.

Mez stability

• limt→∞ h(t) = c 6= 0 nebo neexistuje

• Alespoň jeden jednoduchý pól lež́ı na imaginárńı ose a žádný
pól nelež́ı v pravé polorovině komplexńı roviny. Př́ıpadné
násobné póly lež́ı v levé polorovině.
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Obsah p̌rednášky
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4 Vněǰśı popis

5 Vniťrńı popis
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Stabilita vniťrńıho popisu

Stabilitu určujeme opět na základě polohy pól̊u p̌renosové funkce
H(p) v p-rovině. V p̌ŕıpadě vniťrńıho popisu je p̌renosová funkce
definována vztahem

H(p) = C (p I− A)−1B + D.

Theorem (Stabilita vniťrńıho popisu)

Pro stabilitu systému je rozhoduj́ıćı matice A, respektive

det(p I− A).

odpov́ıdaj́ıćı jmenovateli p̌renosové funkce.

Daľśı postup je identický s vyšeťrováńım stability vněǰśıho popisu.
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Přenosová funkce vniťrńıho popisu spojitého LTI systému I

Example (Přenosová funkce vniťrńıho popisu spojitého LTI
systému)

Vněǰśımu popisu spojitého LTI systému z Př́ıkladu ?? odpov́ıdá
diferenciálńı rovnice 2. řádu

d2

dt2
y(t) + 4

d

dt
y(t) + 20 y(t) = u(t).

Přenosová funkce je

H(p) =
1

p2 + 4p + 20
.
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Přenosová funkce vniťrńıho popisu spojitého LTI systému II

Example (Přenosová funkce vniťrńıho popisu spojitého LTI
systému)

Pokud p̌ri p̌revodu do vniťrńıho popisu zavedeme stavy

x1(t) = y(t),

x2(t) =
d

dt
y(t),

bude matice vývoje stavu A, výraz (p I− A) a jeho determinant
rovny

A =

[
0 1
−20 −4

]
,

pI− A =

[
p −1
20 p + 4

]
,

det(p I− A) = p2 + 4p + 20.
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Přenosová funkce vniťrńıho popisu spojitého LTI systému
III

Example (Přenosová funkce vniťrńıho popisu spojitého LTI
systému)

Polynom p2 + 4p + 20 je charakteristický polynom systému a jeho
kǒreny jsou póly p̌renosové funkce.

Daľśı rozhodováńı o stabilitě vniťrńıho popisu systému je shodné s
kritérii stability vněǰśıho popisu.
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