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Uvod

Fyzika jako védni disciplina slouzi k pochopeni ptirodnich jevi, které se vyskytuji jak v na-
Sem okoli, tak v celém vesmiru. Je zalozena piedev§im na experimentalnim pozorovani a
kvantitativnim méteni. Ukazuje se, Ze chovani fyzikdlnich systémil lze vysvétlit kone¢nym
poctem fyzikalnich zékont, k jejichz formulovani se pouziva vhodny matematicky aparat.
Jestlize stavajici (dosud platnd) fyzikalni teorie neni schopna vysvétlit urcity fyzikalni jev ¢i
chovani fyzikalniho objektu, nebo se ukaze, ze jeji platnost je omezena na urcité podminky, je
tieba vytvofit obecnéjsi fyzikalni teorii, kterd 1épe vyjadiuje realitu. Tak tomu bylo v pfipadé
klasické mechaniky, kde platnost Newtonovych pohybovych zakonl je omezena na rychlosti
objektll malé ve srovnani s rychlosti svétla. V tomto ohledu doplnila a zobecnila klasickou
mechaniku Einsteinova specidlni teorie relativity.

Klasicka fyzika se rozvijela pfedev§im do zacatku 20. stoleti a zahrnuje tfi hlavni discipliny:
klasickou mechaniku, termodynamiku a elektromagnetizmus. O rozvoj klasické mechaniky se
zaslouzil Galileo Galilei (1564 — 1622) svou praci o volném padu téles, kdy poprvé vyslovil
zakon pohybu a stanovil, Ze volny pad riznych téles na zemském povrchu probihé se stejnym
zrychlenim. Pfiblizn€ ve stejné dobé se pohybem nebeskych téles zabyval Johannes Kepler
(1571 — 1630).

Klasickou mechaniku zformuloval prostfednictvim tii principi ve svém dile nazvaném v ces-
kém piekladu "Matematické principy pfirodni filosofie" publikovaném v roce 1687 Isaack
Newton (1642 — 1727).

Nové obdobi ve fyzice, které zacalo s nastupem 20.stoleti, se nazyva obvykle moderni fyzika.
Vznikala piedevsim proto, ze klasicka fyzika nebyla schopna vysvétlit nékteré fyzikalni jevy.
Kvalitativni zmény mezi klasickou a moderni fyzikou pfedstavuje zejména Einsteinova speci-
alni teorie relativity a kvantova mechanika. Einsteinova specialni teorie relativity pfinesla
nové pojeti prostoru, ¢asu a energie. Kvantova mechanika stanovila limitujici moznosti kla-
sické mechaniky vzhledem k mikroobjektiim na atomarni Grovni a nabidla zptsob, jak popsat
chovani mikroobjektii jinymi prostfedky nez pouziva klasickd mechanika.



1 Kinematika

1.1 Predmét a rozdéleni mechaniky

Mechaniku délime na kinematiku a dynamiku. Kinematika se zabyva pouze ¢asovym a pro-
storovym popisem prubéhu pohybu, dynamika zkouma ptedevs§im pfi¢iny pohybu. Podle to-
ho, jakymi objekty se mechanika zabyva, délime ji na mechaniku:

e hmotného bodu,

e soustavy hmotnych bodii,
e tuhého télesa,

e Kkontinua.

V mechanice hmotného bodu, kterd je nejednodussi, se pracuje s takovymi objekty, jejichz
poloha miize byt popsana polohou jediného bodu. Nemusi to byt vzdy jen velmi maly objekt
(se zanedbatelnymi rozméry), zalezi spi§ na tom, jaky (z hlediska silového plisobeni a rozmé-
ru prostoru, v kterém se objekt pohybuje) problém fesime. Napiiklad pohyb Zemé po témér
zemékoule, a zanedbat zcela tvar Zemé a jeji rotani pohyb. Pii feseni nékterych astronomic-

kych problémt je dokonce mozné slunecni systém nebo celou galaxii povazovat za hmotny
bod.

Jestlize se zabyvame vnitinim pohybem nebo vnitini strukturou vysetfované¢ho objektu, ne-
muizeme jiz vystait s pojmem hmotného bodu. Predstavu hmotného bodu vsak ¢asto vyuzi-
jeme tak, Ze objekt nahradime a zkoumame jako soustavu hmotnych bodii. Atomové jadro, 1
kdyz je to ttvar se zdanlivé zanedbatelnymi rozméry (polomér jadra je fadové 10™° m), mi-
zeme pii studiu jeho struktury povazovat za soustavu hmotnych boda (nukleont). Jakékoliv
tuhé téleso mliZeme popisovat jako soustavu spojité rozloZzenych hmotnych elementi
ovSem s jistym zjednodusenim, ¢i spi§ idealizaci. Zanedbavame vliv silového plisobeni na
vazby mezi jednotlivymi hmotnymi elementy, tj. pfedpokladdme, Ze se téleso nedeformuje.

Na soustavu hmotnych elementii miizeme aplikovat poznatky ziskané pro soustavu hmotnych
bodu.

Studiem pohybu téles, které se pusobenim sil deformuji, se zabyva mechanika kontinua
(spojitého prostiedi). Mechanika kontinua fesi i problémy kapalin a plynd.

1.2 Poloha hmotného bodu, polohovy vektor

Polohu hmotného bodu uréujeme vzdy vzhledem k ur¢itému souradnicovému (referenénimu)
systému. Za tento systém obvykle volime pravotoCivy pravouhly systém urceny tfemi jednot-
kovymi vektory T, J, K (obr. 1.1) ve sméru os X, Y, z. V n&kterych piipadech (sféricka syme-
trie) je vyhodnéjsi pracovat se sférickymi soufadnicemi a popisovat polohu hmotného bodu
pomoci r, 4, ¢, obr. 1.1. Prakticky vyznam volby referen¢niho systému je takovy, Ze polohu
hmotného bodu a jeji zmény sledujeme vici uréitému referenénimu télesu, a o tomto télesu
budeme pro jednoduchost pfedpokladat, Ze se nachazi ve stavu klidu. Naptiklad pohyb auto-
mobilu budeme popisovat vzhledem k ur¢itému mistu na zemském povrchu a Zemi pfitom



budeme povazovat za nehybnou. Podobné bychom mohli feSit pohyb Zemé viici Slunci a
Slunce povazovat za nehybné. Z uvedenych ptikladi vyplyva, ze kazdy mechanicky pohyb je
pohyb relativni, jedna se vZdy o pohyb jednoho tclesa vzhledem k druhému. O Zadném
hmotném bodu ani télese nemiizeme fici, ze se nachazi ve stavu absolutniho klidu nebo abso-
lutniho pohybu.

|

Obr. 1.1

Uvazujme nyni, Ze se hmotny bod P o soufadnicich X, y, z (obr. 1.1) pohybuje, tzn. méni se
jeho poloha v prostoru. Poloha hmotného bodu je pak v dané soustavé soufadnic uréena polo-
hovym vektorem r . V pravouhlé soustavé soufadnic vyjadiime polohovy vektor ve tvaru

=Xi +i]+zk, (1.1)

kde pro velikost vektoru T plati 1 =|F|=X"+y’+2°.

Kartézské soutadnice X, Y, Z jSOuU svazany se sférickymi soufadnicemi r, 4, ¢ relacemi

=l

X =rsin$cos ¢
y=rsingsing
Z=rCcosY

2 2

r=[f|=\xX*+y*+2% ; tg.9:—x z+y , tggoz% .

Predpokladejme, ze hmotny bod konad pohyb a zméni svoji polohu z bodu P1 do bodu P2
(obr. 1.2), kde P1 je poloha hmotného bodu v ¢ase t, a P2 poloha v ¢ase t, .



Obr. 1.2

Polohovy vektor se zméni z 1; na r,. Pohyb hmotného bodu Ize tedy popisovat jako zménu
polohového vektoru v Case

F=F(t) . (1.2)

Jedinou vektorovou rovnici (1.2) mtizeme psat jako tii skalarni rovnice pro soufadnice X, Y, Z

y=y(t) (1.3)

Je-1i znam pribéh zavislosti (1.2) polohového vektoru na ¢ase nebo pribéh zavislosti (1.3), je
pohyb hmotného bodu vzhledem k referenénimu systému zcela uréen. Pro urceni polohy vol-
né¢ho hmotného bodu obecné v prostoru je tfeba znat tii idaje (soufadnice), a proto fikame, ze
hmotny bod ma tfi stupné volnosti. Avsak pohyb hmotného bodu miize byt omezen. Omeze-
ni pohybu se nazyva vazba. Vazba je jista podminka, kterd zuZzuje moznost pohybu hmot-
ného bodu jen na urcitou plochu nebo kiivku. Matematicky se vazba vyjadiuje pravé rovnici
této plochy nebo kiivky. Je-li tedy pohyb hmotného bodu néjak omezen, naptiklad je silové
vazan k dal$imu bodu, pocet stupiii volnosti se zmensuje. Pohybuje-li se hmotny bod v rovi-
n¢, ma 2 stupné volnosti, pohybuje-li se po kiivce, ma 1 stupeii volnosti.

1.3 Draha, rychlost, zrychleni

Hmotny bod pfi svém pohybu spojité¢ méni svoji polohu. Tento jeho pohyb jsme charakterizo-
vali polohovym vektorem F , ur¢enym rovnicemi (1.3), nebo popsanym jedinou vektorovou
rovnici (1.2), kde parametrem je ¢as. Koncovy bod vektoru r opisuje kiivku, kterou nazyva-
me trajektorie pohybu. Délku trajektorie nazyvame draha pohybu hmotného bodu. Pii zmé-



né polohy hmotného bodu z P1 do P2 se zméni polohovy vektor o AF =1, —1;, obr. 1.2. Sku-
tecna délka trajektorie As, kterou hmotny bod mezi P1 a P2 urazi, neni vSak totozna s |AF|.
Plati

As > |AF| . (1.4)

Definujeme-li stfedni rychlost pomoci zmény polohového vektoru vztahem

Sl
=

A
= A—, (15)

—

je zteymé, Ze stanovena hodnota stfedni rychlosti nevystihuje skutecnost (s vyjimkou pfimoca-
rého pohybu, pro ktery plati S=|Af|). Budeme-li v8ak zmenSovat Casovy interval At

(obr. 1.3), bude se Ar svou velikosti ¢im dal vic blizit ke skute¢nému piirtistku délky drahy a
v limitnim pfiblizeni bude smér Ar totozny s te¢nou v daném bodé. Rychlost ¢ definovana
vztahem

m—=— (1.6)
se nazyva okamZita rychlost a je obecné funkei Casu, o =9(t). Jeji velikost je rovna derivaci

dréhy podle ¢asu a jeji smér je totozny se smérem tecny k trajektorii v daném bod¢. Fyzikalni
rozmér rychlosti je [v]=m-s™.

Obr. 1.3



Podobné¢ jako polohovy vektor 1, vztah (1.1), miZzeme i vektor okamzité rychlosti o rozepsat
do slozek

G=0,0+0,]+0,k. (1.7)
S pouzitim vztahu (1.1) a (1.6) lze jednotlivé slozky rychlosti vyjadfit jako

_dx _ dy _dz

UX—E, Uy—a, UZ—E.

(1.8)

Velikost vektoru © mizeme urcit z velikosti jeho slozek s pouzitim vztahu pro stanoveni ve-
likosti vektoru: [d]= /0% + 02 +07 .

Stfedni (primérné) zrychleni je podobné jako stfedni rychlost definované jako zména vektoru
okamzité rychlosti Av za Casovy interval At. Plati vztah

85_5,-3,

a=—-= : 1.9
At At (19)
OkamZité zrychleni a je definovano vztahem
3= lim 22 - 497 (1.10)
At—>0 At dt
a pro jeho slozky plati
2 dv 2 2
aX:de:d_;(; ay=—y=d—¥; aZ=de=d—zz. (111)
dt dt dt dt dt dt

Velikost vektoru okamzitého zrychleni & lze opét stanovit pomoci jeho slozek s pouzitim
vztahu pro velikost vektoru |a|=/a +a’ +a’ . Fyzikalni rozmér [a]=m-s.

Vektor a i jeho slozky mohou byt funkci ¢asu. Je tfeba poznamenat, Ze rychlost mize ménit
svou velikost nebo smér, anebo oboji. Ve vSech vyjmenovanych ptipadech bude hmotny bod
konat pohyb s nenulovym zrychlenim. Pfipad, kdy okamzita rychlost nebude ménit svoji veli-
kost, ale pouze smér, odpovida kiivocarému pohybu s konstantni velikosti rychlosti, naptiklad
rovnomérnému kruhovému pohybu. Ukdzeme, Ze takovému pohybu pfislusi nenulové, tzv.
dostredivé zrychleni.

1.4 Druhy pohybu

V ptedchozich vztazich jsme naznacili, jak ze zndmého pribéhu drahy hmotného bodu v za-
vislosti na ¢ase je mozné urcit jeho rychlost, pfipadné zrychleni. Zname-li naopak zrychleni
hmotného bodu, mizeme urcit rychlost, tvar a velikost trajektorie v kterémkoliv okamziku
pomoci integrace a s pouzitim pocateénich podminek, tj. udaji o pohybovém stavu télesa
v Case t; .
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Piimocary pohyb hmotného bodu

Pfi pifimocarém pohybu je trajektorii pohybu piimka, smér rychlosti i zrychleni nezavisi na
case. Muzeme vzdy zvolit soufadnicova soustavu tak, aby jedna osa (napf. osa X) splyvala s
trajektorii pohybu. Potom v této soustavé mizeme vyjadfit vektory F=(x,0,0),

v=(v,,0,0), a=(a,,0,0). S pouzitim vztahti (1.8) a (1.11) Ize zapsat zménu rychlosti a

polohy hmotného bodu pomoci relaci

do, =a,dt

1.12
dx =v,dt (1.12)

Provedenim integrace téchto rovnic dostaneme vztahy pro v, a X. Pfimocary pohyb hmotného
bodu miZzeme délit na

e pohyb rovnomérny piimocary,

a =0, v, =v,=konst., XIIUth+Cl =0 t+X, , (1.13)

kde X, je drdha hmotného bodu v Case t;,

e pohyb pfimocary rovnomérné zrychleny
1
a, =konst.,, v, = _[axdt +C, =at+v,, X= J'vxdt +C, =§axt2 +ot+X,  (1.14)

kde X, je draha a v, je velikost rychlosti hmotného bodu v ¢ase t,. (Podrobnéjsi ndvod k

urceni integracnich konstant z obecnych pocatecnich podminek lze nalézt v ptikladech na
konci kapitoly.)

Pohyb ptimocary rovnomérné zrychleny je napiiklad svisly vrh. Pohyb se kond ve sméru osy
Y s pocatecni rychlosti v,, kterd ma smér svisle nahoru. Za zrychleni dosadime tihové zrych-

leni & =-g . Znaménko (-) vyjadiuje, Ze § mifi proti sméru osy Y, ¢iselna hodnota g je na
povrchu Zemé pfiblizné rovna 9,81 m-s2.

e pohyb piimocary nerovnomérny a =|a] = konst.
Pfikladem nerovnomérného piimocarého pohybu je pohyb harmonicky, pii kterém a=a(t),

tj. a je funkci Casu.
Sikmy vrh

Stejny zpusob feSeni je mozné pouzit i pro obecny piipad, kdy objekt, napriklad projektil, je
vystielen do prostoru Sikmo vzhiiru v roving xy (obr. 1.4.) s pocate¢ni rychlosti v, .

11



Obr. 1.4

Rychlost v tomto pfipadé rozlozime do sméru osy X a y a namisto jedné rovnice (1.12) feSime
rovnice dvé. Okamzita rychlost ve sméru osy X bude rychlost rovnomérného pohybu a rych-
lost ve sméru osy Y bude jako v ptipadé svislého vrhu rychlost rovnomémné zrychleného po-
hybu se zrychlenim (-)g. Z obr. 1.4 vyplyvaji vztahy pro slozky rychlosti

v, =7,C08x, v, =1v,Sina—gt

t t
. 1
X:_([vxdt:votCOSa, y:.([vydt:votsma —Egt2 .

Kinematicky Sikmy vrh piedstavuje superpozici (sloZzeni) dvou jednoduchych pohybti: pohy-
bu rovnomérného ptimocarého ve sméru osy X a svislého vrhu ve sméru osy y. Jeho trajektorii
ve vakuu je ¢ast paraboly. Tento zavér o superpozici pohybi je mozné zobecnit pro jaky-

vvvvvv

Rovnice (1.12) az rovnice (1.14) jsou pouzitelné i pro pripady, kdy se jedna o obecny piimo-
¢ary pohyb v prostoru. V tomto piipad¢ feSime vzdy tii rovnice (pro jednotlivé slozky vekto-
) pro rychlost a drahu.

K¥ivocary pohyb hmotného bodu

Pti kiivoc¢arém pohybu je trajektorii obecna kiivka, smér rychlosti i zrychleni se méni v zavis-
losti na ¢ase. Pfikladem kiivo€arého pohybu je pohyb kruhovy.

Kruhovy pohyb

Hmotny bod pohybujici se po kruhové nebo témét kruhové draze se jako kinematicky pro-
blém vyskytuje pomérné Casto. Mlizeme se s nim setkat naptiklad pfi popisu pohybu druzice
kolem Zemé nebo 1 pohybu Zemé kolem Slunce. Z fyzikalniho hlediska piinasi zajimavé po-
znatky o kinematickych veli¢inach.

Predpokladejme, ze hmotny bod se pohybuje po kruznici s rychlosti konstantni velikosti.

Jedna se tedy o pohyb rovnomérny kruhovy. Vektor zrychleni pohybu vSak nebude nulovy,
protoze zrychleni, jak plyne z (1.10), je definovano jako ¢asova derivace vektoru rychlosti.
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Vektor rychlosti méni sviij smér podél kruhové drahy a této zméné sméru odpovida urcité
zrychleni. DokaZzeme, ze miii stale do stfedu kruZznice a mé konstantni velikost.

Na obr. 1.5 je znazornéna druZzice obihajici po kruhové draze kolem Zemé. Po kinematické
strance (nepatrame po divodech pohybu) druzice kona pohyb, slozeny z pohybu ve sméru
teCny k trajektorii s rychlosti v a zrychleného pohybu smérem do stfedu Zemé¢ se zrychlenim
a, které se pokusime stanovit. Na obr. 1.5 je znazornéna jak délka trajektorie rovnomérného
pohybu druzice z bodu P1 do bodu P2 ve sméru te¢ny, tak draha "padu" za ¢as t (oznacena
pismenem h). Jestlize ¢as t je dostate¢né maly, pak h je mnohem mensi nez polomér trajekto-
rie druzice r abody P, a P, lezi téméf na ptimce.

Obr. 1.5

Hodnotu h mizeme vypocitat z pravothlého trojuhelniku na obr. 1.5

(r+h)2 :(vt)2 +ri=r*+2hr+h*=0%*+r?

h(2r +h) =0

a po zanedbani ¢lenu h oproti 2r dostaneme vysledny vztah pro h

(1.15)

Formalné se tento vztah shoduje se vztahem pro drahu rovnomérné zrychleného pohybu

1 D .
(s= 2 at? ), jestlize polozime velikost zrychleni rovnu vyrazu

a=— . (1.16)
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Ukazeme, ze zrychleni mifi do stiedu dradhy. Tento druh zrychleni, dostredivé zrychleni,
vznikd pfi kazdém kruhovém pohybu s konstantni rychlosti i proménnou rychlosti. Na
obr. 1.6 je znazornén vektor rychlosti v hmotného bodu v bod¢ P1, ktery je kolmy k pravodi-
¢i r; hmotného bodu. Za kratky ¢asovy okamzik At zméni hmotny bod svoji polohu do bodu

P2 s polohovym vektorem r, a vektorem rychlosti v, . Jestlize ¢asovy interval bude velmi
kratky, bude |AF| téméf rovno délce oblouku As. Pro At — 0 se pfiblizi smér vektoru zmény
rychlosti Av =9, -7, sméru kolmému k vektoru rychlosti, coz je zaroven smér do stfedu
kruZnice.

Obr.16a Obr.16b

Z podobnosti trojuhelniki na obr. 1.6 a a 1.6 b mizeme psat pro ptirdstek thlu vztah

ag=25 1A%

Za vzdalenost AS mizeme dosadit AS = vAt a dostdvame

VAt |A_?7

r v

A* 2

|A—7: - UT , (1.17)

A e . .
kde A_Zt) v limitnim pfechodu pro At — 0 ma vyznam velikosti vektoru dostiedivého (nor-

malového) zrychleni.
Obecny kruhovy pohyb

Jestlize se hmotny bod P pohybuje po kruhové draze a velikost jeho rychlosti v se s Casem
méni (napiiklad se zrychluje), objevi se spolu s dosttedivym zrychlenim i teéné zrychleni &;
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o0 velikosti d—i} Okamzité zrychleni lze, jak vyplyva i z obr. 1.7, vyjadfit jako soucet vektort

te¢n¢ho a normalového zrychleni

§=H=§t+én. (1.18)
Pro velikosti zrychleni plati
_ do 0
a=lal=20 e =[El=— a=.a’+a’ . (1.19)
r
0 !
Obr. 1.7

e = e viv r

0=32 (1.20)

kde dp udava uhlovou zménu polohy privodi¢e hmotného bodu za ¢as dt.
Rozmér [w]=5"". Za thel ¢ mizeme do vztahu (1.20) dosadit pomoci délky s oblouku a po-

loméru r kruhové drahy.

w:i(szld—szf . (1.21)
dt\r rdt r

Vedle okamzitého zrychleni mtizeme pomoci tihlové rychlosti definovat tthlové zrychleni,
jehoz velikost stanovime z thlové rychlosti vztahem

(1.22)

Rozmér [¢] =52
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Veli¢inam uhlova rychlost a uhlové zrychleni musime stejné jako rychlosti o a zrychleni a
piifadit smér. Jsou to vektorové veli¢iny. Vzajemny vztah mezi 0, @, I je dan rovnici

D=mxT . (1.23)
Vektor tthlové rychlosti @ je kolmy na rovinu vektort ', 0.

Pro rovnomérny kruhovy pohyb definujeme obvykle jesté veliciny

e doba obéhu T
w=—, [T]:S, (1.24)

e frekvence f
f==, [f]=s‘1. (1.25)

Pokud zobecnime rovnice odvozené pro kruhovy pohyb na obecny kiivocary pohyb, miizeme
ho pak rozd¢lit na

e pohyb rovnomérny kiivocary

v =|0]| = v, =konst. ,v = konst ,

kde p je polomér kiivosti kiivky vyjadiujici trajektorii pohybu. Pro pfimku je o — o, a tedy
a, =0. Pro pfimocaré pohyby se proto mtize ménit jen velikost rychlosti, ne jeji smér.

e pohyb rovnomérné zrychleny kiivocary
a=|a=/a,|" +|a| =konst, &= konst.
v =|0] = konst. , 7 = konst.

Jestlize je i a=a(t) funkei Casu, jedna se o pohyb kiivocary nerovnomérné zrychleny.

1.5 Galileiovo pojeti pohybu

Jak jsme ukézali, pohyb hmotného bodu je vzdy vztazen k urcité referencni soustave. Jestlize
se hmotny bod soucasné¢ pohybuje viici dvéma objektiim s riznou velikosti a smérem rychlos-
ti (napf. druzice vzhledem k Zemi a Slunci), vznika otazka, ktery referencni systém je lepsi ¢i
spravngjsi.
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Ptredpokladejme pro jednoduchost souradnicovy systém oznacCeny jako S pevné spojeny se
Zemi (necarkovany) a druhy S’(Carkovany) pevné spojeny s hmotnym bodem, ktery se pohy-
buje konstantni rychlosti U v kladném sméru osy x (obr. 1.8) vzhledem k ptivodnimu systé-
mu. Jestlize v okamziku t = 0 byly pocatky obou soustav totozné, pak v kterémkoliv dalSim
okamziku plati pro polohu hmotného bodu P uréenou v systému S polohovym vektorem r

r=r'+at (1.26)
a pro jednotlivé slozky
X=X +| Ut
y=y' (1.27)
z=17
y y'
P

|

Obr. 1.8

Derivaci vztahu (1.26) mizeme dospét ke vztahu mezi rychlostmi hmotného bodu v systému
Sa S'. Plati, ze

5=7+0 . (1.28)

Hmotny bod se miize pohybovat zrychlené. Zménu rychlosti za urcity casovy interval At mi-
zeme obecné vyjadfit relaci

5+AD =7 +AT +U . (1.29)

S pouzitim vztahu pro skladani rychlosti (1.28) a s pouzitim defini¢niho vztahu pro okamzité
zrychleni dostaneme rovnost

a=4a (1.30)



ktera plati téZ pro vSechny slozky zrychleni.

Je dulezité si uvédomit, Ze vztah pro zrychleni plati za predpokladu, ze t = t’. Tento pfedpo-
klad je jednim ze zékladnich axioml Newtonovy klasické mechaniky. Transformacéni vztahy
(1.26), (1.27) a (1.28) jsou znamé jako Galileiova transformace soufadnic a Galileiiiv vztah
pro skladani rychlosti. Kromé téchto transformaci, které jsou pevné spjaty s klasickou me-
chanikou, existuje jesté Lorentzova transformace soufadnic a z nich vyplyvajici zcela jiny
vztah pro skladani rychlosti. Lorentzova transformace a z ni vyplyvajici dasledky se uplatiuji,
jestlize se jeden systém vzhledem k druhému pohybuje rychlosti blizici se k rychlosti svétla

(3-10° m-s™).

Podle Galileiova kinematického principu relativity plati, jestlize méfeni ¢asu neni ovliviiova-
no pohybem (tj. €as je absolutni), ze zrychleni hmotného bodu vzhledem ke vsem referené¢nim
systémim pohybujicim se vzhledem k sobé rovnomérné ptimocare je co do velikosti i sméru
stejné. Takové soustavy nazyvame setrvacné (inercialni) a tyto soustavy maji zésadni vy-
znam v Newtonové klasické mechanice.

1.6 Priklady ke kap. 1

Priklad 1.1
Kule¢nikova koule, kterou povazujeme za hmotny bod, se pohybuje v roviné Xy. Slozky jeji
rychlosti jsou popsany nésledujicimi vyrazy: o, (t)=1t*—4t-5, v, (t)=6t+1 a jsou
Vv jednotkach SI soustavy.
Vypocitejte:

a) rychlost koule v ¢ase t =10 s,

b) zrychleni koule v ¢aset=10s,

c) zavislost polohy koule na Case,

d) polohu koule v ¢aset=1s.

ReSeni:
a) Po dosazeni ¢asu do vztahi pro v, (t) awv, (t) dostaneme
v, =100-40-5=55m-s™, v, =60+1=61m s

a pro celkovou velikost rychlosti ze vztahu v = \/vﬁ +v; = \J55% +61> =82,13m-s ™.

d
b) Pro velikosti slozek zrychleni plati vztahy a,(t) = dzf["

2-a, am)y="2_p p

= — y a = = . 0
Y dt

dosazeni ¢asu t = 10s, je a, =16m-s™, a,=6m-s™ a velikost celkového zrychleni

v ¢ase 10s je a:\/af+a§ =16%+67 =17,1m-s?.

3
C) Soutadnice polohy koule lze vypocitat ze vztahd X(t)= I v dt =t§— 2t -5t +C,,

y(t) = Ivydt =3t* +t+C,, kde konstanty C1, C2 uréime z pocatecnich podminek. Jest-

lize nejsou piimo zadany, predpokladame, ze se koule nachézela v Case
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t=0s v pogatku soufadnic, volime tedy x(0)=0m, y(0)=0m. Po dosazeni ziska-
me hodnoty C1 = C2=0.

d) V Caset=1sje X:%—Z—Sz —2—3? m, y=3+1=4m, vzdalenost od po¢atku soutad-

2
nic r=x*+y? = (_—goj +42=7,77Tm.

Piiklad 1.2
Kolo o poloméru R=15cm se rozta¢i zklidu rovnomérné zrychlené se zrychlenim
e=ms?.
Vypocitejte:
a) uhlovou rychlost @ pohybu kola,
b) dostredivé zrychleni v ¢ase t =45,

C) te¢né zrychleni t=4s,
d) celkové zrychlenit =4s.

Reseni:
a) Z definice thlového zrychleni ¢ T muzeme stanovit Uhlovou rychlost pomoci

vztahu o = js dt = st + @, , kde @, =0s™, protoZe pocatecni thlova rychlost byla nu-

lova. V ase t=4s je w=x-4=12,565".
2

b)  Dostiedivé zrychleni je a, = % —Ro? =15-102-12,567 = 23,66 M -5 2.
c) Pro te¢né zrychleni plati a, = % _d (:tw) =Re=15-10%-7=0,47m-s”.

d) Celkové zrychleni v ¢ase t =4s je a=./a’+a’ =+/23,66°+0,47° =23,66 m-s7>.
n T &

Piiklad 1.3
Hmotny bod se pohybuje po kruznici s polomérem R =0,2 ms konstantnim te¢nym zrychle-
nim. Na poc¢atku byl hmotny bod v klidu, na konci druhé otacky ma jeho obvodova rychlost
velikost v=0,15m-s*.
Vypocitejte:

a) Cas potiebny pro dosaZeni této rychlosti,

b) velikost te¢ného a normalového zrychleni v tomto okamziku,

c) velikost celkového zrychleni.

ReSeni:
a) Pohyb hmotného bodu po kruznici je pohybem rovnomérné zrychlenym s nulovou
pocatecni rychlosti. Pro tento pohyb plati vztahy
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b)

1 , ) . 2s ,
S=Eatt2, v=at. Upravou rovnic dostaneme vztah pro ¢as, t=—. Dosazenim
v

2-47R  2-4r-0,2
v 0,15

hodnot po 2 otackach t = =33,51s.

Tecné zrychleni pro pfipad rovnomérné zrychleného kruhového pohybu vypocteme ze
vztahu a, = Av_015 . 4,48-10° m-s.
At 33,51

v’ 0,15°

Pro normalové zrychleni plati a, :E 0.2 =0,113m-s™, hodnota je vypoctena

pro Cas 33,51 s.
Celkové zrychleni a=/a? +a =4/0,113° +0,00448” =0,113m-s .

Priklad 1.4

Z rozhledny o vysce 85 m byl svisle dold hozen kamen hmotnosti 2 kg tak, Ze jeho rychlost
po 2 sekundich byla 30 m-s™,

Vypocitejte:

a) rychlost kamene v ¢aset=3s,
b) pocatecni rychlost kamene,
¢) vzdalenost kamene od zem¢ v Case t = 3 S.

ReSeni:

a)

b)

Pohyb kamene mizeme povazovat za rovnomérné zrychleny pohyb hmotného bodu,
ktery se d&je pouze v jednom sméru s velikosti zrychleni a=g, kde g=9,81m-s™ je
velikost tihového zrychleni. Referenéni soufadnicovy systém zvolime tak, Ze orientace
0sy y souhlasi se smérem pohybu kamene a pocatek je v misté, kde byl kamen hozen.
Soufadnicovy systém by bylo mozné volit naptiklad i tak, ze pocatek by byl umistén
na povrchu Zemé, na misté dopadu kamene a kladny smér osy y by smétoval vzhiru.
V nédmi zvoleném soufadnicovém systému plati a, =a=g. K ur€eni rychlosti pouZi-

do
: _do, , L . _ B
jeme vztah a, TS a po nasledn¢ integraci dostaneme vztah v, —jaydt =gt+C,,

kde Ci uréime z pocatecni podminky, tj. znamé rychlosti v jakémkoliv okamziku. Do-
sazenim zadané rychlosti vt=2s, ¢asu t=2s a hodnoty zrychleni g=9,81m-.s™
obdrzime relaci 30=2-9,81+C,, C, =10,38 m-s~. Pro okamZitou rychlost pohybu
Ize pak psat obecny vztah v, =gt+C,. Rychlost v ase t =3 s urtime dosazenim do
obecného vztahu v, (3) =3.9,81+10,38=39,81m-s*.

Pocatecni rychlost kamene ziskdme dosazenim casu t=0s do obecného vztahu pro
rychlost v, (0)=0-9,81+10,38=10,38 m-s™. Podle obvyklého znadeni lze psat

v,=0,(0)=C,.
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dy

Pro urCeni vzdalenosti kamene od zem¢ vypocteme drahu v Case t = 3 s. Plati v, = —

dt
a integraci y= Ivydt = j(gt +1, ) dt = % gt’ +u,t +C,, kde integra¢ni konstantu opét

ur¢ime z pocate¢ni podminky. V tomto piipadé je znama poloha hmotného bodu
v okamziku t = 0's a je totozna s poc¢atkem soufadnic, y(O) =0m. Dosazenim poca-
tecni podminky dostaneme vztah pro konstantu Ca. Plati

y(O):O:%-9,81-02+10,38-O+C2,Cz:O. Pro ¢as t=3s obdrzime relaci

y(3) =%-9,81-32 +10,38-3=75,29 m. Vzdalenost kamene od povrchu Zemé v dase
t = 3 s oznacime h a plati pro ni h=85-75,29=9,71m.

Pokud zvolime referencni soutfadnicovy systém spojeny s povrchem Zemé¢, zméni se vztahy
nasledujicim zptisobem:

a)

b)

a,=a=-g (zrychleni ma smér proti orientaci osy y)

v, = f(—g)dt =—gt+C,

~30=-2-9,81+C,, C,=-10,38m-s™

v, (3) =-3.9,81-10,38=-39,81m-s™

v,(0)=-0-9,81-10,38=-10,38m-s™  (pocatecni rychlost ma smér proti orienta-
ciosyy)

v,dt = [ (~gt+o, )dt =—%gt2 +o,t+C,
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2. Dynamika hmotného bodu

2.1 Newtonovy zikony

V ptedchozi kapitole vénované kinematice hmotného bodu se nase uvahy zaméfily na popis
pohybu hmotného bodu pomoci kinematickych veli¢in: draha, rychlost, zrychleni. Na rozdil
od kinematiky, zdkladnim pojmem Newtonovy dynamiky je sila.

Newton formuloval tii zékladni zdkony mechaniky.

1. Téleso setrvava v klidu nebo v pohybu rovhomérném piimocarém, dokud neni
prinuceno tento stav zménit plisobenim jiného télesa.

2. Zrychleni pohybu télesa (hmotného bodu) je pfimo imérné pisobici sile a ne-
primo imérné jeho hmotnosti.

3. Kazdé akci prislusi stejné velka a opa¢na reakce.

2.2 Zakon setrvacénosti

Prvni Newtonlv zdkon, nazyvany Casto zakon setrvaénosti, definuje pfi¢inu zmény pohybo-
vého stavu hmotného bodu. Za zdroj silového plisobeni je podle Newtona povazovéano jiné
téleso. Zakon setrvacnosti plati pouze pro izolované téleso. To znamend, Ze pouze téleso, na
které okoli silové neplisobi, bude setrvavat v rovnomérném piimoc€arém pohybu, jestlize jiz
do néj bylo uvedeno.

Referencni systém, v kterém plati princip setrvacnosti, se nazyva setrvaény, inercialni
(odst. 1.5). Soustava pevné spojena se Zemi neni piesné inercialni soustava. Je to disledek jak
jeji rotace kolem vlastni osy, tak pohybu kolem Slunce. VétSinu problémt pohybu téles na
zemském povrchu vSak miiZzeme piesto fesit v referencnim systému pevné spojeném se Zemi
jako v systému inercidlnim a nedopustime se podstatné chyby.

Schopnost téles branit se zméne pohybového stavu oznacujeme jako setrvacnost télesa. Jako
miru setrvacnosti (abychom mohli tuto vlastnost téles kvantitativné srovnavat) Newton navrhl
hmotnost télesa. Svymi experimenty dokazal, Ze mira setrvacnosti urcitého télesa je imérna
jeho tize. Hmotnosti dvou latkové odlisSnych téles mizeme porovnavat vazenim. Jednotkou
hmotnosti je 1kg.

2.3 Zakon sily

Druhy Newtontiv zakon lze zapsat vektorovou rovnici

F=mi, (2.1)
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kterou lze rozepsat jako tfi rovnice pro jednotlivé slozky sily a zrychleni. Sila je vektorova
veli¢ina, je uréena velikosti a smérem. Rozmér sily je [F] = kg-m-s™. Jednotkou sily je 1 N
(newton).

Hmotnost, jak jsme uvedli v odst. 2.2, je mirou setrva¢nosti hmotného bodu a v ramci klasic-
ké mechaniky pro v < ¢, kde c je rychlost svétla ve vakuu, nezavisi na rychlosti.
Zavedeme-li dalsi veli¢inu charakterizujici pohybovy stav télesa, hybnost, vztahem

p=mo , (2.2)
potom Ize druhy Newtoniiv zakon piepsat do tvaru

do d dp

F=mi=m—=—(md)=— . 2.
ma mdt dt(mv) " (2.3)

Tento vztah mizeme formulovat slovy: Casova zména hybnosti hmotného bodu je rovna
sile, ktera na néj pisobi.

Casové ucinky sily charakterizuje veli¢ina nazvana impulz sily

t
I = j Fdt |, (2.4)
4

kde pfi integraci predpokladame ptsobeni sily v intervalu At =t, —t,.

Veli¢ina impulz se uplatiiuje zejména tehdy, chceme-li vystihnout Gc€inek sily pisobici kratky
asovy okamzik. Casto je tato sila F = If(t) v ¢ase proménna. Dosadime-li do vztahu (2.4) za
silu F ze vztahu (2.3), dostaneme

t
| Fdt =ma, -ma, = p,— p, . (2.5)

|1

Casové piisobeni sily se projevi zménou hybnosti hmotného bodu.

2.4 Princip akce a reakce

Tteti Newtonliv zakon fesi problém interakce mezi télesy. Vystihuje skutecnost, Ze sily se
vyskytuji v parech. Rikd, Ze: plsobi-li téleso 1 o hmotnosti m, na téleso 2 o hmotnosti m,

silou F,,, pak téleso 2 piisobi na t&leso 1 silou F,, a plati vztah
lflz =-F . (2.6)

Vysloveny princip nelze vzdy jednoduse ovéfit, plati v jednoduchém tvaru jen tehdy, jde-li 0
zcela izolovana télesa, kterd nejsou silové ovlivnéna okolim. Pro dva izolované pohybujici se
hmotné body mizeme dosadit do vztahu (2.6) pomoci (2.3)
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bodt
=~ do
F. = 2
21 2 dt
do do, d - -
O:mld—tl Zd—tzza(mlvl'FmZUZ)
= Mo, + m, v, =konst . (2.7)

Soucet hybnosti dvou izolovanych hmotnych bodl zistava v ¢ase konstantni (velikost i smér).
To je znéni zakona zachovani hybnosti.

Zéakon akce a reakce v Newtonové pojeti predpokladdal pouze okamzité piisobeni sily mezi
dvéma télesy. V ptipadé dvou vzdalenych téles (napf. Zemé a Slunce) tento predpoklad ziej-
mé piestava platit. Moderni pohled na vzajemnou interakci takovych dvou téles pouziva pred-
stavy silového pole, vytvareného télesy ve svém okoli.

2.5 Aplikace Newtonovych zikonu

Newtontv druhy zdkon umoziuje, jak ukazeme v tomto odstavci, ze zndmé sily a pocatecnich
podminek stanovit rychlost hmotného bodu a trajektorii v kterémkoliv okamziku. Pohyb
hmotného bodu je tak jednoznatné uréen. Rikdme, ze newtonovska klasickd mechanika je
deterministicka. Ma vsSak jistd omezeni platnosti, kterd se tykaji pfedevsim mikroobjekt, pro
néz souradnice a hybnost piestavaji byt dobrymi parametry. Problematiku této oblasti fesi
kvantova mechanika, jejiz popis mikroobjektii je zaloZen na zcela jiném, pravdépodobnostnim
principu. Dalsi omezeni klasické mechaniky predstavuji problémy spojené s pohybem téles
rychlosti blizici se k rychlosti svétla ve vakuu. Pro takové ptipady je tfeba pouzit Einsteinovy
teorie relativity a z ni vyplyvajicich zavéri relativistické mechaniky.

Newtonovy zakony lze aplikovat dvojim zplisobem:

1. Na zéklad¢ znalosti v§ech puasobicich sil na hmotny bod 1ze stanovit rychlost a posléze
drahu hmotného bodu v zavislosti na ¢ase. Zname-li silu ptisobici na hmotny bod, mii-
zeme sestavit rovnici ve tvaru druhého Newtonova zakona, vztah (2.1)

F=ma .
Tato rovnice s konkrétn¢ vyjadienou silou predstavuje pohybovou rovnici, ktera ur-
¢uje pohyb hmotného bodu. Jestlize vyjadiime a pomoci ¢asové zmény rychlosti a tu

pomoci zmény polohového vektoru, dostdvame jednu diferencidlni rovnici druhého
tadu pro F(t) ve tvaru

AL S (2.8)
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nebo tfi rovnice pro slozky X, Y, z . Pfi provadéni integrace pottebné ke stanoveni F(t)
je tieba urcit dvé integracni konstanty pomoci pocateCnich podminek, tj. pocatecni
rychlosti a polohy. Po vyfeseni rovnice (2.8) je mozné urc¢it polohu hmotného bodu v
kterémkoliv okamziku.

2. Ze znamé hmotnosti a polohy jako funkce F = F(t) hmotného bodu urcit vngjsi silu,
ktera zpiisobuje pohyb hmotného bodu.

Pohybova rovnice pro harmonicky pohyb

Piedpokladejme, ze hmotny bod (kostka) hmotnosti m je spojeny s pruzinou. Na prvnim ob-
razku (obr. 2.1) je pruzina napindna tak, ze kostku tdhneme vpravo. Pruzina, podle zdkona
akce a reakce, se snazi obnovit nenapjaty stav a tdhne kostku doleva. Ten je zndzornén na
dal§im obrazku. Na tfetim obrazku je znazornéna opacnd situace, pruzinu stlacujeme vnéjsi
silou doleva, a pruzina vratnou silou piisobi smérem doprava. Vysledkem silového plisobeni
je kmitavy pohyb hmotného bodu ve sméru osy Y.

Na obr. 2.1 je sila F vratn sila pruziny, Y je okamzitd vychylka hmotného bodu. Za pocatek
je zvolen stfed kostky v nenapjatém stavu pruziny.

=
Il
oo

V

F>0
| | - o

Jestlize se omezime na malé vychylky hmotného bodu a zanedbame odpor prostiedi, ptsobi
na hmotny bod pouze vratna sila F pruziny, ktera souvisi s vychylkou y vztahem

F=—ky , (2.9)

kde k je kladna konstanta, ktera je zaroven charakteristickou konstantou pruziny. Nazyva se
tuhost pruZziny a zavisi zejména na materialu, z kterého je pruzina vyrobena.
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Vztah (2.9) pro silu vyplyva z platnosti Hookova zdkona. Znaménko (—) ve vztahu vyjadiuje,
ze sila pruziny je v kazdém okamziku namifena proti vychylce hmotného bodu.

Dosadime-li vztah (2.9) do 2. Newtonova zakona, ziskaime pohybovou rovnici pro vysetfova-
ny piipad pohybu hmotného bodu. Pro velikost sily ve sméru osy Y plati vztah

2
ma:m%:—ky , (2.10)
kterou mizeme prepsat do tvaru
d’y k

Jestlize vyfeSime tuto diferencidlni rovnici a pouzijeme pocate¢ni podminku, ze v ¢ase t =0
ma hmotny bod vychylku y = A a velikost rychlosti v =0, dostaneme vztah pro okamzitou

vychylku y hmotného bodu
y = Acos fkt .
m

Vztah, ktery jsme obdrzeli pro pohyb hmotného bodu, odpovidd harmonickému kmitavému
pohybu. O spravnosti vztahu je mozné se piesvéd¢it dosazenim do puvodni diferencilni rov-
nice (2.11).

Stejné tak je feSenim rovnice (2.11) i funkce sinus, o které plati, Ze je posunuta oproti funkci

cosinus o 3 Zvolime zéapis okamzité vychylky hmotného bodu ve tvaru

y:Asin[\/%H(po] , (2.12)

kde v zavorce jsme ptipojili fazové posunuti ¢, , které respektuje obecné zadani pocatenich
podminek. A je maximalni vychylka, nazyvana amplituda vychylky. Funkce (2.12) rovnéz
vyhovuje ptivodni diferencialni rovnici (2.11).

Zavedeme-li dobu kmitu T (dobu, ktera je potfebna k tomu, aby se hmotny bod z vychylky A

. ‘o 1 . .
dostal do vychylky — A a znovu se vratil do A), frekvenci kmita f = T a uhlovou frekvenci

w=2xf , mizeme vztah (2.12) piepsat do tvaru
y=Asin(ot+g,) . (2.13)

Vztah (2.13) udava okamzitou vychylku hmotného bodu pti harmonickém kmitavém pohybu.

Porovnanim vztaht (2.12) a (2.13) vidime, ze @ = \/E . Grafické znazornéni prabéhu vychyl-
m

Ky, rychlosti a zrychleni na ¢ase pro nenulovou hodnotu fazového posunuti je na obr. 2.2.
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Obr. 2.2

Objekt vykonavajici kmity (hmotny bod, téleso) se Casto nazyva oscilator. Je-li vychylka
popsana vztahem (2.13), jedna se o harmonicky oscilator a @ je vlastni uhlova frekvence
oscilatoru. Charakteristickou konstantou pruziny je tuhost k.

Tlumené kmitani

Harmonické kmitani popsané pohybovou rovnici (2.11) by bylo mozné realizovat pouze ve
vakuu a jeSté bychom museli zanedbat vnitini tieni v materidlu pruZiny. Pfi kmitani ve vzdu-
chu nebo jiném prostiedi se kmity tlumi. O odporu prostfedi mizeme piedpokladat, ze je
umeérny velikosti rychlosti hmotného bodu v, a mifi proti ni. K sile F piistupuje tedy sila

odporu prosttedi a pohybova rovnice (2.11) se zméni na tvar

d?y dy
ma=m—=-ky-B—= |, 2.14
dt? Y dt (214)

kde druhy ¢len na pravé strané rovnice je sila odporu prostiedi, B >0. Rovnici mizeme
upravit do tvaru

d’y o dy
—+2b—=+wy=0, 2.15
dt? at (2.15)
B .
konstanta b = PT™ se nazyva konstanta Gtlumu. ReSeni rovnice (2.15) pro malé hodnoty b

ma tvar
y=Ae"sin(at+g¢,) , (2.16)
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kde o, je uhlova frekvence tlumenych kmitt.

Vztah (2.16) popisuje okamzitou vychylku tlumenych kmitd, které jsou charakterizovany
zmens$ujici se amplitudou kmitd. Amplituda vychylky tlumenych kmitd se zmensuje tim rych-
leji, ¢im vétsi je konstanta Gtlumu. Pfi velkém tlumeni vychyleny oscilator jiz periodicky ne-
prochazi rovnovaznou polohou. Takovému pohybu fikame aperiodicky pohyb. Znazornéni
tlumeného a aperiodického kmitavého pohybu jsou na obr. 2.3 a, b.

N ANAN N r
VAR

Obr.2.3a Obr.2.3b

2.6 Pohyb v neinercialni soustavé

V odstavci 1.5 jsme se zabyvali ptipadem, kdy se ¢arkovana soustava pohybovala vzhledem
k nec¢arkované rychlosti konstantni co do velikosti i sméru. Zrychleni hmotného bodu zista-
valo v obou soustavach stejné. Takové soustavy jsme nazvali inercialni.

Pohybové rovnice Newtonovy mechaniky neméni pri prechodu z jedné inercialni sousta-
vy do druhé sviij tvar. Rikame, Ze jsou vuci Galileiové transformaci invariantni.

Kona-li ¢arkovana soustava, obr. 1.8, vuci inercidlni soustavé (ne¢arkované), nerovnomérny
pohyb, zlistavaji transformacni rovnice (1.26) az (1.28) v platnosti az na to, ze rychlost U jiz
neni konstantni.

Pro okamzité zrychleni v pohybujici se soustavé dostaneme vztah

d=d-4, (2.17)

kde &, je zrychleni odpovidajici zrychlenému pohybu carkované soustavy (pohybujici se
zrychlenym pohybem) vzhledem k pevné, necarkované. Nazyvame jej unasSivé zrychleni.
Rovnici (2.17) muzeme zapsat také jako tii slozkové skalarni rovnice. Jestlize vyndsobime
rovnici (2.17) hmotnosti m hmotného bodu, dostaneme pohybovou rovnici pro pohyb hmot-
ného bodu v ¢arkované soustaveé. Ma tvar

ma’ =ma —ma,

a pouzijeme-li vyjadieni 2. Newtonova zakonu pro silu, miizeme psat rovnici

F =F+F". (2.18)
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Vidime, Ze v pohybujici se Sarkované soustavé se objevila navic sila F*. Tato sila pisobi
proti sméru zrychleni hmotného bodu, protoze F*=-md, je sila zdanliva. Obvykle ji nazy-
vame setrvaéna sila. Carkovana soustava jiz neni inercialni soustava, protoze piisobici sila
F se zménila, F' neni totozna s F .

Setrvacnou silu pozorujeme napiiklad pii rozjizdéni nebo brzdéni automobilu. Pii brzdéni nés
setrvacna sila naklani doptedu, pti rozjizdéni nés tlaci do opéradla. Pfi svislém pohybu vytahu
se tato sila sklada s tihovou silou ptisobici na téleso.

Pohyb v otacivé soustavé

Obr. 2.4

V odst. 2.2 jsme upozornili, Ze soufadnicovd soustava pevné spojend se Zemi neni piesné
inercialni soustava. Pfedpokladejme, Ze budeme fesit pohyb hmotného bodu v takové neiner-
cidlni soustavé, ktera se vici jiné soustave, inercidlni, otaci kolem pevné osy s tthlovou rych-
losti @ . Inercialni soustavu budeme oznacovat jako nec¢arkovanou, rotujici jako ¢arkovanou.
Pocatky obou soustav 0, 0 jsou shodné. Shodné jsou 1 osy Y = Y obou soustav a osa Yy je zaro-
ven osou otaceni carkované soustavy.

Okamzitou polohu hmotného bodu (obr. 2.4) popiseme v souradnicovych soustavach pomoci
polohovych vektort, které jsou, jak vyplyva z obrazku, shodné. Plati relace

F=r . (2.19)
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Jestlize se hmotny bod pohybuje, pak mezi jeho rychlosti v necarkované a v carkované sou-
fadnicové soustavé plati vztah
v=0"+U, (2.20)

kde U muzeme vyjadiit vztahem:
U=axr . (2.21)

Vypocteme-li pomoci (2.18) zrychleni v otacivé soustave, zjistime, ze je jiné nez zrychleni v
necarkované inercidlni soustave, a pro silu plati:

F'=mad'=ma+F +F. +F, . (2.22)

V &arkované soustaveé se objevily dalsi tfi sily, které nazyvame zdanlivé sily. Prvni sila vy-
mizi, jestlize @ =konst, druha sila je Coriolisova sila. Uplatiiuje se v ptipadech, kdy rych-
lost hmotného bodu %' mé jiny smér neZ thlova rychlost otadeni @ (F, ~—2@x3'). Tieti
zdanliva sila je silou odstfedivou. Dlsledkem existence téchto tii sil, zejména druhé a treti, je
ovlivnéni riznych déji na povrchu Zemé. Pomoci Coriolisovy sily 1ze naptiklad vysvétlit,
pro¢ cyklony na severni polokouli se to¢i proti sméru hodinovych rucicek a na jizni polokouli
opacné, proc je jeden bieh feky vice podemlety nez druhy atd.

Neinercialni vztaznou soustavu muzeme spojit obecné s libovolnym télesem, které kona ne-
rovnomérny nebo kiivocary pohyb. Zdanlivé sily na nas tedy pusobi napi. v metru, vlaku,
ktery se rozjizdi (resp. brzdi), v automobilu, ktery prave projizdi zatackou, nebo na kolotoci.

2.7 Prace a energie

Pusobi-li na pohybujici se hmotny bod, ktery vykona elementarni posunuti ds, sila F, je pra-
ce dA vykonana silou F podél této elementarni trajektorie rovna skalarnimu soucinu vektoru
sily a zmény polohového vektoru dr odpovidajicimu posunuti ds.

dA=F.dr . (2.23)

Obr. 2.5
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Prace vykonana podél drahy hmotného bodu z bodu P1 do bodu P2, obr. 2.5, je
P2 PZ
A:jﬁ-df:dercos(p. (2.24)

Pl Pl
Rozmér prace [A] = kg'm?s2. Prace je skaldrni veli¢ina, jednotkou prace je 1 J (joule).

Hodnota integralu (2.24) a tedy vykonana prace obecné zavisi na trajektorii pohybu, tj. na
cesté, po které se hmotny bod piremistuje. Prace se nekona, jestlize vektor sily je kolmy na
smér vektoru dr . Prikladem je dostfediva sila, ktera ma vzdy smér normaly k trajektorii, a
proto praci nekona.

Zvlastni typ sily je sila konzervativni. Pro praci vykonanou po uzaviené kiivce | konzerva-
tivni silou F plati vztah

$F-dr=0. (2.25)

Rovnice (2.25) popisuje skutecnost, ze prace A konzervativnich sil zavisi pouze na pocatecni
a koncové poloze pfemistovaného hmotného bodu, a nikoliv na tvaru trajektorie. Konzerva-
tivni silou je napf. sila gravitaéni.

Podle 2. Newtonova zakona, pasobi-li na hmotny bod sila, dochazi ke zméné pohybového
stavu. Proto dalS§im krokem je najit souvislost mezi vykonanou praci, zménou polohy hmot-
ného bodu a tomu odpovidajici zménou rychlosti pohybu.

Hmotny bod se pohybuje z bodu P1 do bodu P2, obr. 2.5, a zméni pfitom svoji rychlost z v, na

B, . Prace, ktera se po této draze silou F vykona, je

R, R Oy g % %
A=[F.dr=m @-drzmj d—r-dz?:mj g-do=m| vdv:lmvg—lmvf . (2.26)
R R dt 0 t 0 0 2 2

1 . o . .
Vztah 3 mov® je znamy vyraz pro kinetickou energii hmotného bodu. Prace A je rovna piirtst-

ku kinetické energie hmotného bodu. Je-li velikost rychlosti v, vétsi nez v, pak vykonana
préace je A > 0, kineticka energie se zvétsila.

2.8 Gravitacni pole

Libovolna dvé télesa na sebe plsobi vzajemnou piitazlivou silou. Zemée k sobé pftitahuje
predméty, Slunce piitahuje planety apod. Silu, kterou na sebe piisobi dvé hmotna télesa, na-
zyvame gravitaéni sila. Prostoru, v némz se projevuji gravitacni silové ucinky, fikaime gravi-
tacni pole. Newton odvodil z Keplerovych zakont, popisujicich pohyb planet, obecny zakon
pro silu, kterou se pfitahuji dva hmotné body. Newtoniv gravita¢ni zékon fika:
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Kazdé dva hmotné body se pritahuji silou, ktera je primo imérna soucinu jejich hmot-
nosti a neprimo imérna ¢tverci jejich vzdalenosti.

Pro gravitacni silu Ifg , kterou pasobi hmotny bod o hmotnosti m1 na hmotny bod o hmotnosti

m2 ve vzdalenosti I tedy plati vztah

2T, (2.27)

kde 1) je jednotkovy vektor ve sméru spojnice od hmotného bodu hmotnosti m1 k hmotnému

bodu o hmotnosti mz2. Konstanta x se nazyva gravitaéni konstanta a jeji hodnota je
K= 6,67-1011 N-m?-kg™.

Obr. 2.6

Vztah (2.27) mizeme pouzit nejen pro dva hmotné body nebo dvé télesa, ktera mizeme za
dva hmotné body povazovat. Lze ho zapsat i pro dvé homogenni koule, jejichz stiedy jsou
vzdaleny o r (obr. 2.6).

Pole gravitacni sily Ifg charakterizujeme dalsi veli¢inou, intenzitou gravita¢niho pole K.

Intenzita gravitacniho pole v daném bodé¢ je vektor, jehoz velikost je stanovena jako podil
gravitacni sily, ktera v tomto bod¢é ptisobi na hmotny bod a hmotnosti tohoto bodu m. Plati

. F
K=-9 . (2.28)

3

Rozmér intenzity gravitaéniho pole je [K] = m-s2 Jednotka intenzity gravitaéniho pole je
N-kgt.

Intenzitu gravitacniho pole miiZzeme také definovat jako silu, kterou plsobi pole v daném mis-
t€ na téleso o hmotnosti 1 kg.

Gravitacni pole je, jak ukazeme pozdéji, pole konzervativni (odst. 2.8). Obecné pro konzerva-
tivni silu F miZeme zavést potencialni energii Wp. Potencialni energie Wp urcitém bodé je

prace, kterou vykona vnégjsi sila F’ (stejné velka jako sila F , ale opacného smeéru) pfi piena-
Seni hmotného bodu o hmotnosti m z bodu P1 (jeho polohu udava polohovy vektor r;) do bo-

du P2 (jeho polohu udava polohovy vektor T, ). Protoze F'=—F, miZeme psat relaci

W :jﬁ'-drz—jﬁ-dr. (2.29)
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Znaménko (—) ve vyrazu pro potenciadlni energii znamena, ze prace vykonana konzervativni
silou pole zmenSuje potencidlni energii (zaroven se zvétSuje kinetickd energie) a v kazdém
bodé je jejich soucet konstantni. Rikame, Ze energie se konzervuje.

Vztah pro potencialni energii (2.29) urCuje pouze zménu potencidlni energie pii premisténi
hmotného bodu. Proto udavame potencialni energii vztazenou vzdy k n¢jakému bodu, nebo
mnozin¢ bodl se stejnou potencialni energii. Hladinu W =0 midZeme volit napf.

v nekonecnu, nebo na zemském povrchu.

Podobné jako intenzitu pole definujeme skalarni funkci U= U (F) vztahem
W
u=—"-, (2.30)

kde U=U (F) se nazyva potencial gravitaéniho pole. Jednotka potencialu je J-kg™.
Na zékladé vztaht (2.28) — (2.30) mizeme vyjadiit vektory K a F relacemi

X oy oz
Vlastnosti pole konzervativni sily mtizeme zobecnit v nasledujicich vyrocich. Toto pole je

e stacionarni tj. s dasem se neméni, F = F (F) (pro gravitaéni pole plyne z (2.27)),

e potencialové tj. mizeme zavést skalarni veliCiny potencialni energie a potencial.

Na povrchu Zemé¢ predstavuje gravitacni sila podstatnou ¢ast tihového pole Zemé. V tihové
sile je vSak jeSté¢ obsaZzena odstfedivad sila zplsobena rotaci Zemé. Velikost odstfedivého
zrychleni je ale zhruba 300-krat men$i nez velikost gravitacniho zrychleni (na rovniku

a, =0,0034 m-s?), proto ho mizeme ve vétsing piipadii zanedbat. Potom miizeme srovna-

nim (2.28) se zakonem sily zjistit, ze plati

_ F
K=—=g.

3

Vektor intenzity gravitaéniho pole Zemé se tedy pfiblizné rovna vektoru tihového zrychle-
ni g.
2.9 Kineticka a potencidlni energie v tihovém poli

Ukazme nyni, Ze tihové pole je konzervativni, tedy Ze plati qS Ifg -dr =0. Predpokladejme, ze
|

hmotny bod se pohybuje v tithovém poli Zemé (v blizkosti Zem¢) kiivocarym pohybem
(obr. 2.7).
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Obr. 2.7

Prace vykonana tihovou silou na elementarni draze dr je dA a celkova prace A po draze s z
bodu P1 do bodu P2 je

P2
A= mgjdr cosge , (2.31)

R

kde ¢ je thel, ktery sviraji vektory dr a tihova sila mg.
Pro tento piipad plati, ze velikost

drcosep=-dh , (2.32)
kde — dh je zména vysky hmotného bodu. Znaménko minus oznacuje ubytek vysky.

Podél drahy hmotného bodu se sice méni uhel ¢, ale stale plati vztah (2.32). Celkova prace
vykonana tihovou silou po draze mezi body P1a P2 je

A=mg(h -h,), (2.33)

kde h, —h, je celkova zména vysky castice (zména y-ové soutfadnice). Rychlost Castice se
zméni z plivodni 7, (v bodé P1) na rychlost 0, (v bodé P2). Podle (2.26) se celkova vykonana
préce projevi zménou kinetické energie hmotného bodu

mgh, — mgh, = % mo; —%mvf : (2.34)

Jak vyplyva z obr. 2.7, vykonana prace piitom zavisi pouze na rozdilu vysek bodi P1 a P2 (y-
ové soufadnice), nikoliv na cesté mezi body P1 a P2. Prace po jakékoliv jiné draze mezi body
P1 a P2 bude stejna. Jestlize bude tihova sila pisobit po draze z bodu P1 do bodu P2 a nazpét
do bodu P1, tedy po uzaviené kiivce, bude vzhledem k platnosti (2.31) celkova vykonana pra-
ce A=0 atedy plati vztah (2.25).
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Potencidlni energie v tthovém poli je rovna praci, kterou vykona sila plisobici proti tihové
sile, premisti-li hmotny bod z mista nulové potencidlni energie do vzdélenosti r s potencialni
energii Wy . Za misto s nulovou potencialni energii zvolime povrch Zeme (r =r, ), kde r, je

polomér Zemé&. Potencialni energii hmotného bodu v poli ve vySce h=r—r, nad povrchem
Zem¢ ur¢ime dosazenim vztahu pro silu (2.27) do vztahu (2.29)

r;+h r;+h 1

Wp:—f F.df =« mM_ | =dr =
g " (2.35)

-1 -1
:M(HE] = mgoh{1+£j ~ mgoh(1—£] ,
r-Z rZ I’-Z r-Z

kM . e o . y
kde ——* = g, jsme oznacili velikost tihového zrychleni na povrchu Zemé.
I

z

V blizkosti zemského povrchu (h<r,) mizeme povazovat tihové pole za homogenni

(tj. intenzita tihového pole je konstantni co do velikosti i sméru). Vztah (2.35) se pak zjedno-
dusi na zndmy tvar

W, =mgh . (2.36)

Potencialni energii miZzeme zavést 1 pro jind silova pole, napi. elektrostatické pole, které je
rovnéz konzervativnim polem.

2.10 Zakon zachovani energie

Jestlize sila F, ktera je konzervativni silou, je jedinou silou pusobici na hmotny bod, pak
prace vykonana touto silou po urcité draze je rovna pfirtistku kinetické energie a ubytku po-
tencialni energie hmotného bodu

PZ
A=[F-di =—AW, = AW,
d (2.37)

AW, +AW, = A(W, +W, ) =0 = W, +W, =konst ,

kde soucet kinetické a potencialni energie ptedstavuje celkovou mechanickou energii hmot-
ného bodu. Vztah (2.37) vyjadiuje zachovani (konzervaci) celkové mechanické energie
béhem pohybu hmotného bodu.

Ptikladem pohybu v poli konzervativnich sil, kde plati zdkon zachovani mechanické energie,
je kmitavy pohyb hmotného bodu spojeného s pruzinou. Tento pohyb jsme fesili v odst. 2.5.
Velikost sily zptisobujici harmonicky pohyb hmotného bodu ve sméru osy Y Ize vyjadrit relaci
F =—ky, kde k je konstanta charakterizujici tuhost vazby a y je okamzita vychylka hmotného

bodu ve sméru osy Y.
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Prace, kterou musime vykonat vnéjsi silou (proti vratné sile pruziny), aby se pruzina protahla
z polohy y =0 do bodu vzdaleného o Yo, ktery je zaroven krajni polohou kmitajiciho bodu,
(obr. 2.1) je

P Yo
~ 1
A=—|F.dr= dy==ky’ . 2.38
i»[ _l.kyy 5 Yo (2.38)

Vykonana vnéj$i prace se projevi zvySenim potencialni energie kmitajiciho bodu.

W,(y)

N
W,(y) =5 kn

-V Y
0 J 0

Obr. 2.8

Na obr. 2.8 je prubéh potencidlni energie hmotného bodu konajiciho kmitavy harmonicky
pohyb v zavislosti na okamzité vychylce y, W, (y) = % ma’y?.

Celkova energie hmotného bodu
W =W, +W,
1
uvedena jiz vztahem (2.37) je rovna v bodé yo potencialni energii hmotného bodu > kyZ, pro-

toze jeho kineticka energie je v krajni poloze nulova. V kterémkoliv jiném bodé¢€ je celkova
energie kmitajiciho hmotného bodu sloZena z kinetické energie Wi a potencialni energie Wp.

W, +W, = %mv2 +%ky2 . (2.39)

O tom, ze celkova energie hmotného bodu béhem kmitavého pohybu ziistava konstantni, je
mozno se piesvéd¢it dosazenim za velikost okamzZité rychlosti v a okamzitou vychylku y do
vztahu (2.39).
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y =Y, sin(ot+g,)

v:ﬂ:a)yocos(a)t+goo)
dt

1 (dyY 1.,

=5 (dtj PR

:%ma)zyé cosz(a)t+goo)+%ma)2y§ sin? (ot +¢, ),

kde jsme za k dosadili k =mw’, coz vyplyva z pohybové rovnice pro harmonicky pohyb
hmotného bodu.
Dalsi Gipravou vztahu pro W, +W dostaneme

W, +W, =%ma)2y§ [ cos’ (awt+g, ) +sin® (wt+¢, ) ] = 240

1 1
szwzyg = Ekyg

Celkova energie hmotného bodu upevnéného na pruziné je béhem kmitavého pohybu kon-
stantni, zachovava se, a je stejné¢ velkd jako maximalni kinetickd energie nebo maximalni
potencialni energie.

Zakon zachovani mechanické energie je specialni formou obecného zdkona zachovani ener-

gie.

2.11 Konzervativni a nekonzervativni sily

Tihové pole Zemé je ptikladem konzervativniho silového pole a tihova sila je konzervativni
sila. Tihova sila kona praci projevujici se, jak jiz bylo feceno, zménou potencialni nebo kine-
tické energie hmotného bodu. Jestlize sila plisobi po uzaviené kiivce, je celkova vykonana
prace nulova. Odpovida to naptiklad situaci, kdy hmotny bod byl nejdiive proti sméru tihové
sily posunut z povrchu Zemé do vysky h a pak se vratil volnym padem zpét.

Dalsim piikladem konzervativni sily je sila pruziny, kterou Ize vyjadtit ve tvaru F =—ky, kde
y je okamzita vychylka konce pruziny ve sméru osy y, K je konstanta. Konzervativni jsou také
vSechny centralni sily, tj. sily, které mifi stale do jednoho bodu a jsou zavislé pouze na sou-
fadnicich. Piikladem centralnich sil zavislych pouze na soufadnicich (nikoliv na rychlosti)
jsou gravitaéni sily a elektrické sily.

Jako ptiklad nekonzervativnich sil je mozné uvést sily tieni. Jestlize se pti pohybu hmotného
bodu uplatituje tfeni, musime znat drahu, po které se hmotny bod pohybuje, abychom mohli

urcit praci konanou nekonzervativnimi silami. Celkovd mechanicka energie hmotného bodu
po skonceni pohybu W;

W, =W, +A , (2.41)
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kde Wi je celkova mechanicka energie na pocatku a A je prace vykonana nekonzervativnimi
silami.

2.12 Vykon

Velicina, kterd hodnoti velikost vykonané prace vzhledem k vynalozenému casu, se nazyva
vykon. Okamzity vykon P je definovan

dA
p=_-_" 2.42
™ (2.42)
Rozmér [P] = kg-m?-s~3, jednotkou vykonu je 1 W (watt).
Velikost prace miiZzeme stanovit ze zndmého vykonu a €asu
t
A= j Pdt . (2.43)
4
Jestlize ze vztahu (2.43) dosadime za praci pomoci defini¢niho vztahu, potom
p-dA_p I g5 (2.44)
t dt

pii splnéni piedpokladu, ze F neni funkci Casu.

2.13 Priklady ke kap. 2

Priklad 2.1
Hmotny bod hmotnosti m = 3 kg se zac¢ne v Case t = 0 s pohybovat bez tieni podél osy y pi-
sobenim sily o velikosti F(t) =1+4t. Sila pfestane pusobit v ¢ase t =6 s. VSechny veli¢iny
jsou v jednotkach SI soustavy.
Vypocitejte:

a) rychlost hmotného bodu v case t=6s,

b) zrychleniv Caset=6Ss,

C) drahuycaset=6s,

d) vykonsily v caset=6Ss.

Reseni:
a) Pro zménu hybnosti hmotného bodu za dobu t =6s plati vztah

t
1 4

4
J.F(t)dt =m(o, —vo):J'(1+4t)dt :[t+2t2]0 =t,+2t>=78N-s a odtud velikost
0 0

rychlosti v, po 6s, (rychlost v ¢ase t = 0 s je nulova), v, =26 m-s™.
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dov
= =M. Po dosazeni ¢asu t=65 je

b) Pro velikost zrychleni plati vztah a, (t) =5
m
a=83m-s?.
C) Drahu v urcitém case vypocteme dvoji integraci zrychleni. Pro velikost rychlosti plati

t+ 2t°

vztah v, (t)= I a,dt = +C,, kde konstantu C1 ur¢ime z pocate¢nich podminek,

C,=0. Soufadnice  polohy  hmotného bodu je wuréena  vztahem
1(1 2

y(t)= Ivydt = E(Etz + §t3j+ C,, kde konstantu C2 uré¢ime opét z pocate¢nich pod-

minek. Jestlize nejsou pfimo zadany, predpokladdme, Ze se hmotny bod nachazel

v &ase t=0sVpocatku soufadnic, volime tedy y(0)=0, C,=0. Pro soufadnici

3
hmotného bodu vt =6 s, po dosazeni za hmotnost, plati y(t) = % +4t =54 m. Hod-

notu konstanty ur¢ime dosazenim ¢asut=0s, C1 =C2=0.
d) Vykon sily vypoéteme ze vztahu P=F -7, kam za F a v dosadime hodnoty v 6 s.

2
P:(1+4t)[t+2t

]:650W.

Priklad 2.2
Na stlageni pruziny o délku x, =0,5cm je zapotiebi sila F, =1-10° N . Vypo¢itejte potencial-
ni energii pruziny pfi stlaceni 01,2 cm.

ReSeni:
X

Potencialni energie pro tento pfipad je definovana vztahem W, = I F dx, kde F je velikost
0

sily a je umérna stlateni, F =kx. Pro vychylku xi1 plati ekvivalentni vztah
F, = kx, .Vyloucenim konstanty k dostaneme vztah pro silu F

F= 5 X.
X
Pro potencidlni energii dosazenim za silu F miizeme psat
X; 2% 2 3 -4
w,=bfxax=0 X | JhX 11012107,y
X % X[ 2], %2 0,5-10°-2
Priklad 2.3

Ujizd¢jici naplnénd bedna klouZe po vodorovné podlaze smérem k muzi, ktery se ji snazi za-
brzdit tak, ze ji odtlacuje silou F=3 —5] -3k a ustupuje pied ni. Bedna se pti tom posune o
délku vektoru d =—4i . Kineticka energie bedny na pocatku je 20 J. VSechny veli¢iny jsou
Vv jednotkach SI soustavy. Vypocitejte:

a) praci vykonanou silou F pfi posunuti d,
b) kinetickou energii bedny na konci posunuti.
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ReSeni:

a) Pro vypocet prace pouZijeme obecny vztah A=F -d . Praci nepocitame pomoci inte-
grélu, protoze sila i draha télesa maji konstantni smér. Po dosazeni slozek vektorti do
skalarniho sou¢inu dostaneme pro velikost vykonané prace
|A| =|—3-4—5-0—3-0| =121

b) Vykonana prace se projevi snizenim hodnoty kinetické energie. Kineticka energie
bedny po posunuti je W, =20J-12J=8J.

Priklad 2.4

Chlapec hodla vyuzit ke skoku z mostu o vysce 35 m bungee-jumpingu. Hmotnost chlapce je
65kg a pruzné lano, jehoz protazeni se fidi Hookovym zakonem, ma délku L =27 m. Té¢lo

skokana povazujeme za bodovy objekt. Tuhost lana je 150 N-m.
Vypocitejte:

a) vysku h, v jaké budou chodidla skokana pfi zastaveni letu v bod¢ obratu,

cvwvr

ReSeni:

a)

b)

Oznac¢ime jako délku d prodlouzeni lana v okamziku bodu obratu. Pak pro zménu po-
tencialni energie (tthové pole Zem¢) vzhledem k pocatecnimu stavu, kdy skokan stal
na most¢ plati relace

AW, =mgAy =-mg(L+d).

Zména potencialni energie odpovidajici zméné vychylky pruzného lana je dana vzta-
1

hem AW, = 3 kd?, kde k je tuhost lana (pruziny). Vzhledem k tomu, Ze v podate¢nim

stavu i v bod¢ obratu je kineticka energie nulova, je mozné zakon zachovani energie
Zapsat ve tvaru

0+%kd2—mg(L+d):0,

a po dosazeni
1

ElSOd2 —65-9,81-27-65-9,81-d =0.

Jejim fesenim dostaneme d =8,82 m. Druhy kofen rovnice je zaporny a nema fyzi-
kalni smysl. Chodidla skokana budou v misté obratu ve vysce
h=35-(25+8,82)=1,18m.

Na skokana plisobi vyslednd sila dana rozdilem tihové sily pisobici smérem dola a
pruzné sily lana smérem vzhtru. Celkova sila ma v bodé obratu velikost

F =kd —mg =150-8,82—-65-9,81=685 N .

Sila ptisobi smérem vzhtru.
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3. Dynamika soustavy hmotnych bodi

3.1 Stied hmotnosti soustavy hmotnych bodu, zakon zachovani
hybnosti

Doposud jsme fesili pouze pohyb jednoho hmotného bodu. V mnoha ptipadech ale tento mo-
del nestaci, protoze tvar, velikost a rozlozeni hmoty nejsou pro feSeni ulohy zanedbatelné.
Potom jeden hmotny bod nahradime soustavou hmotnych bodu, tedy skupinou n hmotnych
bodu, které zkouméame a posuzujeme jako urcity celek. Kazdy jednotlivy bod, ktery se mize
pohybovat volné v prostoru, ma 3 stupné volnosti (odst. 1.2), soustava n bodi ma tedy 3n
stupiii volnosti. K uplnému popisu polohy soustavy musime urcit 3n pohybovych rovnic a
stejny pocet vedlejSich podminek (tj. 6n rovnic), coz je Casto slozita loha. Pocet rovnic lze
snizit zavedenim urcitych vazbovych podminek pro danou soustavu.

Sily ptisobici na soustavu hmotnych bodii délime podle pivodu na dvé skupiny: vnéjsi (ex-
terni) a vnitfni (interni), kterymi na sebe pusobi jednotlivé hmotné body soustavy. Podle

2. Newtonova zakona je sila F, slozena z vn&jii sily .., a vnitini sily F,,, ptsobici na i-

tou ¢astici o hmotnosti m; rovna

F=ma =F +F . 3.1)
Vnitini sily jsou parové a podle 3. Newtonova zékona je
lfikint = _lfkiint ' (3.2)
a proto je soucet vSech vnitinich sil roven nule.
. d _, dp = =
2.ma = 2.(M) = =2 Fiux (33)

kde F = Z F.. j€ vyslednice vn&jSich sil piisobicich na soustavu.
i

v

Zvlastnim ptipadem je soustava hmotnych bodi, na kterou neptisobi Zadna vné;jsi sila. Takova
soustava se nazyva izolovana.

Abychom zjednodusili vysetifovani pohybu soustavy n hmotnych bodi a nemuseli fesit 3n
pohybovych skalarnich rovnic, vyuzijme zkuSenosti, kteréd tika, Ze lze najit bod, ktery se po-
hybuje takovym zptsobem, jako kdyby v ném byla soustfedéna celkovd hmotnost soustavy a
pusobily v ném vSechny sily ptisobici na soustavu. Tento bod nazveme stied hmotnosti sou-
stavy a definujeme jej pomoci jeho polohového vektoru I, ktery musi vyhovovat vztahu

B A (3.4)
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kde
m=>m (3.5)

je celkova hmotnost soustavy (s¢itame pies vSechny hmotné body soustavy).
Jestlize rovnici (3.4) derivujeme podle ¢asu, potom dostaneme vztah

dr. dr,
m—=>» m—
dt Z ' dt

mo, = Zmiﬁi , (3.6)

kde o, :%, a tedy
dt

D, :%Zm@ . (3.7)

Celkova hybnost soustavy p, tj. soucet hybnosti jednotlivych hmotnych bodd, je rovna
hybnosti stifedu hmotnosti pohybujiciho se rychlosti o, .

p=Y.m, = ms, (38)

Derivovanim vztahu (3.8) podle ¢asu dostaneme

ma, = ZmiaTi : (3.9)

kde 4 = 9%
dt

. Ze vztaht (3.3) a (3.9) vyplyva

ma, =F . (3.10)

Sti‘ed hmotnosti soustavy se pohybuje tak, jako by v ném byla soustfedéna celd hmot-
nost soustavy a pusobila na néj vyslednice vS§ech vnéjsich sil. Problém soustavy hmotnych
bodul je mozné pievést na problém jednoho bodu, a to sttedu hmotnosti soustavy.

Rovnici (3.10) muZzeme pro soustavu hmotnych bodi znovu ptepsat do jednoduchého tvaru

dp

E_dP 3.11
it (3.11)

o 24
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‘-0, (3.12)

a proto p je konstantni co do velikosti a sméru. Celkova hybnost izolované soustavy je
konstantni.

Vztah (3.12) vyjadiuje zakon zachovani hybnosti pro izolovanou soustavu a je jednim z nej-
dalezitejSich fyzikélnich zakond. Jeho platnost v mechanice je Sirs$i nez platnost zdkona za-
chovani celkové mechanické energie, ktery plati jen pro konzervativni sily.

3.2 Srazka dvou castic (hmotnych bodii)

Pro izolovanou soustavu dvou ¢éstic jsme formulovali v pfedeslém odstavci zakon zachovani
celkové hybnosti. Hybnost soustavy pted srazkou a po srazce bude stejna. Plati

mao, + M, 0, = Mo, +M,70, , (3.13)

kde m,, m, jsou hmotnosti ¢astic, ;, v,, U;, ¥, jsou rychlosti prvni a druhé ¢astice pied a po
srazce. V rovnici (3.13) vystupuji dvé neznamé, rychlosti o], ¥, po srazce. K jejich urceni lze
pouzit dalsi zékon zachovani — zachovani kinetické energie.

JestliZe se kinetick4 energie soustavy béhem srazky neméni, oznacujeme ji jako pruz-
nou, jestliZe se energie méni, jde o nepruznou srazku.

Pti feSeni problému srazky dvou ¢éstic nabyva na vyznamu pojem stfed hmotnosti soustavy.
Podle (3.8) 1ze hybnost soustavy vyjadfit jako hybnost stiedu hmotnosti, tj. sou¢in celkové
hmotnosti soustavy a rychlosti hmotného stfedu.

Obr. 3.1

Predpokladejme, Ze se jedna o srazku dvou Céstic a tato srdzka neni pfima (obr. 3.1). Protoze
rozméry castic nehraji roli, mizeme castice povazovat za hmotné body. Déle pro jednodu-
chost piedpokladejme, ze prvni ¢astice o hmotnosti m; se pohybuje pted srazkou rychlosti v,

ve sméru osy X a druhd, s hmotnosti m,, je v klidu. Charakter srazky popisuje parametr
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o w7

srazky. Je definovan jako vzdalenost stfedi ¢astic méfena ve sméru kolmém na vektor o, a

na obr. 3.1 je oznacen d. Po srazce se prvni ¢astice pohybuje ve sméru odchyleném od pivod-
niho sméru o Ghel 9, a druh4 ¢astice o thel 9, .

Jestlize rozepiSeme vektorovou rovnici (3.13), ktera vyjadiuje zakon zachovani hybnosti sou-
stavy, do dvou rovnic pro slozky (pfedpokladané feseni je v roviné xy), dostaneme

~ _ ’ '
pro x-ovou slozku M, = m,v; cos & +M,v, cos 4,

§ o . (3.14)
pro y-ovou slozku 0 =m; sin % —m,v, sin g,
Tteti rovnice je znéni zakona zachovani kinetické energie soustavy
1 . 1 2 1
—muo; ==mu;" +=m,v," . 3.15
2 171 2 1¥1 2 2¥2 ( )

V rovnicich (3.14) a (3.15) jsou celkem 4 neznamé v;, v,, &, J,. Dalsi rovnice zalezi na pa-
rametru srazky, a Casto byva sestavena z experimentalné stanovenych uhla srazky.

Pro jednoduchy ptipad, kdy hmotnosti m, @ m, jsou stejné, srdzka probihd mezi stejnymi
¢asticemi, z nichz jedna je na poc¢atku v klidu, plati

m151 = mﬁi + mlﬁé (3 16)

=z o
0, —'(]1+UZ

Jak vyplyva ze vztahu (3.16), mezi vektory rychlosti plati jednoduchy vztah.

Pro pruznou srazku dale plati zdkon zachovani kinetické energie

1 1 1
“mo? ==mo? +=mo}’,
2 2 2

a protoZe je m, rovno m,, dostaneme jednodussi vztah pro rychlosti
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=0 +0y . (3.17)

Podle vztahu (3.16) mizeme z vektord vytvofit trojuhelnik, ktery je na obr. 3.2. Vztah (3.17)
je Pythagorova véta pro tento trojuhelnik. Rychlosti oj, @, ¢astic po srazce navzajem kolmé.

3.3 Tézistova soustava

Z rovnic (3.8) a (3.12) vyplyva, ze rychlost stiedu hmotnosti soustavy zlistava po srazce ne-
zménéna. Proto je ¢asto vyhodné fesit sraZku v referenénim systému pevné spojeném se stie-
dem hmotnosti. V této soufadnicové soustaveé je stfed hmotnosti v klidu a celkova hybnost
soustavy je nulova. Soustava se nazyva tézistova. VyieSme v tézistové soustavé jednoroz-
mérny piipad pruzné srazky dvou ¢astic o hmotnostech m, a m, .

Je-li hybnost stfedu hmotnosti soustavy dvou hmotnych bodl nulova, pak pro hybnost hmot-
ného bodu 1 a hybnost hmotného bodu 2 plati

ﬁl == ﬁz (3-18)

a velikosti hybnosti ¢astic s hmotnostmi m, a m, pied srazkou jsou si rovny. Kineticka ener-

gie soustavy pred srazkou je

p1 P 1 1
W = 2 _ 3.19
“T2m, 2m P [Zm1 2m ) (3.19)

a pro piipad pruzné srazky je kineticka energie po sraZce stejna

1 1
_ 3.20
=P (mezm] (3:20)

kde jsme pouzili analogicky se vztahem (3.18) relaci p, =—p, pro hybnosti ¢astic po srazce.
Srovnanim rovnic (3.19) a (3.20) dostaneme

pi=p". (3.21)

Jestlize z rovnice (3.21) stanovime relaci mezi vektory hybnosti jedné Castice pred a po sraz-
ce, dostaneme dvé mozna feSeni. V prvnim ptipadé€ plati pro prvni i druhou ¢asticCi

(3.22)

a znaménko (+) odpovida tedy trividlnimu ptipadu, tj. nerealizované srazce, hybnosti zlstava-
ji stejné. V druhém piipadé pro znaménko (-) je
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Bo=-P. PP
f ﬂl N fl (3.23)
U, =-7, v, =—0, .

Vidime, Ze feSeni srazky dvou Castic v tézistové soustavé je velmi jednoduché. Z rovnice
(3.23) vyplyva, ze velikost rychlosti i energie ¢astic po srazce zustavaji takové, jako byly pied

srazkou, protoze smér rychlosti se pouze zménil na opacny.

Kromé tézistové soustavy jako referencni soustavu ¢asto zavadime laboratorni soustavu. V
laboratorni soustavé se piredpoklada, ze jedna Castice se pohybuje a druhd (terCova) je pred
srazkou v klidu. Laboratorni soustava dobie vyhovuje piipadim ¢asto feSenym v jaderné fyzi-
ce, a to v problematice jadernych reakci, kdy teréové jadro mizeme vzhledem k rychlosti na-
1étavajicich castic povazovat za nehybné.

Rychlost stfedu hmotnosti soustavy hmotnych bodi v laboratorni soustavé je pak urcena
vztahem

g, =% (3.24)
ml + m2

Transformacni vztahy mezi laboratorni a téziStovou soustavou jsou jednoduché. Staci si uvé-
domit, ze stfed hmotnosti je v tézistové soustave v klidu a v laboratorni se pohybuje rychlosti
danou vztahem (3.24).

Pomoci téchto dvou referencnich soustav, zejména tézistové, v které, jak jsme poznali, jsou
vztahy pro hybnosti a rychlosti jednoduché, je mozno fesit fadu fyzikalnich tloh. Zejména
jsou vyznamné vztahy, které fesi energetickou bilanci, tj. jakou energii pfeda béhem srazky
prvni ¢astice druhé a naopak. Z energetické bilance naptiklad vyplyne, ze nejvétsi cast své
kinetické energie pieda Castice v pruzné srazce pouze tehdy, ma-li druha ¢astice priblizné
stejnou hmotnost. Tento poznatek je s uspéchem vyuzivan pii vybéru latek vhodnych pro
zpomalovani neutrond pruznymi srazkami v jadernych reaktorech. Pfednostné se voli latky
bohaté¢ na vodik, protoze hmotnost vodikovych jader je jen o malo mensi nez hmotnost ne-
utronu.

3.4 Soustavy s proménnou hmotnosti — princip pohybu rakety

Ackoliv hmotnost ¢astice jsme v klasické mechanice zatim vzdy povazovali za konstantni,
potfebujeme se v nékterych ptipadech zabyvat problémem, v kterém se hmotnost méni. Tako-
vym piipadem je pohyb rakety, kterd pii svém pohybu spaluje palivo, a proto se jeji hmotnost
zmenSuje. Uvazujeme-li vSak soustavu tvofenou raketou a vyhofelym palivem, mizeme v
kterémkoliv ¢ase t pouzit bilanci pro hybnost celé soustavy. Je-li hmotnost rakety s palivem m
a raketa se pohybuje v Case t rychlosti o vici Zemi, pak hybnost f)(t) je dana obvyklym

vztahem

p(t)=mao(t). (3.25)
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Po uplynuti ¢asu dt je hmotnost rakety mensi o dm (hmotnost spaleného paliva) a rychlost
rakety se zvysi o dov. Zakon zachovani hybnosti v ¢ase (t + dt) pro soustavu raketa a palivo
muizeme zapsat ve tvaru

B(t+dt)=(m-dm)(3+dd)+dm 3, , (3.26)

kde 0, je rychlost plyni méfend ve stejné referencni soustavé jako rychlost rakety (napf.
vzhledem k Zemi), dm, je hmotnost plynd.
Pro zménu hybnosti dp za ¢as dt po odecteni rovnic (3.26) a (3.25) dostaneme:

dp = p(t+dt)— p(t)=(mdd—sdm+dm.3,) , (3.27)
kde jsme zanedbali ¢len vyssiho fadu dmdo.

Protoze dm  =—dm, mizeme zapsat rovnici (3.27) ve tvaru

dp=mdo—o, dm
a po derivovani
dp d I ~
—=—(mdo-9,dm)=F , 3.28
dt dt( 95, dm) (3.28)

kde o, =0, +0 predstavuje relativni rychlost raketovych plynii vzhledem k raket, F je vy-

slednice vné&jSich sil pisobicich na soustavu raketa + plyny. Po upravé rovnice (3.28) dosta-
neme pohybovou rovnici pro raketu ve tvaru

mdo_g.5 9M (3.29)
dt dt
Pokud je soustava izolovana ( F=0 ), pak ma pohybova rovnice tvar
do_z dm. (3.30)
dt dt
dmy, dm,

Jestlize ptredpokladame, ze je konstantni, mizeme oznacit prTa M a potom

s vyuzitim dm, =—dm dostaneme

dm  dm,

t
dt a !ﬂ #E T (331

kde m, je hmotnost rakety v ¢ase t = 0. Po dosazeni z (3.31) do (3.30) pro do dostavame

47



do=——* 5 dt .
m, — ut

Integraci této rovnice ur¢ime okamzitou rychlost rakety o podle vztahu
. . m .
v=-0,In—=2+7,, (3.32)
m

kde v, je rychlost rakety v case t = 0.

3.5 Tuhé téleso

Zatim jsme pii feSeni problému vystacili s pfedstavou hmotného bodu, pfipadné soustavy
hmotnych bodu. Jestlize si jako dal$i ulohu vybereme rotac¢ni pohyb kruhové desky kolem
pevné osy, nemuzeme jiz tuto desku povazovat za hmotny bod nebo ¢astici, protoze jednotlivé
hmotné body desky konaji rotaéni pohyb s rtiznou rychlosti a zrychlenim. Na desku musime
nahlizet jako na soustavu Castic, pfesnéji, musime ji rozdélit na jednotlivé ¢asti, jejichz roz-
méry jsou tak malé, ze zménu rychlosti ani zrychleni v rdmci jednotlivé ¢asti neni tfeba uva-
zovat. Jakmile se kruhova deska pohybuje, a neni rozhodujici jakym zptisobem, projevuje se
skutec¢nost, ze vzdalenost dvou hmotnych bodi (elementii) zistava konstantni. Takovou
soustavu nazyvame tuhé téleso. Ackoliv vSechna t¢lesa v piirodé jsou deformovatelna, pied-
stava tuhého télesa jako idealizujicitho modelu je velice uzite¢nd, protoze zjednodusuje analy-
zu pohybu.

V dalsich odstavcich budeme pii popisu pohybu tuhého télesa Casto vychazet z piredstavy sou-
stavy diskrétnich hmotnych bodt, ackoliv kazdé téleso je tvofeno spojité rozprostienou hmot-
nosti. S jednotlivymi elementdrnimi ¢astmi tuhého télesa budeme pracovat jako s hmotnymi
body, protoze takovy popis bude nadzornéjsi a matematickd naro¢nost vypoctii bude mensi.

Tuhé¢ téleso je tedy soustava hmotnych bodi, kterd ma diky podmince konstantni vzdalenosti
dvou bodu (vazbé, odst. 3.1) snizeny pocet stupiii volnosti. Zvolme si v této soustavé libo-
volny hmotny bod. Miizeme ho povazovat za volny a ma tedy 3 stupné volnosti. Pro jakykoliv
druhy bod musi byt naplnén pozadavek konstantni vzdalenosti od prvniho bodu, a proto se
muze pohybovat jen po povrchu koule, jejiz polomér je dana vzdalenost. Pohybu po plose
odpovidaji 2 stupné volnosti. Libovolny tfeti bod je omezen jesté vice, protoZe musi udrzovat
konstantni vzdalenost od prvniho i druhého bodu. Miize se tedy pohybovat jen po kruznici se
sttedem na spojnici prvniho a druhého bodu. Pohybu po kiivce piislusi 1 stupent volnosti.
Kazdy dalsi bod uz nema zadny stupen volnosti.

Kazdé tuhé téleso, slozené nejméné ze tii hmotnych bodil, ma tedy 6 stupnu volnosti.
K uréeni jeho pohybového stavu je tieba reSit 2 vektorové (6 skalarnich) rovnice a znat
12 okrajovych podminek. Tyto pohybové rovnice se nazyvaji impulzové véty a odvodime
je pozdéji.

Pomoci jednoduchych tvah dokazeme, ze pro tuhé téleso lze v kazdém okamziku zménu po-

lohy slozit z translaéniho pohybu stfedu hmotnosti soustavy a rotace télesa kolem okamzi-
té osy prochézejici timto sttedem. Toto tvrzeni ilustruje i obr. 3.3.

48



pootoceni kolem osy
prochazejici stredem
hmotnosti

posunuti stfedu hmotnosti

stied
hmotnosti

Obr. 3.3

Tuhé téleso tedy modeloveé popisujeme jako soustavu hmotnych boda, které se nemohou vici
sob¢& pohybovat. Ve skute¢nosti je tfeba piedpokladat, Ze hmota télesa je spojité rozlozena
v prostoru. T¢leso pak rozdélime na elementy o hmotnosti dm a objemu dV, jejichZ rozméry
musi byt zanedbatelné¢ malé viici rozmérim celého télesa. Hustota p se v obecném piipadé

mize meénit misto od mista, p je funkci p(X,Y,z). Pro hmotnost dil¢iho hmotného elementu
dm plati vztah

dm=pdV .
ProtoZe je v tuhém télese takovych elementli nekone¢né¢ mnoho, nemiiZeme stanovit jejich

pocet a tedy je seCist. Soucty v rovnicich pro soustavu hmotnych bodl piechazi v integraly.
Pro celkovou hmotnost té€lesa m plati:

- |
(m

Je-li téleso homogenni, je hustota p konstantni a miizeme pro ni psat zjednoduseny vztah

dm = j pdV . (3.33)
(%)

_m
Py

3.6 Staticka rovnovaha tuhého télesa

Jestlize ¢astice (hmotny bod) je v rovnovaze, tj. nachéazi se v klidu nebo pohybu rovnomér-
ném piimocarém, znamena to, Ze vyslednice vSech vnéjsich sil, které na ni plsobi je nulova.
Ukazuje se, ze tato podminka (nulova vnéjsi sila) neni postacujici pro rovnovahu tuhého téle-
sa. Na obr. 3.4 a, b je tuhé téleso ve tvaru volné tyée, na né&jz pusobi dvé stejné velké sily, v
prvém piipadé (obr. 3.4 a) maji riizné plisobisté, v druhém piipadé (obr. 3.4 b) pilisobi v jedné
piimce. V prvém piipade budou sily ty¢ natacet, v druhém piipadé nikoliv.
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Obr.3.4a Obr.3.4b

Otacivy ucinek sily vzhledem k ur¢itému bodu v prostoru charakterizuje moment sily. Vyjad-
fime-li jeho velikost M pomoci velikosti polohového vektoru (obr. 3.5), ktery ma pocatek v
bod¢ O a koncovy bod v piisobisti sily a pomoci velikosti sily F, plati

M =rFsina , (3.34)

kde & je Ghel mezi vektory F, F. Vyraz (3.34) predstavuje velikost vektorového soudinu
vektori. Moment sily je definovan vztahem

M=FxF | (3.35)

kde zalezi na pofadi vektori F, F . Zaménou poradi za F xF dostaneme vektor — M . Mo-
ment sily je kolmy na rovinu vektort F,F. Vymizi, jestlize vektory lezi v jedné ptimce
(sina =0).

902/

N

902

o
=
P

Obr. 3.5

Dvé rovnobézné sily, stejné veliké a opacné orientace s pusobisti na dvou raznych pfimkach
(obr. 3.4 a) se nazyvaji silova dvojice.
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Moment silové dvojice plsobici na tuhé téleso mizeme vypocitat jako sou¢et momentd jed-
notlivych sil vzhledem k libovoln¢ zvolenému bodu O

M:lelf+f2x(—lf)=( )xF=Jx|f. (3.36)

iat)
N

Vektor d je orientovan od piisobisté sily — F k puisobisti sily F . Moment silové dvojice, jak
vyplyva z obr. 3.6 a ze vztahu (3.36) nezavisi na volb¢é bodu O.

Obr. 3.6

V obecném piipad¢, kdy na tuhé téleso plisobi rizné velké sily rizného sméru, miizeme pou-
zit n€kolik zakladnich pravidel pro piesun a skladani sil. Pisobisté kazdé sily mizeme libo-
voln¢ posunout po piimce, v které ptisobi. Dynamicky ucinek sily na téleso se tim nezméni.
Sily, které maji ptsobisté ve spolecném bodu, mizeme vektorove slozit. Pisobisté sily mi-
Zeme premistit z bodu O do bodu A, obr. 3.7 mimo ptimku, na které pisobi sila, jestlize v
bodé A ptipojime dvé sily, stejné velké a opacné orientace. Pfemisténim pusobisté sily do
bodu A jsme dostali navic dvojici sil.

Aplikujeme-li uvedené postupy na sily IE1 Ifn pusobici na tuhé téleso v ruznych bodech,

muzeme jejich plsobisté pfesunout do hmotného stiedu soustavy, kde je vektorove slozime ve
vyslednou silu. VSechny vzniklé silové dvojice charakterizujeme jejich momenty a rovnéz je
vSechny piesuneme do libovolného bodu télesa a stanovime vysledny moment sily.

Vysledna sila F umisténa ve stiedu hmotnosti urcuje transla¢ni pohyb tuhého télesa a
vysledny moment sily M urcuje rota¢ni pohyb télesa.

Obr. 3.7
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Ukazali jsme, Ze silové pusobeni vnéjSich sil na tuhé téleso mizeme vzdy pievést na jednu
silu, ktera zplisobuje translaci télesa a jednu dvojici sil, kterd zptisobuje jeho rotaci. K tomu,
aby nastala rovnovaha tuhého télesa, musi byt

vyslednice vnéjSich sil nulova

> F=0 (3.37)
a vysledny moment sil nulovy

ZMi=Z(ﬁx|§)=o, (3.38)

kde r; jsou polohové vektory puisobiste sil Ifi k libovolné zvolenému bodu. Platnost rovnice

(3.38) nezavisi pitom na bodu, ke kterému stanovime M .

3.7 Tézisté a stired hmotnosti

Na obr. 3.8 je zobrazeno tuhé téleso umisténé v tthovém poli Zemé, které je rozdéleno do
velmi malych ¢asti, abychom je mohli povazovat za hmotné body. Sila, kterou na kazdy

hmotny bod ptisobi homogenni tihové pole, je Fgi =m; g.

Obr. 3.8

Vyslednou silu ptisobici na téleso dostaneme postupem popsanym v pifedchozim odstavci.
Fg = Z m; g
i

W Wew

podminky rovnosti vysledného momentu sily Fy a sumy momenti jednotlivych hmot-

nych bodu (ke kterémukoliv bodu télesa, naptiklad k pocatku).
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coz lze upravit

Tato rovnice plati zcela obecné, a proto
N
d =Ezrimi . (3.39)

Vyraz prol; je shodny s vyrazem ve vztahu (3.4) pro polohovy vektor stfedu hmotnosti, a

proto I; =T,.

ﬁZEJMm.
M ()

Poloha tézisté je pro homogenni tihové pole totoZna se stfedem hmotnosti soustavy.

hého télesa miizeme stanovit bud’ experimentalné nebo vypoctem.

3.8 Dynamika tuhého télesa, 1. véta impulzova

translacniho pohybu muze jesté otacet.

Translace je pohyb, pfi kterém libovolna piimka pevné spojena s télesem zachovava v pro-
storu smér. Trajektorie vSech bodu télesa pfi translaénim (posuvném) pohybu jsou stejné a
body se pohybuji stejnou okamzitou rychlosti.

Rotace télesa je pohyb, pii kterém zlstava v klidu ptimka v télese. Pokud je poloha této
piimky v Case konstantni, pak se jedné o rotaci kolem pevné osy. Jestlize se poloha této ptim-
ky s casem meéni, jednd se o rotaci kolem okamzité osy. Pfi rotaci kolem pevné osy opisuji
body tuhého télesa kruznice o raznych polomérech (s vyjimkou osy rotace, na niz zastavaji
body v klidu) v rovinach kolmych na osu rotace. Jejich obvodové rychlosti zaviseji na vzdale-
nosti bodt od osy rotace. Uhlové rychlosti jsou pro viechny body télesa stejné.

Transla¢ni pohyb stiedu hmotnosti soustavy byl diskutovan v kapitole 3.1 a pohybovou rov-

nici sttedu hmotnosti je rovnice (3.10). Velikost zrychleni hmotného stfedu se rovna velikosti
pusobici sily délené celkovou hmotnosti soustavy.
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Vztah pro silu

=, (3.40)

kde F je vyslednice vSech vnéjSich sil, ptasobicich na tuhé téleso, se nazyva |. impulzova
véta. Prvni impulzova véta je pohybovou rovnici hmotného stiedu, ktery reprezentuje
celé téleso.

Rotacni pohyb tuhého télesa je podstatné komplikovanéjsi, jestlize osa rotace méni pfi pohy-
bu télesa svlij smér v prostoru. Soustfedime se proto na rotaéni pohyb kolem pevné osy Vv
prostoru. Kinematicky jsme tento pohyb fesili jiz v kap. 1.4 pro hmotny bod (body konaji
kruhovy pohyb) a zavedli jsme vSechny potiebné veli€iny, tj. kromé& okamzité rychlosti v a

ro= v

3.9 Rotace tuhého télesa kolem pevné osy, II. véta impulzova

v

Uvazujme nejdiive pro jednoduchost hmotny bod. Jestlize na hmotny bod piisobi vnéjsi sila

F, jejiz moment vzhledem k bodu O je M (obr. 3.5), pak mizeme vztah pro tento moment
zapsat jako

kde p je hybnost hmotného bodu a pro vyjadieni sily jsme pouzili 2. Newtondv zakon.
Analogicky se zavedenim momentu sily nyni miizeme definovat veli¢inu moment hybnosti.

Pro &astici hmotnosti m pohybujici se rychlosti 7 je moment hybnosti L vzhledem k bodu O
(obr. 3.9) definovan vztahem

L=FxP=Fxmd . (3.41)
y
Pl «
902
’_,.’
5 909 - <
Z
Obr. 3.9
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Pouzijeme-li defini¢ni vztah (3.41) pro moment hybnosti Castice L a provedeme derivaci
podle Casu

d—E—i(Fx ﬁ)—ix f)Jrde—rJ

dt dt dt dt

dostaneme
a9 (3.42)
dt t

dar . - ro. . .
protoze vektor pm je rovnobézny s p a tedy ax p = 0. Vyraz, ktery jsme ziskali na pravé

stran€ rovnice (3.42), je vyjadieni pro moment sily, a proto relaci mizeme ptepsat do tvaru

!

M=—. (3.43)

Q.|O-
Q

Casova zména momentu hybnosti hmotného bodu je rovna vyslednému momentu vnéj-
Sich sil. Tuto uvahu, kterou jsme zatim provedli pro hmotny bod, zobecnime a ukazeme, ze
plati pro soustavu hmotnych bodu, tedy i tuhé téleso.

Priklad vypo¢tu momentu hybnosti

Castice hmotnosti m se pohybuje po kruhové draze o poloméru r (obr. 3.10). Rychlost &astice
je v avelikost thlové rychlosti @. Jako rovinu pohybu zvolime Xxy.

Y
\_90°
__900 m
j 7
-
i 0=S L X
Z
Obr. 3.10
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Pro velikost momentu hybnosti ¢astice vzhledem ke stiedu kiivky Ize psat
‘I:‘:|F p|=|Fxmd|=rmv=mr’e .

Moment hybnosti ¢astice ma tentyZ smér jako tthlova rychlost. JestliZze na ¢astici bude pusobit
pouze dostiediva sila, potom moment sily bude nulovy a podle (3.43) moment hybnosti ¢asti-
ce bude konstantni.

Zatim jsme se zabyvali vypoctem momentu hybnosti jedné Castice. V pfipad¢ soustavy hmot-
nych bodi (Castic) je celkovy moment hybnosti

s

Predpokladejme jednoduchy piipad, ze soustava je tuhé téleso rotujici kolem osy symetrie,
pak pro jednotlivé elementy miizeme pouzit vztahy z predchoziho ptikladu pro jednu €astici

L =mr’o ,

kde @ je stejna pro vSechny elementy télesa. Jestlize provedeme sumaci pies vSechny body
télesa, dostaneme

N =(Zmiri2jc?) . (3.44)

Tento vztah (jak jsme predpokladali) plati pro téleso nebo soustavu rotujici kolem pevné osy

prochazejici téZistém (sttedem hmotnosti).

Pro vysledny moment sil M pusobici na soustavu Castic 1ze analogicky s (3.43) napsat

20 o
M = ZM e dt(zLij:E’ (3.45)

kde M; jsou pouze momenty vngjsich sil.

Obr. 3.11
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Pro momenty vnitinich sil plisobicich mezi jednotlivymi ¢asticemi lze dokazat (obr. 3.11), Ze
jejich vyslednice je nulova (podobné jako pro vnitini sily).

Vysledny moment vnitinich sil F, a F,, piisobicich mezi ¢asticemi 1 a 2 dostaneme sloze-

nim obou momentid napiiklad k bodu O
M, +M, = FxF, +Fx Fy =( rlxlflz){rzx(—lfﬂ)}:( [ —F)xF,=0.
Sily ptisobici mezi ¢asticemi jsou parové, momenty téchto sil tedy vymizi. Vztah
M :Zmiz% (3.46)

je zobecnénim vztahu (3.43) pro soustavu hmotnych bodu a tuhé téleso. Vztah (3.46) se nazy-
va Il. impulzova véta a charakterizuje rotacni pohyb tuhého télesa.

Jestlize vysledny moment vnéj$ich sil je nulovy, pak leva strana rovnice (3.43) je rovna nule a
plati

—=0. (3.47)

Rovnice (3.47) ptedstavuje dalsi dulezity zakon zachovani, zakon zachovani momentu hyb-
nosti izolované soustavy. Zatim jsme se setkali s tfemi zadkony zachovani pro izolované sou-
stavy: zdkon zachovani energie, hybnosti, momentu hybnosti. Pro mikroskopické objekty, kde
Newtonova mechanika pfestava platit, zstava zdkon zachovani momentu hybnosti pro izolo-
vané soustavy v platnosti.

3.10 Moment setrvacénosti tuhého télesa

Nutna podminka, ktera musi byt splnéna, aby tuhé téleso nerotovalo, je podle (3.38) nulovy
moment sily vzhledem k libovolnému bodu télesa. VSimnéme si, ze ackoliv je to podminka
nutna, neni postacujici k tomu, aby se té€leso nachazelo v klidu. Jestlize téleso jiz rotuje kolem
pevné osy a nepusobi zadny vnéjsi moment sily, téleso bude pokrac¢ovat v rotaci s konstantni
uhlovou rychlosti. S analogickou situaci jsme se jiz setkali v ptipad€ posuvného pohybu, kdy
téleso mize také setrvavat v pohybu rovnomérné piimocarém, i kdyz na néj neptsobi zadna
vnéjsi sila. Jestlize existuje nenulovy moment sily, tj. na téleso pusobi v uréitém bodé¢ mimo
osu otaceni sila (obr. 3.12), ukdzeme, ze tuhé téleso bude rotovat s thlovou rychlosti, ktera
bude zaviset na pisobicim momentu sily. Uhlové zrychleni télesa bude imérné momentu
sily.

Tuh¢ t¢leso ve tvaru desky je upevnéno tak, ze osa otdceni kolmé na rovinu desky prochazi

2%

m, kruhové desky pusobi sila Ifi (obr. 3.12).
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Obr. 3.12

Rozlozme silu Ifi na dvé navzijem kolmé sily lfir a Ifit. Sila Ifir ve sméru poloméru neo-
vliviluje rotaci (moment sily je nulovy), ovliviiyje ji pouze sila IEit kolma k r;. Velikost mo-

mentu sily Ifit (vzhledem ke stfedu S) puisobici na hmotny bod m; je

Podle 2. Newtonova zakona miizeme napsat
F=ma=mre,

kde jsme pouZili vztah mezi velikosti te¢ného a thlového zrychleni a =r¢. Po dosazeni do
vztahu pro velikost momentu sily dostaneme

M, =mr’s .

Jedna-li se o soustavu Castic, pak velikost celkového momentu Sil M dostaneme jako soucet
jednotlivych M;j

ZMi :Zmirfg : (3.48)

kde s¢itame ptes vsechny hmotné body soustavy.
Vyraz Z:miri2 =1 je charakteristicky pro danou soustavu Castic a nazyva se moment setr-
i

vacnosti. Podle vztahu (3.33), jestlize vezmeme v tivahu spojité rozdéleni hmotnosti, miizeme
pro tuhé téleso psat

| = I r’dm .
(m)

Uhlové zrychleni je konstantni pro viechny body. Rovnici (3.48) miizeme prepsat do tvaru

M=>M=Izg . (3.49)
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Tato rovnice charakterizujici rotacni pohyb soustavy je analogicka pohybové rovnici pro
translacni pohyb vyplyvajici z 2. Newtonova zakona. Je to pohybova rovnice pro rota¢ni
pohyb télesa kolem pevné osy.

Dosazenim Zmiri2 =1 do rovnice (3.44) dostaneme vztah mezi | a L

E:ZEi =(Zmiri2jc?): & .

Zakon zachovani momentu hybnosti pro izolovanou soustavu L =L, miZeme napsat ve tva-
ru:

Lo =0, .

Zname-li moment setrvacnosti lo vzhledem k nékteré ose prochazejici tézistém, mizeme sta-
novit moment setrvac¢nosti vzhledem ke kazdé ose ve vzdalenosti d, ktera je s ni rovnobézna

(obr. 3.13).

Obr. 3.13

Moment setrva¢nosti k rovnobézné ose je dan vztahem, ktery se nazyva Steinerova véta. Pla-
ti

I =1,+md? .

3.11 Kineticka energie télesa rotujiciho kolem pevné osy

vvvvv

Jestlize se rotujici deska upevnéna v t€zisti (obr. 3.12) oto¢i o maly uhel d¢, hmotny bod m,

vykona drdhu ds, =r, dg. Prace dW, vykonan4 silou lfi pusobici na hmotny bod je

dW, =F, ds, =M;dg ,
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kde F, je slozka sily F. do smé&ru pohybu.
Obecné, prace vykonana plsobenim vysledného momentu sily o velikosti M pii pootoceni
télesa o maly thel de je

dA=Mdg . (3.50)

Pro vykon P plati
P:d—A:Ma), (3.51)
dt
kde jsme pro vyjadieni prace pouzili vztah (3.50). Tuto rovnici lze napsat i ve vektorovém
tvaru

P=M-& . (3.52)

Prace vykonana pfi pooto€eni soustavy se projevi zménou jeji kinetické energie. Pro desku

rotujici kolem osy prochazejici téZistém bude zvySeni kinetické energie rovné souctu ptirtst-

vvvvv

energie W, je pro tento pohyb dana vztahem

W, = Z%mviz = Z:%a)zml’i2 = % lo® . (3.53)

Vyraz na pravé strané udava kinetickou energii télesa rotujiciho kolem pevné osy.

Vyraz (3.53) pro kinetickou energii rota¢niho pohybu je analogicky vztahu pro energii
transla¢niho pohybu.

Tuhé téleso, které kona zaroven translacni pohyb s okamzitou rychlosti velikosti v a rotaéni
pohyb kolem pevné osy s thlovou rychlosti @, mizeme charakterizovat kinetickou energii,
ktera ma velikost

W, =lmv2 +£|0)2 . (3.54)
2 2

Pro translacni a rotacni pohyb lze uvést analogické veliCiny, pro které plati formalné stejné
vztahy:

transla¢ni pohyb rota¢ni pohyb
posunuti ds uhlové posunuti dg
rychlost o thlova rychlost @
zrychleni a Ghlové zrychleni &
hmotnost m moment setrvac¢nosti |
hybnost p =mo moment hybnosti L = 1&
sila F moment sily M
vykon P =F -9 vykon P=M - &
g dp_ oo dh L
pOhyb rovnice F = E =ma pohyb. rovnice M = H =leg
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3.12 Priklady ke kap. 3

Priklad 3.1
Dva hmotné body 1, 2 s hmotnostmi m, =20g a m, =409 se navzdjem pohybuji a to tak, Ze

bod 1 se pohybuje s konstantnim zrychlenim & = (2,0,0) m-s, bod 2 s konstantni rychlosti
v, =(0,3,0) m .. Véaset=0sbylbod1v pocatku soutadnic v klidu, bod 2 byl vzdalen od
pocatku soutadnic o 1,5 m v kladném sméru osy x.
Vypocitejte:

a) polohu hmotného stiedu soustavy v ¢aset=0s,

b) pohybovou rovnici pro hmotny stied soustavy,
€) polohu hmotného stiedu soustavy v ¢ase t = 10 s.

ReSeni:
a) Soutadnice polohy hmotného stfedu jsou definovany rovnicemi

X = m+Xx,m,), Yy,= m, +Y,M, ) a po dosazeni prot=0s,

s m1+m2(X1 h T X 2) y ml+m2(y1 L tY, 2) p p

X (0) :;73-(0-20+1,5-40)-10’3 =1m,

(20+40)-10
1
0)=—————-(0-20+0-40)-10°=0m.

¥:(0)= 207 20y107 )

b) Hmotny stfed soustavy se pohybuje se zrychlenim pouze ve sméru osy X. Sila ptisobici

ve sméru X ma velikost F, =(m +m,)a, . Daldi slozky sily jsou F, =0, F, =0.
c) Integraci pohybovych rovnic stanovime slozky rychlosti

v, = J'axdt =at+C =at. Konstanta Ci je vzhledem k danym pocate¢nim podmin-
kam nulova, v, = j a,dt :J-Odt =C, =v,, hmotny bod se pohybuje ve sméru osy y

rovnomérnym pohybem. Pro polohu hmotného stiedu v Case t integraci dostaneme
vztahy

X, = [v,dt = [a,tdt =%axt2 +C, = %axt2 +x,(0),

Y, :J‘vydt:vytJrC4 =o,t+y(0),

kde hodnoty integracnich konstant C3 ,Ca vyplyvaji z poc¢ate¢nich podminek. Po dosa-
zeni t = 10 s, jsou hodnoty soufadnic hmotného stiedu

1 ( 0,02

~2°10,02+0,04

=3 j2‘100+1:34,3m, y,=3-10+0=30m.

Priklad 3.2
Setrva¢nik se ota¢i konstantni (thlovou rychlosti, ktera odpovid4 frekvenci f,=5s. Jeho

Kineticka energie je W, = 9.10J. V ¢ase t=10Ss na ného zatne pusobit kroutici moment o
velikosti M =60-10° N-m.
Vypocitejte:

a) moment setrvacnosti J setrvaéniku,
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b) velikost uhlového zrychleni & setrvacniku,
c) dobu, ve které bude jeho okamzitd uhlova rychlost dvojnasobna ve srovnani
S pavodni,
d) praci potifebnou k pootoceni setrva¢niku o 90°.
ReSeni:
. . .o .7 r W r 14 1 l
a) Pro kinetickou energii rotujiciho setrvacniku plati vztah W, = 3 Jo’* = 3 J(2rf )2 :

z kterého mizeme vypocitat moment setrvacnosti setrvacniku
2W, W, 9-10°"

J= = = =1,83-10°1
Ar*f? 27%f? 2.314°.5°
b) V case t = 10 s, kdy za¢ne pisobit kroutici moment, setrvacnik ziska zrychleni, které
-3
uré¢ime ze vztahu M = Je apo dosazeni &= M = 60;073 =32,857.
J 18310
C) Setrvacnik vykonava od desaté sekundy pohyb s konstantnim zrychlenim, a proto jeho

okamzita uhlova rychlost nartistd linearné s ¢asem. Plati @ = Jgdt =¢t+C, kde kon-

stantu C urc¢ime z pocateni podminky. Konstanta C =, =27f;, a proto vysledny
vztah pro je w=e¢t+@,. Dvojnasobnou twhlovou rychlost ur¢ime zrelace
o, 2xf, 2-314.5

2wy, = et + @, a odtud pro hledany cas plati t =— =0,96s.
& £ 32,8

T

2

d) Praci potiebnou k pootoceni setrvaéniku ur¢ime ze vztahu A= I M de¢, integraci mui-
0

zeme nahradit soucinem Mg, protoze plsobi konstantni kroutici moment.

A=60-10" -%:9,42.10*2 J.

Priklad 3.3
Kruhova vodorovna deska o poloméru R=1,5m a hmotnosti m =80 kg se otac¢i kolem svislé

osy jdouci stfedem desky frekvenci f =2 min™. Clovék hmotnosti m, = 60Kg stoji na okraji

desky.
Vypocitejte:
a) jak se zméni thlova rychlost ota¢eni desky, jestlize ¢lovek piejde do stiedu desky (po-
vazujte jej za hmotny bod),
b) jakou praci pritom ¢lovek vykona.

ReSeni:
a) Pro rotujici téleso se zachovava soucin Jw. Pfi zmén€ polohy cloveka plati vztah
(J +mlR2)a)1 =Jm,, kde ¢len miR? zohlediiuje zvétseni momentu setrvacnosti pii

pfechodu ¢lovéka na okraj desky, o, je odpovidajici thlova rychlost pohybu. Po dosa-
zeni za moment setrvacnosti desky dostaneme
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b)

(% mR? +m,R? J w, = % MR,

1 1
Em+m1 a)lzgma)z,

_m+2m1 Aa):a)z_601:ﬂwl:w'2'3114'2'i:0’314571'
m 80 60

w, = @,
2 11
m

Uhlova rychlost se zvétsi 0 0,314 572,
Pokud neuvaZujeme tfeni, je vykonana prace rovna zméné kinetické energie soustavy

deska + ¢lovek. Plati vztah
— 1 2 1 2 2 .
A=2do; _E(J +mR?) e a po dosazeni

A:%‘80-1,52 -(0,5232—0,2092)—%60-1,52~0,2092 ~7,39.

V piipadé¢ tfeni je vykonana prace vétsi nez vypoctend hodnota.
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4. Mechanika kontinua

4.1 Predmét mechaniky kontinua

Jestlize se zabyvame studiem chovani redlného télesa, méli bychom vySetfovat chovani vSech
jeho jednotlivych hmotnych boda. Uvazime-li po¢et hmotnych bodu, piesnéji pocet molekul
nebo atomi napiiklad v 1 m*, dostaneme pro vzduch ¥adové 10 molekul. Toto obrovské
¢islo, které mize byt pro jiné materidly jesté o nekolik fadii vyssi, nas opraviiuje nahlizet na
télesa jako na objekty spojité vyplnéné latkou. Dostavame se tak k odlisnému modelu real-
nych téles, neZ s jakym jsme zatim pracovali. Namisto modelu télesa jako soustavy hmotnych
bodu je nutné vytvorit model kontinua, neboli model spojitého prostiedi. Oba modely, sousta-
va 1 kontinuum, maji sva opravnéni, a kazdy z nich se pouziva pfi feSeni urcitého typu pro-
blému. Jestlize mizeme zanedbat zménu tvaru a velikosti télesa, pouzijeme obvykle model

vvvvvv

les, je nutné pouzit model kontinua.

Mechanika kontinua se zabyva pohybem deformovatelnych téles. Kontinuum muize byt bud’
ve stavu pevném, kapalném nebo plynném. Kapaliny a plyny obvykle oznacujeme jako te-
kutiny. Jednotlivé stavy kontinua se li$i zménou tvaru a objemu pfi pisobeni vnéjsi sily. Pev-
na latka neméni svij tvar ani objem, pouze se deformuje, kapalina méni tvar, ale neméni
témer svij objem, plyn méni tvar i objem. Mezi vyjmenovanymi stavy latky vSak nelze stano-
vit ostré hranice. Problémy, které mechanika kontinua fesi, jsou napiiklad

e deformace,

e pohyb tekutin,

e viInéni (Sifeni vin v prostredi, akustické viny).
Vsechny zakony klasické mechaniky, s kterymi jsme se zatim seznamili, plati i pro kontinu-
um. Plati Newtonovy zakony i Newtonlv gravitac¢ni zékon.

Model kontinua vychazi z predstavy spojité rozprostiené hmotnosti. V urcitém ¢asovém oka-
mziku charakterizujeme pohybovy stav kontinua tak, ze naméfime napiiklad v bod¢ A o po-

lohovém vektoru 7, elementarni hmotnost dm=dm(F,), rychlost ©=3(F,), zrychleni
a = a(r,) avbodé B o polohovém vektoru 7, elementarni hmotnost dm = dm(FB) , rychlost
v="0(I;), zrychleni & = &a(r;). VSechny veli¢iny, v, a, i dalsi, jsou na rozdil od soustavy

hmotnych bodu, kde nabyvaly diskrétnich hodnot pro jednotlivé hmotné body, zobrazeny spo-
jitymi funkcemi z hlediska polohy. Celkovou hmotnost télesa vyplnéného spojit€ rozprostie-
nou hmotnosti musime, jak jiz bylo feceno v kap. 3, stanovit integralem

m= J. dm ,
(M)

kde integrujeme ptes celé téleso. V pifipadé soustavy hmotnych bodl ptechazi integral
V sumaci pres diskrétné rozloZzené¢ hmotné body, m = Zmi .

Pouzijeme-li pro spojité prostiedi pfi vypoctu hmotnosti integralni vztah, mizeme vSechny
znam¢é vztahy pro parametry soustavy hmotnych boda pfepsat na vztahy platné pro téleso se
spojité¢ rozprostienou hmotnosti (nékdy budeme pouzivat zkraceny vyraz spojité téleso).
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Vztah pro polohu hmotného stiedu soustavy miizeme jednoduSe zménit na vztah pro vypocet
polohového vektoru hmotného stiedu télesa se spojité rozprosttenou hmotnosti, ktery ma tvar

Fs:%ffdm ,

kde r je polohovy vektor hmotného elementu dm. Pro rychlost hmotného stiedu télesa plati
relace

a pro zrychleni

a =

S

%Iédm,

kde v, @ jsou rychlost, zrychleni hmotného elementu dm.

Dalsi vztahy pro spojité téleso, které jsou ekvivalentni vztahim zavedenym pro soustavu
hmotnych bodd, mizeme napsat 1 pro dalsi veliCiny, napf. hybnost, moment hybnosti, mo-
ment setrva¢nosti. Moment setrvacnosti je pro téleso spojit€ vyplnéné hmotnosti definovan
vztahem

I =jr2dm : (4.1)

kde r je vzdalenost hmotného elementu dm od osy otaceni a integraci provadime pies celé
téleso.
Pro té€leso se spojité rozprostienou hmotnosti zavadime veli¢inu hustota vztahem

o= lim Am _dm (4.2)
av-0 AV dV

V limitnim pfiblizeni nesmime ptekrocit pfi zmenSovani AV jisty kriticky rozmér, ktery je
srovnatelny se vzdalenostmi mezi molekulami. Pro mensi vzdalenost by se jiz projevila mi-
kroskopicka stavba kontinua s jeho nespojitostmi. Z makroskopického hlediska, které teorie
kontinua pouziva, bude vsak element dm, s kterym budeme pracovat, dostate¢né maly a pii-
tom bude obsahovat zna¢né mnozstvi molekul nebo atomd. Hmotné elementy dm a jim odpo-
vidajici objemové elementy dV budeme pro jednoduchost ¢asto nazyvat hmotné body, even-
tudln¢ materialové body.

Ve fyzice kontinua je vhodné pracovat s hustotami veli¢in. Hustota veli¢iny charakterizuje
hodnotu veli¢iny odpovidajici ur¢itému objemovému elementu kontinua. Hustota obecné ve-
li¢iny B, ozna¢me ji BH, se zavadi vztahem

. AB
B, = lim -5 43
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kde AB je mnozstvi veli¢iny B obsazené v objemu V (nebo pisobici na objem V). Hustoty
veli¢in jsou obecné funkci ¢asu a polohy, B, =B, (I',t).

Pro popis kontinua mtizeme obecné pouzit dvoji ptistup:

1) Vybrat si v kontinuu individualni bod (maly objem) a sledovat jeho drahu, rychlost a
zrychleni. Tento postup navrhl Lagrange, a nese proto jeho jméno.

2) Vybrat si pevny bod v prostoru a sledovat, jak se v tomto pevném misté v prostoru méni
rychlost a zrychleni spojitého prostiedi, tj. prostiedi, které do n&j pfitéka a odtéka. Na
tomto principu je zalozena Eulerova metoda.

Lagrangeova metoda popisu kontinua je zaloZena na sledovani jednotlivych (individualnich)
bodi. Pro kazdy materialovy bod stanovime jeho materidlové (Lagrangeovy) soufadnice
X X,, X; (souradnice X, X,, X; jsou ekvivalentni dfive pouZivanym soufadnicim X, Y,
Z a pouzivaji se Casto kvili prehlednosti zapisu) v né¢jakém vychozim okamziku a sledujeme,
jak se tyto soufadnice v Case méni, tj. nabyvaji hodnot X, X,, X, kter¢ jsou v Case promé&nné.
Pohyb materialového bodu je popsan obecné rovnicemi typu

X = Xl(Xl’ X2' Xs’t)
X, =X, (X, X,, X5,1) (4.4
Xy = X5 (X, Xy, X5,1) .

Pomoci Lagrangeovych soutadnic mizeme popisovat zmény vSech veli¢in charakterizujicich
kontinuum, napf. hustoty, teploty apod. Teplotni pole v kontinuu bude popsano rovnici typu

T=T(X,, X,, X;,t) . (4.5)

Jestlize polozime t = konst, odpovida to pfipadu, kdy v urcitém ¢asovém okamziku zmé&time
teplotu ve vSech materidlovych bodech soucasné (v bodech o riznych soufadnicich
X,, X,, X;) a dostaneme tak prib¢h teploty v celém objemu uvazovaného kontinua. Budeme-

li sledovat prubéh teploty (méfit teplotu) v jenom urcitém materialovém bodé€, pak rovnice
(4.5) zobrazuje zmény teploty v ¢ase v ur¢itém misté kontinua.

Mezi soufadnicemi X, X,, X, a soufadnicemi X,, X,, X, existuje jednozna¢né pfifazeni které
znamend, ze kazdému bodu o soufadnicich X, X,, X, odpovida jeden bod se souradnicemi
X X5, X5, @ Proto zadny bod kontinua se v pribéhu ¢asu nemiiZe ztratit ani noveé objevit. M-

me tedy dva soubory soutadnic vystupujicich v rovnicich (4.4), (4.5), které se 1isi tim, Ze jsou
naméfeny v riznych ¢asech. Mlizeme proto zavést dvé soutadnicové soustavy, jednu pevnou
nepohyblivou, ve které méfime soufadnicemi X, X,, X, a druhou, kterou obvykle spojujeme

pevné s materidlem (soufadnicové osy naptiklad vlozime do hran elementarni krychle umisté-
né v materidlu), a v této materiadlové (Lagrangeov¢) soustavé métime soufadnice X, X,, X,.
Jestlize budou probihat deformaéni zmény v materialu, budou mit za nasledek i1 deformaci
této soustavy pevné spojené s materidlem a sledovani pohybového stavu soustavy bude dosti
obtizné.

Pfi Eulerové metodé je zékladem nehybny pozorovatel, ktery sleduje neptetrzité pohyb kon-
tinua. Z jeho hlediska je nutné definovat pevnou soustavu soufadnic, ve které by mohl méfit
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soutfadnice jednotlivych materialovych boda kontinua. Za tuto soustavu mizeme zvolit napfi-
klad soustavu, ve které jsme pii Lagrangeové metod¢ méfili soutadnice X, X,, X,. Takto zave-
dené soutadnice nazveme Eulerovy. Protoze mizeme vztahem (4.4) ptejit od soufadnic La-
grangeovych k Eulerovym, mtizeme také veli¢iny charakterizujici kontinuum vyjadfit jako
funkci Eulerovych soutadnic a vztah (4.5) piepsat do tvaru

T =T(X, X%, %, 1) . (4.6)

Lagrangeovou metodou sledujeme zmény polohy pohyblivych bodt, Eulerovou metodou
zménu polohy nehybnych bodu.

4.2 Kinematika kontinua

V kapitole mechanika hmotného bodu jsme pro charakterizovani pohybového stavu hmotného
bodu zavedli veli¢iny polohovy vektor, okamzita rychlost a zrychleni. Zjistili jsme, Ze hodno-
ty téchto veliin zavisi na volbé referen¢niho (soufadnicového) systému. Kontinuum, jak
jsme uvedli, mizeme popisovat dvojim moznym zpusobem, Lagrangeovym a Eulerovym, a
mame proto na vybér mezi dvéma riznymi soufadnicovymi soustavami. Ukazeme, jak se pro-
jevi vliv vybéru soufadnicového systému na ¢asové zméné urcité fyzikalni veli¢iny.

Pozorovatel v Eulerové systému soufadnic (pevné spojeny s nehybnou v prostoru soustavou
soufadnic) namé&fi napiiklad zménu teploty, dané vztahem (4.6)) v malém ¢asovém intervalu
At (At = 0) v nehybném bodé A, ktery ma v této pevné soustavé polohovy vektor T,. Caso-

va zména teploty méfena Eulerovym pozorovatelem v bodé A je rovna

lim T(t+At)-T(t) _g
A0 At ot

4.7)

Tato ¢asova zména teploty méfend v uréitém misté se oznacuje jako lokalni ¢asova zména
(lokalni casova derivace).

Lagrangeuv pozorovatel méti také ¢asovou zménu teploty v urcitém bodg, ale je pevné spo-
jen se soufadnicovou soustavou, ktera se pohybuje rychlosti proudéni o ¢astic kontinua. MEfi

naptiklad ¢asovou zménu teploty v bodé B s polohovym vektorem ﬁB , ktery v Case t splyval

s bodem A (1, = ﬁB), ale vzdaluje se od ného rychlosti 7, takze v ¢ase t+ At je v poloze o
v At dale. Lagrangeuv pozorovatel proto s¢ita dvé ¢asové zmény: zménu lokalni, kterou za-
znamena rovnéZz Euleriv pozorovatel v nehybném bodé A (vztah (4.7), a zménu zpisobenou
posunem bodu A rychlosti o do nové polohy, kde mize byt jina teplota. Tato druha zména
spojend s pohybem kontinua, se nazyva konvektivni ¢asova zména a mizeme ji vyjadfit pro
jakykoliv bod kontinua obecnym vztahem

lim £: lim £A_X1+ AT Ax, + AT AX3): (0-gradT) , (4.8)
A0 At A0 TAX AT AX, AL AX; At
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kde predpokladame, ze teplota T zavisi na poloze bodu s polohovym vektorem r, ktery ma
dx, dx,
sloZky X, X,, X, a Ze slozky rychlosti ¥ jsou Xl —
dt ' dt ' dt
Casova zména teploty méfend Lagrangeovym pozorovatelem, nazyvana materialova ¢asova
zména (materidlova Casova derivace) je soucet lokalni a konvektivni zmény a plati pro ni
vztah

dT oT
—=—+4(v.gradT 4.9
dt ot (0.9 ) (49)

Tento vztah miZzeme zobecnit pro jakoukoliv fyzikalni veli¢inu.

Kontinuum ma dv¢ zakladni kinematické vlastnosti: miiZze se pohybovat a mize se deformo-
vat. Pohyb mizeme sledovat tak, Ze si vybereme néjaky materidlovy bod, pouzijeme Lagran-
geovu metodu, a sledujeme jeho trajektorii. Pohyb kontinua je pfi tomto popisu uréen mno-
zinou vSech trajektorii. Dal$i popis, ktery se rovnéz pouziva, je Euleriv popis pomoci
proudnic, car, jejichz te¢ny v kazdém bod¢é maji smér rychlosti proudéni o v tomto misté.
Proudnice a trajektorie obecné nesplyvaji. Body trajektorie jsou dany polohami hmotného
bodu, zatimco proudnice je vazana na rozlozeni rychlosti o V prostoru v daném casovém
okamziku. Ktivky splyvaji pouze v ptipadé stacionarniho (ustalené¢ho) proudéni.

mvu—

divo#0

rotov#0

Obr.4.1a Obr.4.1b

Proudnice mohou vznikat i zanikat (obr. 4.1 a). Jejich piirustek nebo tbytek charakterizuje
skalarni veli¢ina divergence rychlosti, zapisovana symbolem divo . Pro divo plati

divi=V-3, 5=0(X,%,X;) ,
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= , , " 0o 0 0 . S
kde V je vektorovy operator o slozkach —, —, — . Divergence vektoru o, piSeme sym-
OX, OX, OX,
bolem divd, je tedy skalarni veli¢ina definovana jako skalarni sou¢in operatoru V a vektoro-
vé funkce o . Tuto operaci zapiSeme vztahem
v, 00,  Ov,

divo = —
oX OX, OX,

Je-li divo=0, je pocet proudnic v elementarnim objemu konstantni, stejny pocet proudnic do
objemu vstupuje jako vystupuje. Je-li divo =0, pak uréity pocet proudnic v objemu vznikne
nebo zanikne. Tato podminka definuje, ze proudéni je zFidlové, coz je patrné z obr. 4.1a.

Jestlize néktera proudnice ma tvar uzaviené kiivky, jedna se o proudéni virové , které je zob-
razeno na obr. 4.1 b. Existence virt je charakterizovana vektorovou veli¢inou rotace rychlos-
ti, piSeme roto. Rotace vektoru o je definovana relaci

roto =V xo ,
coZ je vektorovy soudin operatoru V a vektorové funkce, v nasem piipadé 5=2 (%, %,,%,).
Slozky vektoru rotov uréime podle pravidel vektorového nasobeni. Pouzijme z mechaniky
znamy vztah pro okamzitou rychlost o obecného pohybu skladajiciho se z translacniho a ro-
tacniho pohybu o= o, +(@xT) a aplikujme na néj operaci rotace

rot =rot o, +rot(woxr) ,

kde v, je okamzita rychlost translaéniho pohybu a @, I jsou charakteristiky napiiklad kru-

hového pohybu, ktery vykondva hmotny element.

V prvnim ¢lenu na pravé stran€ rovnice lze zaménit potadi casové derivace (okamzita rychlost
je Casova derivace polohového vektoru) a operace rotace. Vzhledem k tomu, ze rotace polo-
hového vektoru je vzdy rovna nule, je tento ¢len nulovy. Z druhého ¢lenu a po upravé dosta-
neme

roto=2w (4.10)

Podminka nevirovosti roto =0 je totozna s podminkou, aby se element kontinua pohyboval
pouze translacnim pohybem.

Doposud jsme se zabyvali kinematickym popisem pohybu kontinua a vyhybali jsme se pojmu
deformace. Vénujme se nyni popisu pohybového stavu, ktery je disledkem deformace.

Zvolme si v deformovatelném télese individualizovany bod, jehoz poloha je popsana poloho-
vym vektorem R . Pfedpokladejme, e dojde k deformaci t&lesa (tvar a velikost se zméni) a

pritom se bod s polohovym vektorem R se posune do mista o polohovém vektoru F . Rozdil
polohovych vektorii bodu po a pted deformaci, ktery popisuje posunuti bodu a soucasné cha-
rakterizuje deformaci, oznac¢ime jako vektor posunuti.
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Plati pro né&j relace
u=r—-R, (4.11)
kterou miizeme psat ve slozkach
u=x-X, 1=123.

ProtoZe kazda nova poloha bodu je funkci jeho piivodni polohy, mizeme také vektor posunuti
libovolného bodu (na zaklad¢ dosazeni do vztahu (4.11)) popsat jako funkci ptuvodni polohy
pied deformaci. Pro vektor posunuti pak plati funk¢ni vztah

i=f(R), (4.12)

ktery popisuje deformaci kteréhokoliv bodu kontinua, tj. jeho posunuti béhem deformacniho
procesu. Pro vektor okamzité rychlosti miizeme pak s pomoci vztahu (4.11) psat novy vztah

. dr du
Gl

_au 4.13
dt  dt (.13

protoze materidlova derivace R podle Casu je rovna nule.

Zatim jsme se zabyvali Lagrangeovym zplsobem popisu vyvoje polohy hmotného bodu. Mii-
zeme ale pouzit Eulerovu soustavu. Pak je poloha bodu pfed deformaci urcena polohovym
vektorem r a po deformaci se zméni na ' a pro vektor posunuti plati vztah

u=r-r (4.14)
nebo analogicky se vztahem (4.11) slozkové rovnice
U =X —X .

Eulertiv zptisob popisu dovoluje jednoduse definovat jeden ze zakladnich parametrti defor-
macniho procesu, veli¢inu relativni prodlouZeni. Jestlize se pti deformaci prodlouZzi napfti-
klad délka télesa z pivodni délky | na délku ', je relativni prodlouzeni ¢ definovano vzta-
hem

Zajiméame-li se o deformaci elementarniho objemu materidlu AV , ktery bude protahovan ve
sméru osy X, tak, ze jeho pivodni délka se zméni z AX, na Ax; =AX +Au,, pak pro ¢, plati
vztah




kde jsme relativnimu prodlouzeni Au, pfifadili index 1, protoZe popisuje zménu rozméru ve
sméru X, . Podrobnéji se budeme zabyvat deformacemi v nasledujicim odstavci.

4.3 Dynamika kontinua

V piedchozim odstavci jsme kontinuum popsali kinematicky bez ohledu na pficiny plisobici
zmény jeho pohybového stavu. Sily, které ovliviiuji pohybovy stav kontinua, mizeme rozdélit
podle vzdalenosti na kterou ptisobi, na sily kratkého a dlouhého dosahu. Sily kratkého do-
sahu jsou molekularni sily a omezuji svoji piisobnost pouze na nejblizsi molekuly. Jejich
rychlost $ifeni je proto omezena. Budeme-li na povrch télesa plisobit néjakou silou kratkého
dosahu, bude ovliviiovat pouze molekuly v povrchové vrstvé, a proto takové sily budeme na-
zyvat povrchové. Patii mezi né¢ naptiklad tlakova sila nebo tteci sila. Povrchové sily ovSem
ve svém disledku zplsobi, Ze molekuly z povrchu budou opét silami kratkého dosahu ovliv-
novat dalsi vrstvy molekul, takze ucinek povrchové sily se rozsiii. Podle principu akce a reak-
ce bude v povrchu materialu vznikat jako reakce sila, ktera se bude §ifit i dovnitf télesa a bude
se snazit uvést téleso opct do stavu rovnovahy. Tato sila se obvykle nazyva vnitini povrcho-
va sila. Existuje-li v daném t€lese stav rovnovahy sil, pak v kazdém misté libovoln¢ uréeného
povrchu se vnéjsi povrchova sila co do velikosti rovna vnitini povrchové sile.

Sily dlouhého dosahu nazyvame také objemové, protoze se §ifi v podstaté nekonecnou rych-
losti a ptisobi najednou na vSechny ¢astice (cely objem) v daném télese. Prikladem téchto sil

mohou byt sily gravitacni, elektromagnetické, ale i1 setrva¢né a Coriolisova sila.

Zvolme v télesu elementarni kvadr o délce hran Ax, AX,, AX,, ktery je na obr. 4.2. Pro objem
kvadru plati AV =Ax; AX, AX,. Hrany kvadru jsou rovnob&zné se sméry soutradnicovych os.
Plochy stén kvadru ozna¢me podle sméru kladné normadly k ploSe. Plati pro n€ vztahy

AS, =AX, AX,, AS,=AX AX,, AS,=AX AX, . (4.15)

X,

AS

/ Ax,

AS,

AS,— | -

Obr. 4.2
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Jestlize na elementarni kvadr bude ptisobit povrchova sila AP , mizeme vy3etfovat jeji piiso-
beni na jednotlivé elementarni plosky AS . Zavedeme veli¢inu p vztahem

AP dP

= = 4.16
AS dS (4.16)

p=Iim
Vektorova veli¢ina p ma vyznam tlaku (nebo napéti) a je to vlastné sila pasobici na plochu.
Vektor napéti p v daném misté zavisi na orientaci plosky AS vzhledem ke sméru ptisobici

sily, ma tedy tu vlastnost, Ze v pfipad€ zmény orientace plosky bude vektor napéti obecné
jiny. Nastane-li v télese rovnovaha sil, pak v kazdém bod¢ kontinua se vné&jsi povrchova sila
(az na znaménko) rovna vnitini povrchové sile. Souhrn vSech vektorii napéti charakterizuji-
cich pusobeni sily v ur¢itém bod¢ danych vztahem (4.16) vytvaii stav napjatosti v tomto bodé.

Zabyvejme se nyni plisobenim slozky sily AP, ve sméru osy X, na elementarni kvadr.
V kartézském systému soutadnic staci, kdyz vySetfime plsobeni sily ve tfech nezavislych
smérech X, X,, X;.

Slozka sily AP, mtze pusobit celkem Sesti riznymi zplsoby (na Sest stén kvadru), a to na
plochu AS; ve sméru normaly (na ob¢ protilehlé plochy) a podobné na plochy AS, a AS; ve
sméru tecny, coz je znazornéno na obr. 4.3.

| | — |
| | |
| ‘ :
S A A
I rd //
Vd rd
gy Oy O3
Obr. 4.3

Vratme se nyni ke vztahu (4.16), ktery mtizeme rozepsat jako tfi slozkové rovnice. Pro sloz-
ku 1 Ize psat

p, = lim —= (4.17)

Napéti vSak obecné zavisi na orientaci plosky AS vzhledem k ptlsobici sile, a proto je tieba
rozlisovat mezi napétim na rznych sténach kvadru (AS, AS,, AS,), které je obecné riizné.
Z tohoto diivodu je nutné pro rozliseni napéti pouzivat podrobnéjsi oznaceni. Pro uplny popis
napjatosti v ur¢itém bod¢ sta¢i zadat tii velikosti vektorti napéti odpovidajici tiem vzajemné
kolmym normalovym vektoriim ke tfem plocham uvazovaného elementarniho kvadru. Kazdy
z t€chto vektori ma tii slozky ve sméru soufadnicovych os X,,X,, X;. Jednotlivé slozky tlaku

(napéti) budeme nadale oznacovat symbolem o , které opatifime dvéma indexy.
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Veli¢ina o, , slozka vektoru napéti, bude naptiklad definovana relaci

o, = lim 20 (4.18)
AS, >0 ASZ

Pouzivame dva indexy. Prvni index udava smér kladné normaly plosky, na kterou ptisobi sila,

druhy index urcuje slozku ptuisobici sily.

- 0y, jepodle této tmluvy normalové napéti vyvolané silou AP, vzhledem k plose AS,,
0, , 03 jsou te¢na napéti sily AP, plsobici na ploSkach AS, | AS,.

Ptipady, kde vznikd normélové, eventualné te¢né napéti jako diisledek plisobeni sily ve sméru

0sy X,, jsou na obr. 4.3.

Pro slozku sily AP, dostavame celkem tii rizna napéti o,, , 0,, , 03, .

Pro slozku sily AP, dostdvame obdobné o, , 0, , 0.

Méme tedy celkem devét slozek vektoru napéti, které dohromady tvofi tenzor druhého tadu.

Obecné 1ze kteroukoliv slozku vektoru napéti vyjadfit jednoduchym vztahem

o = lim 20 kdei k=1 2,3. (4.19)
AS,—0 Ask

Vnitini napéti se uplatfiuji pfi riznych jevech v kontinuu. Budeme pracovat s témito druhy
vnitinich napéti:

o elasticka napéti — jako odezvy materialu pfi deformacnich procesech,

e vazka napéti — vnitini tfeni kapalin, odezva na posouvani jednotlivych ¢asti materialu
vuci sobé,

o statické tlaky — v kapalin¢ nazyvané hydrostatické tlaky.

Vratme se nyni k problému stanoveni vnitini povrchové sily ze zndmych vnitinich napéti.
Slozku sily AP, miizeme vypocitat pomoci vztahu (4.19), a to prostiednictvim napéti ptisobi-

cich na jednotlivé stény kvadru a integraci ptes plochy stén. Jsou-li napéti vzdy na celé ele-
mentarni ploSce stejnd, (coz mizeme predpoklédat), potom integraci nahradime pouhym sou-
¢inem napéti a velikosti plochy. PouZijeme vztah

AP, = (0, — 0,)AS, + (0, — 0,)AS, + (0, — 0,)AS, , (4.20)
kde carkovana napéti jsou napéti na odlehlych ploskach (posunutych proti pocatku o délku

stény kvadru, tj, o AX ,AX,,AX;). Zaved'me nyni, v souhlase se vztahem (4.3) novou veli¢inu,

hustotu povrchové sily f vztahem

f=lim— . (4.21)
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Pro jeji slozku f, plati

£ = tim 2R jim AR (4.22)
WSOAV 860 AXAS,

Limitni pfiblizeni znamend, Ze hustotu sily pocitime v malém objemovém elementu, jehoz
rozméry se blizi k nule. Jestlize dosadime do vztahu (4.22) ze vztahu (4.20) a napiSeme pouze
prvni ze tfi vyrazll na pravé stran¢ rovnice, mizeme tento vyraz dal upravovat

lim (01, —0yy) AS, — lim Su—"%u
AV —0 AV Ax—0 AX1
piesnéji
— lim on (% =A%) —0y,(x =0) _ doy .
Ax -0 AX, 0%,
. . w x ‘ 00y 00y
Analogicky i pro dal$i ¢leny dostaneme vyrazy —=,—= .
OX, 0X,

Dosazenim vypoétenych vyrazii do vztahu (4.22) dostaneme pro slozku f, vyjadieni

oo,, Oc oo
9% Y9 , Y9

f
Loox, ox,  ox

: (4.23)

kde f, je x1 slozka hustoty povrchové sily. VSechny slozky hustoty sily vyjadiime jednou
rovnici

£=y%% k123, (4.24)
. OX,

Rovnice (4.24) je zkraceny zapis tii rovnic pro slozky hustoty povrchové sily vyjadiené po-
moci tecnych a normalovych napéti.

Vnitini elasticka napéti jsou reakci pruzného prostiedi na sily, které plisobi deformaci. Static-
ké tlaky maji v kazdém bodé elementarniho objemu AV stejnou hodnotu. Jsou kolmé na po-

vrch uvazovaného objemu (obr. 4.4) a miii dovniti (opaény smér nez napéti).

P =-0y
i pP=-0,
P 05
Obr. 4.4



Pro staticky tlak plati rovnice

—P=0,,=0,=0g

Z rovnice (4.24) vyplyva jednoduchy vztah

f__9P
0%,
f=—gradp .

Nyni se budeme zabyvat vznikem deformace materialu.

V piipad¢ namahani materialu na tlak nebo tah dojde ke zméné délky (obr. 4.5).

Ax Au

Ax!

Obr. 4.5

(4.25)

Necht’ elementarni objem materialu je protaZen plsobici silou ve sméru osy X, z pivodni

vow v

délky Ax, na Ax;, kde Ax—Ax, =Au,. Tento ptipad jsme jiz fesili pfi popisu kontinua. Pro

- . y . . . Au,
relativni prodlouzeni & ve sméru X, jsme psali relaci ¢ :A—, ktera v limitnim piiblizeni

. ou y . - "y . . .
piejde do tvaru & =—= . Obecné lze zavést relativni prodlouZeni & v kterémkoliv sméru jako

00X,

muizeme nyni pepsat do tvaru

a obecné

o, —E%
OX,

O-II :E%
oX
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ou, . .
& =—- . Znamy tvar Hookova zakona p =E &, kde E je Youngiv modul pruznosti v tahu,

(4.26)



Podobné vztahy bychom mohli napsat pro te¢na napéti a smykovou deformaci, a to

o, =G % , (4.27)

kde G je modul pruznosti ve smyku.

4.4 Objemové sily

Kromé povrchovych sil, které jsou silami kratkého dosahu, uplatiiuji se v kontinuu objemové
sily, které piisobi soucasné na cely objem. Jsou to sily dlouhého dosahu. Mezi tyto sily patii
napiiklad gravitacni sily.

Objemové sily popisujeme jako silové pole vektorem F v kazdém bodé& prostoru a &ase
F = F(F,t). Na element kontinua AV hmotnosti Am s polohovym vektorem F piisobi
v Gase t sila AF(F,t). Casto je vyhodng&jsi popisovat silové pole intenzitou pole K, pro kte-
rou plati

Kﬁiy:mnéEgﬁl,

Am—0 AMm

(4.28)

silou vztazenou na jednotku hmotnosti. Vztahneme-I1i silu k jednotkovému objemu, dostane-
me hustotu sily. Pro hustotu sily f (r',t) plati defini¢ni vztah

kde indexem 0 vyznacujeme, Ze se jedna o hustotu objemovych sil (na rozdil od povrcho-
vych).

Hustotu sily jsme jiz zavedli vztahem (4.21) pro povrchové sily. Jestlize si uvédomime, ze
podle (4.2) je dm=p dV , pak po dosazeni do vztahu (4.28) dostaneme relaci mezi hustotou

objemové sily a intenzitou pole ve tvaru

fi=pK . (4.29)

Kdyz aplikujeme vztahy mezi hustotou sily a intenzitou na tihové pole a uvédomime si, Ze
intenzita tihového pole K =, pak plati pro hustotu sily

fi=pg . (4.30)

Jestlize ma byt tuhé (deformovatelné) téleso v rovnovaze, musi byt nulova vyslednice vnéj-
Sich sil a i vysledny moment sil.
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Proto s pouzitim rovnice (4.24) pro povrchové sily a rovnice (4.30) pro objemové sily dosta-
vame jako podminku rovnovahy tfi slozkové rovnice

z%+ f,=0, k=123. (4.31)
OX,

k

Z druhé podminky rovnovéahy (vysledny moment sil je nulovy) plyne, ze tenzor napéti je sy-
metricky tenzor. Tuto podminku ale nebudeme fesit, nebot’ matematicky aparat, ktery je na
feSeni potfeba, neodpovida rozsahu téchto skript.

4.5 Priklady ke kap. 4

Priklad 4.1
Do prazdné svislé Sachty 900 m hluboké mame spustit ocelové lano tak, aby se pravé dotyka-
lo dna. Hustota oceli je p=810°kg-m™>, modul pruznosti pouzit¢ oceli je
E =2-10" N-m™, mez pevnosti oceli o,, =3-10° N-m™.
Vypocitejte:
a) jakou délku lana musime zvolit, aby se po protazeni prave dotklo dna,
b) jakou maximalni délku mtze mit lano, aby nedoslo k jeho pietrzeni pii spusténi do
Sachty.

ReSeni:
a) Prodlouzeni lana se fidi Hookovym zakonem. Pro prodlouZeni ¢asti lana dy vzdalené
od horniho konce lana o y vlivem vahy zbyvajici ¢asti lana plati vztah

d(Al)= é(lo_y%dy, kde S je prifez lana.

ly 2
Pro celkové prodlouzeni plati Al = é I (I, - y) pady = % Jolo]
0

E

Al=1-1,

2
Lpdl -1, = p_g|02 +1l,—1 =0, feseni této kvadratické rovnice ma tvar
2 E 2E

2

l, = —£+ (EJ +2—EI , po dosazeni ziskame vysledek

r9 \\pg) pg

11 1 2 11

l, =— 23'0 + 23'0 + 22310 =899,841m

8-10°-9,81 8.10°-.9,81) 8-10°-9,81

Musime zvolit délku lana o 15,9 cm mensi, nez je hloubka Sachty.

b) Pro mez pevnosti materidlu lana plati vztah o, = % = Slms_pg =pl 0,
8

,=n =310 355 6m.

prg 8-10°-9,81
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5. VInéni

5.1 Elastické viny, vinova rovnice

Jestlize vychylime urcity element kontinua (hmotny bod) z rovnovézné polohy (napiiklad
uderem), bude se vzniklé elastické napéti snazit o navrat bodu nazpét. Uvazujme pro jednodu-
chost jednorozmérny piipad bodové fady, v které rozkmitadme pravé prvni bod. Rozruch se
bude Sifit dal fadou urcitou rychlosti, takze jednotlivé elementy bodové fady budou kmitat
s urCitym zpozdénim. Prostfedim se zacne Sifit elasticka vina. Budeme pro jednoduchost
piedpokladat (ackoliv tato podminka je ve skute¢nosti velice zfidka piesné splnéna), ze jed-
notlivé body budou vykonavat harmonické kmity. Jestlize vychylky bodii budou probihat ve
sméru Sifeni rozruchu, body se budou zhustovat a zifed'ovat, coz bude doprovazeno zménou
tlaku v prostiedi. Rikame, Ze vznikne podélné vinéni. Hmotné body se mohou vychylovat
Z rovnovazné polohy nejen ve sméru Sifeni rozruchu, ale také ve sméru na n€j kolmém. VIng-
ni, charakterizované vychylkami, které se dé€ji napfi¢ sméru Sifeni, se nazyva priéné vinéni.
Jednotlivé elementy pruzného prostiedi jsou v takovém piipadé naméhany na smyk.

Vychylky hmotnych bodi jsou obecné funkci €asu a polohy hmotného bodu (elementu), a pro
okamzitou vychylku libovolného bodu muzeme obecné psat, ze u=u(r,t). Okamzitad vy-
chylka hmotného bodu bude zaviset na jeho vzdalenosti od mista buzeni rozruchu a na oka-
mziku, v Kterém budeme vychylku zaznamenavat. Jestlize se vinéni naptiklad $ifi ve sméru
osy X1 s vychylkou rovnéz ve sméru osy Xi, pak okamzita vychylka i-tého elementu bodové

fady je funkci U, =u, (Xl,t) . Pohyb prvniho bodu bodové fady, ktery zacal kmitat v okamziku
t = 0, mizeme popsat rovnici
u, (X, =0)=ugsinat , (5.1)

kde u,, je maximalni vychylka (amplituda vychylky) kmitu.
Vychylky se §ifi podél osy X1 bodovou fadou tak, Ze do bodu ve vzdalenosti X;; dorazi za Cas
t.. Pro tento bod mtizeme rovnici (5.1) upravit do tvaru

U, (%) =Ug, Sin o(t—t;) , (5.2)

Xi . .
kde t, =, ¢ je rychlost, kterou se §ifi faze vInéni. O fazové rychlosti ¢ budeme piedpokla-
C

dat, ze je konstantni. Po dosazeni za t; mizeme rovnici (5.2) ptepsat do tvaru

ul(xli)zumsina)(t—%j

a pro bod ve vzdalenosti X; V obecném tvaru

U, (X,) = Ug, Sin w(t—%) : (5.3)
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. . X .
Analogickou rovnici, pouze se zménou znaménka ¢lenu - v argumentu funkce z minus na
C
plus bychom mohli zapsat vychylku bodu X, jestlize by se rozruch S§ifil v zdporném sméru
osy xi1. Periodicita vzhledem k proménné x, v rovnici (5.3) udava, Ze v bodové fadé se dva
body vychyli se stejnou vychylkou ve stejny okamzik, jestlize jsou vzdaleny o délku x, = 4,
kde A je vinova délka vinéni. (Tato podminka je splnéna i pro jakykoliv celo¢iselny nasobek

vinové délky.) Cas, za ktery se vInéni rozsiti do vzdalenosti rovné jedné vinové délce, je peri-
oda vinéni T. Pro T plati vztah

T=2, 0=Z_271,
f T

kde f je frekvence vinéni.
Po dosazeni do vztahu (5.3) dostaneme dalsi vyjadieni pro okamzitou vychylku ve tvaru

. t
U, = Uy, Sin 27:(? —%) . (5.4)

Nyni si musime uvédomit, ze U; jsou okamzité vychylky bodl z jejich rovnovaznych poloh,
které odpovidaji posunu boda kontinua pii jeho deformaci a pokusime se sestavit pohybovou

rovnici pro element kontinua. Rovnice bude vychazet ze zavislosti okamzité vychylky u na
poloze elementu a Case.

Pro objemovy element AV 0 hmotnosti Am lze psat pohybovou rovnici ve tvaru
Ama=AP_, (5.5)

kde AP oznagili vnitini povrchovou silu pisobici elastické napéti. Analogicky k vztahu
(4.33) plati pro hustotu prostiedi relace

pa=f,, (5.6)

kde fe jsme oznacili hustotu vnitini povrchové sily ptsobici elastické napéti, p je hustota, a

je zrychleni urc¢itého bodu kontinua odpovidajici piisobeni této sily. Vyberme si pro jednodu-
chost ptipad, kdy sila plisobi na plosku AS, kolmou na smér Xi. Pro vzajemnou souvislost
hustoty vnitini povrchové sily f, a slozky napéti jsme odvodili vztah (4.24) v ptedchozi kapi-
tole. Musime si pouze uvédomit, které slozky elastickych napéti je tfeba uvazovat. Normalova
slozka sily ve sméru osy X1 (obr. 5.1) se snazi element AV protdhnout ve sméru této osy.
Vzniklou situaci 1ze popsat vztahem (4.26), ktery uvadi relaci mezi relativnim prodlouzenim a
vzniklym napétim. Tecné sily zptsobuji smykovou deformaci, kterd je obecné popsana vzta-
hem (4.27). Piiklady ucinku normalové a teénych slozek sily pasobici v riznych smérech je
schématicky znédzornén na obr. 5.1.
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s X,
X 3
Obr. 5.1
Pro jednotlivé sméry budou platit pro vnitini napéti vztahy
611=E%, 0'12=G%, 613=G%. (5.7)
X X 0%

Pouzijeme-li relaci (4.24) mezi vnitinim napétim a hustotou sily, dostaneme vztahy pro jed-
notlivé slozky hustoty elastické sily

:%f:%f:%

el ! e2 axl ! e3 8X1

o (5.8)

a po dosazeni ze vztahu (5.7) za napéti dostaneme nasledujici vztahy pro slozky hustoty ve
tvaru

ou,
ox’

o°u o°u
<L f,=6%%, f,=

el 2 92=G

0% 0%

f (5.9)

Dosadime-li ziskané vyrazy za slozky hustoty sily do pohybové rovnice (5.6) a pro velikost
2

zrychleni vyuzijeme vztah a = Fo (konvektivni zrychleni zanedbavame), mizeme napsat tfi

pohybové rovnice (slozkové)
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oy, _ p oy

oxX E ot
o°u o°u
8X122 = g—at; (5.10)
0°u; _ p 0y,
o G ot

Rovnice tohoto typu nazyvame vlnové rovnice. Resenim takovych rovnic (i pro dal§i sméry)
jsou okamzité vychylky dané vztahem

. X;
U =usine| t——L1|,
Ci

kde ¢, je rychlost Sifeni podélnych, eventualné piicnych vIn prostiedim. Jestlize predpokla-
dame Sifeni rozruchu, jak vyplyva z tvaru vlnov¢ rovnice, ve sméru osy X, a dosadime feSeni
pro u, do prvni z rovnic (5.10), vyplyne pro rychlost c, Sifeni podélné viny relace

(5.11)

Rychlosti pticnych vin, které ozna¢ime c,, ¢, odpovidaji vychylkam pti¢ného vinéni ve smé-
rech os Xz, x3) §ificich se ve sméru osy X1 jsou

C,=C, = % . (5.12)

Protoze pro vSechny materialy plati, Ze hodnota modulu E je vét$i nez hodnota modulu G, je
rychlost podélnych vin vétsi nez rychlost pii¢nych vin. V tekutinach je G =0 (nezachova-
vaji tvar i bez ptisobeni sily), a proto se Vv nich §ifi pouze podéIné viny. Pohybova rovnice pro
tekutinu, vzhledem K jejim odliSnym vlastnostem, bude na pravé strané rovnice obsahovat
namisto modulu pruznosti E modul objemové pruznosti K. Na této materidlové konstanté bu-
de také zaviset rychlost vinéni podélnych vin v tekutinach. Elastické viny s frekvenci
Vv intervalu 20 az 20 000 kmitt za sekundu vnimame jako zvuk.

Na zacatku tohoto odstavce jsme jako divod vzniku rozruchu, ktery zplsobil rozkmitani
hmotnych elementd kontinua, uvedli naraz. Zabyvali jsme se tedy vznikem mechanického
vinéni v materidlu. Pro urcity pfipad silového plisobeni jsme napsali pohybovou rovnici a
zjistili jsme, ze jejim feSenim je pravé harmonicka vlna. Pohybovou rovnici jsme proto
oznadili jako vinovou rovnici. VInova rovnice méa vSak mnohem obecnéjsi vyznam. Kazda
veli¢ina, ktera vyhovuje vinové rovnici, ma vinovy charakter. Mize to byt napiiklad teplota,
pak bychom pracovali s teplotnimi vinami, nebo vektor intenzity elektrického pole spolu
s vektorem magnetické indukce, a dostali bychom elektromagnetické viny.
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5.2 Zdroje a vznik vInéni

Zatim jsme se jako modelovou piedstavou zabyvali jednorozmérnym piipadem, kdy se vinéni
oblazku na vodni hladinu se rozruch §ifi po hladin€ vSemi sméry a vznikaji vice méné kruho-
vé viny. Jejich vznik muZzeme v souhlase s Gvahami v minulém odstavei vysvétlit pomoci
zmény tlaku nejdfive v misté vhozeni predmétu a posléze i v jeho okoli. Voda je v centru roz-
ruchu stlacena dolli, coz vzhledem k témét nulové stlacitelnosti vyvola v bezprostfednim oko-
1i malé zvednuti okoli. Vné&jsi sila, tiha, se snazi vychylené elementy kapaliny uvést do pu-
vodniho stavu, coz vyvoléa postupné pohyb kapaliny nahoru a doli. Kmitavy pohyb zasahuje
pouze povrchovou vrstvu vody. Vinéni se §ifi pfi povrchu.

Jestlize je bodovy zdroj rozruchu (vibraci) umistén v prostoru, dojde ke vzniku prostorového
vinéni. Bude-li rychlost Sifeni vinéni ve vSech smérech stejna, vzniknou kulové viny, protoze
Vv kterémkoliv okamziku tvofi mnozina bodl, kam se v prostoru rozsiti rozruch, kulovou plo-
chu. Podminku stejné velikosti rychlosti §ifeni vinéni ve vSech smérech a vSech bodech spliu-
je homogenni a izotropni prosti‘edi.

Plochu, kam se vinéni v ur€itém ¢asovém okamziku rozsiti, oznacujeme jako ¢elo vinoplo-
chy. Podle Huygensova principu mizeme kazdy bod vinoplochy povazovat za elementarni
zdroj vInéni, kolem n¢hoz mizeme vytvaret dalsi jednotlivé vlnoplochy. Mista, mnozina
bodi, kam vInéni dospéje za dalsi Casovy okamzik, je nova vlnoplocha, tvofena obalkou jed-
notlivych elementarnich vlnoploch. Teprve pozdéji Fresnel svym studiem interferencnich
obrazcti vysvétlil, pro¢ se podle Huygensova principu uvazuje pouze vnéjsi obalka vinoploch.
Poznamenejme, ze pro velkou vzdalenost od bodového zdroje se ¢ast ptivodné kulové vino-
plochy stane rovinnou. MiZeme tedy v dostatecné vzdalenosti od bodového zdroje hovofit o
Siteni rovinné viny.

5.3 Vlastnosti vinéni

Pro urcity bod kontinua, o kterém opét predpokladame, Ze kona kmitavy harmonicky pohyb,
muzeme obecnou rovnici (5.4) pro okamzitou vychylku psat také ve tvaru, kterym jsme
v kap. 2 popisovali okamzitou vychylku bodu na pruzing, konajiciho kmitavy pohyb. Uva-

Zujme pohyb ve sméru osy Xi, pak plati ob€ vyjadieni

U, = Uy, Sin(at +¢,)

, t X
u =u,sin2r| ———| .
1 01 (T ﬂj

Porovname-li oba vztahy pro okamzitou vychylku, dostaneme relaci mezi fAzovym posunem
vuci pocatku a vinovou délkou

2
Py = —fxl =—kx , (5.13)

27 . .
kde k = 77[ je vinové ¢islo. Rovnici (5.13) 1ze dale upravit do tvaru
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U, = Uy, sin( et —kx, ) . (5.14)

Jestlize vybereme dva body kmitajici se stejnou frekvenci a stejnou amplitudou, pak pro jejich
vychylky oznacené u,, a U,,, mizeme psat

Uy, = Uy, Sin (ot +¢,)

Uy = U Sin(at +¢,).

Tyto dva body maji v urCitém Casovém okamziku rozdil fazi

(0]
D~ :E(Xu_xlz)
(5.15)

21
D= :7(X11_X12)-

Jsou-li tyto dva body vzdaleny pravé o vinovou délku, pak jejich fazovy rozdil je 2z a body
kmitaji se stejnou vychylkou co do velikosti i sméru. Rikame, Ze jsou ve fazi. Je-li fazovy
rozdil 7, jsou v opaéné fazi. Jejich vychylky jsou sice stejn¢ velké, ale opacného sméru.

5.4 Doppleriiv jev

Dopplertv jev zahrnuje skutecnost velmi dobfe znamou z praktického zivota, ze frekvence
(kmitocet) vinového déje, kterou zachyti pozorovatel, neni totozna s frekvenci vinéni emito-
vaného zdrojem vinéni, jestlize zdroj vinéni a pfijemce se navzajem pohybuji.

Zdroj vinéni je v klidu, pozorovatel se pohybuje.

Piedpokladejme, Ze nehybny zdroj vysila vinéni s frekvenci f;, které se S$ifi smérem
k pozorovateli rychlosti ¢. Pokud je pozorovatel v klidu, je frekvence pfijimanych kmiti
shodna s frekvenci vysilanych kmitt. Plati, ze

c
f,=—.
0 lo
Jestlize se pozorovatel pohybuje smérem ke zdroji rychlosti o velikosti v, pak rychlost, kte-

rou k nému dospéji jednotlivé vlnoplochy, se zv€tsi na ¢+v, a pifjemce zachyti za Casovou

jednotku vétsi pocet kmiti, nez kdyby se nachazel ve stavu klidu. Pro frekvenci vnimanou
pozorovatelem plati relace

f= . (5.16)

Jestlize se pozorovatel priblizuje ke zdroji vinéni, registruje vyssi frekvenci. Jestlize se vzda-
luje, je frekvence niZzsi.
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Zdroj vinéni se pohybuje, pozorovatel je v klidu

Jestlize se zdroj pohybuje rychlosti o velikosti v, naptiklad smérem k pozorovateli, pak vysi-
lané vlna urazi za periodu T nikoliv vinovou délku 4,, ale tuto vinovou délku zmensenou o
drahu, kterou urazi zdroj vinéni za dobu T. Pro vlnovou délku bude platit

A=Jy—0,T =10—7;—Z. (5.17)

0

Pozorovatel, k némuz se zdroj priblizuje, registruje vyssi frekvenci. Jestlize se zdroj vzda-
luje, je registrovana frekvence nizsi. Shrneme-li oba pfipady, ziskame spojenim piedcho-
zich vztahd rovnici pro frekvenci pfijimanou pozorovatelem, jestlize se pohybuje zdroj i
pozorovatel smérem k sobé ve tvaru

f= f, . (5.18)

Pfi odvozovani posuvu pii Dopplerové jevu se micky predpoklada, Zze rychlost zdroje nebo
piijemce je mala proti rychlosti Sifeni vinéni. Jestlize se vSak zdroj pohybuje vétsi rychlosti
nez je rychlost vinéni, pak se neobjevi zadné viny pfed zdrojem, ale vSechny se soustfed’uji do
kuzelu za pohybujicim se zdrojem. K tomuto jevu dojde, jestlize naptiklad urychlena nabita
Castice se pohybuje prostfedim rychleji nez je rychlost svétla v daném prostiedi. Pohyb urych-
lené castice je totiz doprovazen vznikem elektromagnetického vinéni (pro vhodné zvolené
prostiedi mize byt ve viditelné oblasti). Toto emitované zateni, které ve tvaru kuzelu nasledu-
je &astici, se nazyva podle svého objevitele Cerenkovovo.

()

vt

Obr. 5.2

v

Analogicky, podstatné znaméjsi, je ptipad razovych vin. Jestlize rychlost zdroje v je vétsi nez
. . 0 ;o
rychlost vinéni ¢, bude se vIinéni opét opozd'ovat za zdrojem. Pomér — se nazyva Machovo
C

¢islo. Vysvétleni (obr. 5.2) je nasledujici. V okamziku t =0 se zdroj vinéni nachazi v bodé So.

Za Cas t urazi zdroj drahu ot a dosahne bod S. Za tuto dobu dosahlo ¢elo vlnoplochy se stie-
dem v So do vzdalenosti ct. V bodé S je vinéni pravé generovano, a vlnoplocha ma proto
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nulovy polomér. Obalka vInoploch vytvoifena Cely vin v jednotlivych ¢asovych okamzicich je
kuzelova plocha, ktera charakterizuje vytvorenou razovou vinu a plati, Ze

. C
sing=— .
0

Z praxe je znamo, ze razovou vlnu vyvola naptiklad letadlo pohybujici se nadzvukovou rych-
losti a tato vlna se projevi silnym tfeskem. Je to zptisobeno tim, ze rdzova vlna prendsi velké
mnozstvi energie koncentrované do zminéné kuzelové plochy, cozZ je spojeno s okamzitymi
zménami tlaku.

5.5 Interference a princip superpozice

Vv

setkaji dveé vlny, slozi se vjednu vyslednou vlnu tak, Zze hmotny element bude kmitat
s vychylkou vzniklou sloZenim vychylek pfislusejicim jednotlivym vlndm. Tento princip je
nazyvan princip superpozice a plati zcela obecné pro rizné typy vinéni, pficné, podélné,
povrchové na vodni hladiné atd. Je tfeba poznamenat, ze platnost principu superpozice je
podminéna splnénim dilezité podminky linedrniho vztahu mezi pisobici silou a vychylkou
(posunutim hmotného elementu).

Aplikujme nyni princip superpozice na dvé vinéni §itici se ve sméru osy X1 se stejnou frek-
venci a amplitudou vychylky, ale riznou fazi. Superpozici vice vin v tomtéZ misté prostoru

nazyvame interference.

Interference vinéni stejnych frekvenci, stejné amplitudy vychylky, liSicich se fazi.
Okamzité vychylky kmitajicich bodi v bodové fadé popiSeme rovnicemi

U, = U, sin (ot —kx,) (5.19)
U, = U, sin (ot —kx, —®@). '

S vyuZitim principu superpozice miizeme pro vyslednou vychylku kteréhokoliv hmotného
bodu v bodové fadé napsat vztah

u=u+u, .

Pouzijeme—li jednoduchy matematicky vztah pro soucet goniometrickych funkci, dostaneme
po dosazeni za U, aza U, vyraz

u=2u, cos%sin(a)t—kxl—%] : (5.20)

Vysledkem superpozice je vinéni se stejnou frekvenci a vinovou délkou, jakou mélo ptivodni

vinéni, ale s amplitudou vychylky, kterd zavisi na hodnoté fazového posuvu ER Jestlize
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® =0, pak COS% =1 a amplituda vychylky vysledného vInéni bude nejvétsi (obr. 5.3 a). VI-

ny jsou ve fazi. V tomto piipadé je amplituda vychylky vysledného vinéni v kazdém misté
(pro kazdy element bodové fady) dvojnasobna.

u

u u u, u

u u

T X X X

Obr. 5.3

Tento vysledek mlzeme zapsat obecngji, Ze

CcoS %‘ =1, jestlize ®=0,2x,4z, nebo
® =2kr,kde k=0,1,2.
Je-li naopak COS% =0,je ®=x,37, ®=(2k+1)x,je vysledna amplituda vychylky nulova

(obr. 5.3 b). Rikdme, Ze viny maji opa¢nou fazi.

Lezi-li fazovy posuv @ mezi hodnotami 0 az 7, nabyva amplituda vychylky vysledného
vInéni hodnot 2uo az 0 (obr. 5.5 ¢).

Fézovy rozdil mezi dvéma vIinénimi v ur¢itém bod¢ miizeme interpretovat také pomoci rozdi-
lu délek drah, které vinéni urazila. Jestlize drahovy rozdil mezi dvéma vInénimi je v ur€itém
misté roven vlnové délce nebo jejimu celo¢iselnému ndsobku, jsou vinéni ve fazi, a to odpo-
vida fazovému rozdilu 0, 27,... Jestlize je drahovy rozdil roven poloving€ vinové délky, nebo
jejim lichym celo¢iselnym nasobkum, je rozdil fazi z,3z a viny jsou v opacné fazi. Mezi

drdhovym rozdilem Ax, a fdzovym rozdilem A® plati relace
AD :2ﬂA7X1 | (5.21)

coz je vztah, ktery jsme v ponc¢kud odlisné formé dostali v minulém odstavci pro fdzovy roz-
dil dvou kmitajicich bodt v bodové radé.
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Interference vinéni postupujicich proti sobé. Vznik stojatého vinéni.

Zvlastnim ptipadem interference je stojaté vinéni, které vznikne slozenim dvou vin se stejnou
amplitudou a frekvenci Siticich se proti sobé.

Ptedstavme si lano, upevnéné na obou koncich, které rozkmitame. VInéni nejdiive postupuje
(naptiklad v kladném sméru osy X1), odrazi se na pevném konci a $ifi se nazpct se stejnou
amplitudou vychylky, frekvenci a vlnovou délkou. Okamzité vychylky bodi ptivodniho a
odrazeného vInéni mizeme popsat vztahy

U, = U, sin (ot —kx, )
U, = U, sin (@t +kx,)

a vysledné vInéni vzniklé superpozici ma okamzitou vychylku u danou relaci
u=u, +Uu, =2u, coskx, sinat . (5.22)

Prava strana rovnice (5.22) popisuje okamzitou vychylku vinéni, které se podle svého prubé-
hu nazyva stojaté vinéni. Kazdy bod v bodové fad¢ vykonava harmonicky pohyb se stejnou
frekvenci jako pivodni vinéni a amplitudou vychylky 2u,coskx . Na rozdil od postupného

vinéni je velikost amplitudy vychylky rtizna pro rizna X1, ale s ¢asem se v daném bod¢ neme-
ni.
Jestlize se budeme zabyvat vyrazem (5.22) pro velikost okamzité vychylky, je cos=0 pro

liché nasobky %, a proto poloha elementti bodové fady, které jsou trvale v klidu (amplituda

vychylky je nulovd) vyhovuje podmince
kx1=27ﬂx1=(2n+1)% . n=+1+2,.. (5.23)

. A
Tato mista nazyvame uzly. Jsou od sebe vzdalena, jak vyplyva ze vztahu (5.23), 0 ik

Podobné pro mista s maximalni hodnotou amplitudy vychylky nabyva fce cos maximalni
hodnoty a plati relace

ke, =nz , n=012.. (5.24)

. . . .. ) A
Mista s maximalni amplitudou vychylky se nazyvaji kmitny. Jejich vzdalenost je opét 7

Vzdalenost sousedniho uzlu a kmitny je % .

Nejcastéji vznika stojaté vinéni jako vysledek interference viny postupujici k néjaké prekazce
a vlny, ktera se od této prekazky odrazi. Projevi se jako chvéni materialu.
Vznikne-li stojaté vinéni na struné, jejiz oba konce jsou upevnény, musi byt na obou koncich
uzly, a na celé délce L struny musi byt celistvy nasobek ptlvin, obr. 5.4 a.
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Pro pocet pulvin plati relace

ngzL , h=12.. (5.25)
Pro frekvence f, , které se mohou na struné realizovat, 1ze psat vztah
C
f,.=n—=nf, , n=123,.. (5.26)
2L
kde f, =— je nejnizsi frekvence stojaté viny, ktera muze na struné vzniknout. Frekvence f1

se nazyva zakladni harmonicka, dalsi frekvence jsou vysS$i harmonické. Jestlize druhy ko-
nec struny neni upevnén, dojde na ném ke zméné vychylky na opacnou, obr. 5.4 b, faze viny
se nemeni.

Podminka pro realizaci stojatého vinéni v tomto pfipadé ma tvar

(5.27)

(5.28)

Frekvence f1 je opét zakladni harmonicka a pro vys$si harmonickou f, plati vztah (5.28).

Interference vinéni s blizkymi frekvencemi

Uvazujme dvé vinéni Sifici se jednim smérem podél téze bodové fady stejnou rychlosti, se
stejnou amplitudou vychylky, pouze s malo se odliSujicimi frekvencemi. Pozorovatel
v ur¢itém misté registruje v Case se menici interferencni obraz, protoze vinéni jsou stiidave, a
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to s jistou periodou, ve fazi a mimo fazi. Priibéh interferenéniho jevu je na obr. 5.5. Rikame,
ze vznikaji razy (pro akustické vinéni zaznéje).

u

| LI
WA A

,.l'“““““h'. ,.H““““h'.
R 1 AR A

Obr. 5.5

U

Pocet razii za 1 s, nazyvany razova frekvence, zavisi na rozdilu frekvenci obou vinéni a je
roven rozdilu téchto frekvenci.

Existenci razii lze prakticky vyuzit pti ladéni hudebnich nastrojii, naptiklad klaviru, kdy
z frekvenci razii mizeme snadno zjistit, eventualné zkorigovat rozdil mezi frekvencemi ladé-
ného tonu a frekvenci referen¢niho tonu.

5.6 Energie a intenzita harmonickych vin

Pii Siteni elastickych vin dochazi k deformaci materidlu. Na realizaci deformace se vykona
prace a tato prace je ekvivalentni mechanické energii, kterou pfenasi vlna. Obvykle se pfenos
energie charakterizuje veli¢inou intenzita vinéni, coz je stfedni hodnota mechanické energie
pfenesené vinénim za jednotku Casu jednotkovou plochou kolmo na smér Siteni viny.

Pro intenzitu harmonické viny plati vztah

| = %pa)zcué , (5.29)

kde vSechny veliCiny byly jiz v textu zavedeny. Odvozeni tohoto vztahu si mizeme pfiblizit,
jestlize si uvédomime, jak jsme na zacatku tohoto odstavce definovali slovné intenzitu vinéni.
Pro intenzitu | mGizeme napsat defini¢ni vztah

_ldw
S dt '
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daw ., T o . M Xt D .
kde Ty je vykon pfendseny vinénim, S je plocha, kterou se §ifi vinéni. PfirGistek energie

souvisejici s jejim pfenosem V kontinuu (predstavme si strunu, jejiz prifez je S) mizeme vy-
jadrit pomoci dalSich veli¢in vztahem

AW = wScAt ,

kde w je stfedni hustota energie ptislusejici jednotkovému objemu struny, SCAt predstavuje

objem, do kterého se za dobu At rozsifi vinéni, jestlize se $ifi rychlosti c. Intenzitu vIinéni
muzeme pomoci hustoty energie vyjadrit vztahem

I =wc . (5.30)
Pro stiedni hodnotu kinetické energie hmotného elementu Am struny vykonavajici harmonic-

1 . :
ky pohyb lze psat AW = EAm w’u? , kde hmotnost Am vyjadiime pomoci hustoty jako pdV .

Pouzijeme-li nyni defini¢ni vztah pro hustotu energie, ktery fika, ze

dw

w=—
dv

a dosadime za AW , je hustota energie ur¢ena vztahem

wzlAma)zug =£pAVa)2u§
2 AV 2 AV

1 5,9
w=—pw U
2,0 0

Jestlize tento vyraz pro hustotu energie w dosadime do vztahu (5.30), obdrzime relaci (5.29),
ktera je platnd pro vSechny druhy harmonickych vin. Plati i pro zvukové viny, jestlize uo bu-
deme povazovat za amplitudu akustické vychylky. Dale zavedeme pro zvukové viny velici-

. . ou
nu akusticka rychlost v definovanou pomoci okamzité vychylky u akustické viny, v = Y a

jeji amplitudu v, ozna¢ime jako amplitudu akustické rychlosti. Plati pro ni vztah
v, =0U, . (5.31)

Dale mizeme pro Sifeni akustickych vin v tekutinach zavést akusticky tlak pa, ktery je rov-
néz proménny v ¢ase a je zavisly na vzdalenosti od zdroje akustickych vin. S pouzitim po-
znatkll o deformacich v tekutinach mtizeme vztah (5.29) ptepsat do tvaru

2
1=lppe=1Po (5.32)
2 2 pc

kde po je amplituda akustického tlaku pa.
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Lidské ucho je schopné registrovat zvuk od hodnoty intenzity rovné asi 1072 W-m2. Obor
slySitelnosti je dan mezemi intervalu slysSitelnych frekvenci, to je pfiblizné od 20 Hz az
20 kHz, a omezenim intenzity zvuku zdola (prah slySitelnosti) 1 shora (prah bolesti). Tyto
prahové hodnoty jsou zavislé na frekvenci. Pro ton o frekvenci 1 kHz (referen¢ni ton) jsou
prahové hodnoty intenzity 1-10> W-m2? a1 W-m™.

Hladina intenzity zvuku Li je pfibliznou mirou intenzity zvukového vjemu. Jednotkou je
decibel (dB) a je pro intenzitu | definovana vztahem

L, :10|og|l , (5.33)

0
kde lo je prah slysitelnosti.

Veli¢ina hladina intenzity zvuku je ptibliznou mirou intenzity zvukového vjemu pouze pro
referen¢ni ton o frekvenci 1 kHz. Tény jinych frekvenci jsou vSak pfi stejné intenzité zvuku a
tedy stejné hladin¢ intenzity zvuku vnimdny ¢lovékem jako zvuky odlisnych hlasitosti. Pro
stanoveni intenzivnosti fyziologického vjemu zvuku byla zméfena soustava kiivek stejnych
hladin hlasitosti, ktera umoziuje ptifadit pfi znamé frekvenci k znamé hodnoté hladiny inten-
zity Ly hladinu hlasitosti zvuku Ln, ktera se méfi v jednotkach phon.

5.7 Priklady ke kap. 5

Piiklad 5.1
Ultrazvukovy piezoelektricky generator s kiemennym krystalem délky d =9 mm upevnénym

uprostied, mé oba konce volné.
Vypocitejte:

a) rychlost podélné akustické viny,

b) zakladni frekvenci podélnych kmita.

Hustota kiemene je p=2,65-10% kg-m™, modul pruznosti v tahu E =8-10° N-m™.
Reseni:

: ’E
a) Pro rychlost podélné akustické viny lze psat vztah Cc=,[— a po dosazeni
yo,

10
c= 81—03 =5494m-s™
2,65-10

b) Pro oba konce volné zakladni frekvence odpovida ptipadu, kdy na celé délce krystalu
vznikne jedna ptlvlna (na  volnych  koncich jsou kmitny), proto

f:ﬁzi:iﬂzsoalo%l
2 2d  2.9-10

Priklad 5.2
Rovinnd harmonicka vlna s frekvenci f =600s™ m4 v daném prostiedi fazovou rychlost

c=360m-s.
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Vypocitejte:

. o T , wrvs o .y . , ",
a) vzdalenost dvou bodi prostredi, kterym se vina §ifi, jestlize se v nich faze lisi o 3

b) fazovy rozdil mezi dvéma vychylkami uréitého bodu po uplynuti ¢asového intervalu

At=107s.
ReSeni:
a) Mezi drahovym AXx a fazovym rozdilem A® dvou kmitajicich bodi je relace
AD = 277ZAX a po vyjadreni AX a dosazeni je
ax=2ad=—C pp=—0_T_g
2 2z f 27-600 3
b) Pro fazi ® bodu kmitajiciho harmonicky plati @ = wt —kx

a pro fazi v okamziku t + At plati pro stejny bod ®+AD = a)(t + At) —kx.

Odectenim rovnic pro faze dostaneme, ze za Casovy interval At se faze vInéni
Vv ur¢itém bod¢ zméni o AD = wAt . Po dosazeni AD® =27 fAt=27-600-0,01=12r.

Féazovy rozdil je celistvy nasobek 27z , a proto vychylky odpovidaji stejné fazi.
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6. Mechanika tekutin

6.1 Predmét mechaniky tekutin

Plyny a kapaliny tvoii tekutiny. Od pevnych latek, kde jsou jednotlivé molekuly a atomy
vazany na urcité rovnovazné polohy, se lisi tim, ze hmotné elementy mohou vykonavat mak-
roskopicky pohyb, mohou ,,téci*. Nazyvame je proto tekutiny.

Tekutiny miizeme podle jejich vlastnosti délit na stladitelné a nestlacitelné. Za nestlacitelné
obvykle povazujeme kapaliny, zatimco plyny fadime mezi stlacitelné tekutiny. Dals$im kritéri-
em pro déleni tekutin je existence vnitiniho tfeni (vazkosti) v tekutiné. Muzeme-li vnitini
piipad piredstavuji tekutiny, jejichz vazkost nemiizeme zanedbat. Takové tekutiny nazyvame
realné (skutecné).

Obr. 6.1

Proudéni idealni tekutiny muze byt:

1) Potencidlni (nevirové) — castice se pohybuji pfimocafe nebo kiivocare po drahach
tak, ze vliCi pozorovateli se neotaceji kolem vlastni osy (obr. 6.1). NatocCeni ¢astice na
ktivé draze je kompenzovano stejné velkym natocenim ¢astice kolem vlastni osy, ale
V opa¢ném sméru. Mezi potencialni proudéni patii rovnéZ potencialni vir, u néhoz ¢as-
tice krouzi kolem virového vldkna (Cary) potencidlné s vyjimkou c¢astice, kterd tvori
virové vlakno (obr. 6.2).

93



2) Virové proudéni — ¢astice se vuci pozorovateli nataceji kolem vlastnich os (obr. 6.3)

Obr. 6.3

Proudéni skuteénych tekutin (s vnitinim tienim) muZe byt:
1) Laminarni — ¢astice se pohybuji po vrstvach (deskach), aniz se pfemist'uji po prafezu.
Rychlostni profil je na obr. 6.4.

v,=0

Obr. 6.4

2) Turbulentni, kde ¢astice maji kromé postupné rychlosti turbulentni (fluktuaéni) rych-
lost, jiz se pfemist'uji po prufezu (obr. 6.5). Rychlostni profil je na obr. 6.6.

e e e

Obr. 6.5 Obr. 6.6

Proudéni laminarni skute¢né tekutiny je virové. Lze se o tom piesvédCit snadno nasledujici
uvahou. Piedstavme si maly objem tekutiny (obr. 6.7), jehoZ spodni ¢ast se pohybuje rychleji
nez horni, a proto tento objem ma snahu otacet se kolem osy kolmé k nakresn¢ v nazna¢eném
smyslu. Virova vlakna maji tvar soustiednych kruznic, jejichz stfedy lezi na ose trubice.
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Obr. 6.7

Vznik virovych prstencii mizeme dobie pozorovat, kdyZz nardz vytla¢ime vhodné zbarvenou
kapalinu z trubice tstici do vétsi nadrzky naplnéné vodou (obr. 6.8). Pii¢na osa O virového
prstence je pfitom totoznd s osou trubice. Na obrazku ¢ary s Sipkami nejsou virova vlékna,
virovym vlaknem je stfedni kruznice K prstence. Virové vldkno ma tedy tu vlastnost, ze
v te¢né k nému lezi vektor thlové rychlosti @, jiz se Castice kolem virového vlakna otaceji.
Protoze vir se sklada ze stejnych Castic tekutiny, je v jistém smyslu samostatnym télesem,
které ovSem miZe ménit svou polohu a svijj tvar jako pruzna hadice. Proto se pii vytoku vy-
tvofi virovy prstenec, ktery se od Gsti trubice uvolni a putuje samostatné do kapaliny v nadrz-
ce.

viroveé
vlakno

Obr. 6.8

Pro malou kinetickou energii Castic a prevladajici vnitini tfeni v tekutiné se nemohou viry
uvniti trubice znateln€ rozvinout. Proudéni probiha proto tak, jako by se skladalo z nekonecné
tenkych virovych vlaken tvaru soustfednych kruznic.

Laminarni proudéni se miZze udrzet jen do jisté kritické stfedni rychlosti. Pfi vétSich stfednich
rychlostech za¢ne ptevladat rusivy vliv vird, proudéni se zcela zméni a proudova vldkna se
zacnou proplétat. Vznik4 turbulentni proudéni.

Pfi turbulentnim proudéni se znatelné rozvinou viry v tekutiné a nastava promichavani tekuti-
ny. Rychlost jednotlivych ¢astic se nepravidelné méni, proudéni jiz neni ani stacionarni. Ptes-
to je vSak mozno zjistit primérné rozlozeni rychlosti v pritocném prifezu, jak je pro osovy
fez naznaceno na obr. 6.6. Rychlostni profil neni parabolicky jako pfi laminarnim proudéni,
rychlost je v celé vnitini ¢asti trubice piiblizné konstantni, s vyjimkou tenké vrstvy pfi sténé,
v niz prudce stoupa, a to pfiblizn¢ umérné se vzdalenosti od stény. Stiedni rychlost je tedy
mnohem bliz§i maximalni rychlosti nez pii laminarnim proudéni.

Pro charakterizaci proudéni se pouziva Reynoldsovo Cislo Re. Pii Re — o je proudéni poten-
cialni, pro velké Re je proudéni turbulentni a malé¢ Re znamené laminarni proudéni. Je ziejmé,
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Ze existuje jista, tzv. kriticka hodnota Rek, pod niZ je proudéni laminarni a nad niZ je proudéni
turbulentni. Z pokust plyne, ze kritickou hodnotou je Re, =1000. Z hodnoty Reynoldsova
¢isla mizeme pii danych podminkéach (primér trubice, kterou tekutina proudi) stanovit kritic-
kou stfedni rychlost v,,. Do této rychlosti je proudéni laminarni, pfi vetsi rychlosti je turbu-

lentni.

6.2 Bilance hmotnosti

Kinematické a dynamické chovani tekutin mizeme podobné jako v ptipadé pevnych latek
charakterizovat n¢kterymi zdkony zachovani. Zékony zachovani, které jsme zatim formulova-
li (zachovani hybnosti, momentu hybnosti, energie), platily pro izolovanou soustavu. Jestlize
soustava neni izolovana, a jeji objem je otevien pro okolni prosttedi, prechdzi zdkon zachova-
ni v bilan¢ni rovnici. Kvantitativné hodnotime, zdali mnozstvi vysetfované tekutiny, které by
pro izolovanou soustavu ztstdvalo neménné, se mohlo zménit, zvétsit nebo zmensit. Hodno-
ceni se provadi tak, ze sledujeme, jaké mnozstvi veliCiny (napiiklad hmotnosti) piibylo nebo
ubylo z okoli do daného objemu AV pies plochu AS, ktera obklopuje objem AV . Situace je
zobrazena na obr. 6.9.

P,

A Ax

Obr. 6.9

Zabyvejme se bilanci hmotnosti v ur€itém objemovém elementu AV za ptedpokladu, Ze
zname rychlost proudéni v v kazdém misté a okamziku. Zvolme v tekutiné nehybny elemen-
tarni kvadr s objemem AV (obr. 6.9) tak, jako jsme to jiz udélali v odst. 4.2, kdyZ jsme se
zabyvali pisobeni vnitini povrchové sily v kontinuu. Orientace kvadru je ziejma z ndkresu,
jeho rozméry jsou AX;, AX,, AX,. Tekutina ptitékd ploSkami AS; a odtéka protilehlymi plos-
kami vzdalenymi o Ax;. Objem tekutiny, ktery protece za ¢as At ploskou AS; je vAtAS,, je-
li v velikost rychlosti, kterou tekutina proudi kolmo na uvazovanou plosku.
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Hmotnost, ktera protece elementarni ploskou za ¢as At, je
Am=pAV ,

kde p je hustota tekutiny v objemu AV .
Hmotnost tekutiny ptiteklé rychlosti v, za Casovy interval At ploskou AS, muizeme stanovit
jako pu, AS, At , podobné mnozstvi odteklé protilehlou ploskou jako p'v] AS; At. Rozdil mezi

vyteklym a pfiteklym mnozstvim tekutiny z objemu AV za Casovy interval At stanovime
vztahem

—Am=[(p'v] - pv,) AS, +( 'V, — pv, ) AS, +( p'vs — v, ) AS, | At .
Vyraz v prvni zdvorce mizeme podrobnéji rozepsat jako
—Am, =[ p(x =A%) v, (% =A% )= p(% =0)v,(x =0) JASAL .

Rozepsany vyraz predstavuje Gbytek hmotnosti v objemu AV za Casovy interval At proudé-
nim ve sméru osy Xi. Jestlize cely vyraz pro ubytek hmotnosti —Am (ve vsech tfech smérech)
vydélime objemem AV a Casovym intervalem At a provedeme limitni pfiblizeni

. . y . 0 . N o
AV —0 a At — 0, je na levé stran€ rovnice _8_{() a na pravé stran¢ mizeme upravit jednot-
livé ¢leny tak, ze naptiklad pro prvni ¢len (ve sméru osy X, ) dostaneme

o(pv,)
ox,

Parcialni derivaci piSeme proto, Ze p a v, jsou obecné funkei 1 dalSich proménnych. Celou

rovnici mizeme piepsat do tvaru

o R
a7 e ’ 6.1
o Ve (6.1)
protoze
3.0
div pv = (éov)k za(pvl)Jra(Pvz)Jra(pvg) |
= 0% 2 OX, OX,

Rovnice (6.1) se nazyva rovnice kontinuity a vyjadiuje skutecnost, ze ptirtistek hmotnosti
tekutiny v elementarnim objemu AV za elementarni ¢asovy interval se rovna hmotnosti, ktera
ptitekla do tohoto objemu za stejnou dobu rychlosti v ptes plochu, kterou je objem uzavien.

Vyraz po definuje velikost toku plo$né hustoty hmotnosti j_.Pro j plati relace

Jn=p0 . (6.2)
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Vztah (6.2) je vektorova rovnice pro tok plosné hustoty hmotnosti. Rovnici kontinuity (6.1)
Vv diferencidlnim tvaru Ize ptepsat do integralniho tvaru. Pii jeji formulaci si stac¢i uvédomit
jeji slovné vyjadieny obsah a miizeme psat

T av =fpo-d5 =4, S
AV AS AS

kde dS je vektor kladné normaly k plose dS.

Na levé stran¢ rovnice integrujeme pies objem AV a dostadvame tak celkovou zménu hmot-
nosti v celém objemu AV a obdrzime celkové mnozstvi pfiteklé tekutiny zmenSené o vyte-
klou tekutinu pies plochu AS z objemu AV . Obé hmotnosti, na levé i pravé strané rovnice
jsou za stejny Casovy interval.

Priirtistek hmotnosti tekutiny v urcitém objemu se rovna hmotnosti tekutiny, ktera do
objemu pritekla, zmenSené o hmotnost tekutiny, ktera vytekla. Tato bilan¢ni rovnice je
zobecnénim zakona zachovani hmotnosti pro neizolovanou soustavu.

Ptenos hmotnosti se déje vyhradné proudénim, ackoliv ptfenos jinych veli¢in se mize dit 1
jinymi zplsoby, naptiklad vedenim nebo zafenim (radiaci). Casova zména hmotnosti
v né¢jakém objemu je zpiisobena konvekcei pies jeho povrch.

Je-li proudéni staciondrni (ustalen¢), pak lokalni ¢asové zmény vSech veliCin jsou nulové, a
tedy i a—f je nulova. Dosadime-li tuto podminku do rovnice kontinuity, vztah (6.1), dostane-
me, ze div po=0. Bude-li tekutina ustalen¢ proudit trubici o riznych prufezech Si, Sz, mu-
Zeme vyuZit integralni tvar rovnice kontinuity a plati

PSS, = P0,S, - (6.3)

Nestlacitelna je takova tekutina, kterd neméni svou hustotu ani s ¢asem ani s mistem. Plati pro
ni vztah p(r,t) =konst. Tuto podminku muzeme uplatnit v relacich

6—'0=0 , gradp=0 .

ot
Prvni podminka ftik4, Ze tekutina mlze mit rtznou hustotu v riznych mistech, ale
V libovolném misté ziistavda neménnd. Druhd podminka stanovi, ze hustota se sice méni

s Casem, ale pro vSechny materidlové body je tato zmeéna stejna. Aplikujeme-li tyto dil¢i po-
znatky v relaci (6.3), pak rovnice kontinuity pro nestla¢itelnou tekutinu ma tvar

0S, = 0,5, , (6.4)

protoZze p, = p,.
Lokalni rovnice (platné v kterémkoliv bod€) pro nestlacitelnou tekutinu ma tvar

divi=0 . (6.5)
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6.3 Bilance hybnosti a energie

Pro hmotny bod jsme v mechanice dospéli k jednoduchému zavéru pro hybnost, ktery vyply-
= d, - . N .
va z 2. Newtonova zakona F = a(mv). V kap. 4 jsme zjistili, Ze na objemovy element AV

tekutiny s hmotnosti Am mohou puisobit sily objemové Alf0 , tlakové AFa’t a sily vazkosti AR,

kterymi jsme se zatim nezabyvali. Pohybovou rovnici pro materialovy bod Am miizeme na-
psat ve tvaru

Ama = AF, + AP + AP, . (6.6)
Vztah (6.6) vydélime AV a provedeme limitni piiblizeni AV — 0. Na pravé strané rovnice

dostaneme vyrazy pro hustoty sil, kterymi jsme se jiz zabyvali v kap. 4, a které charakterizuji
silové plisobeni v kazdém bod¢ kontinua. Plati pro né

lim A_m
AV =0 AV =P
AR, =
amav - PK
-t
fim, 3y =01
“mfﬁi:;,
AV =0 AV

kde K je intenzita vn&jsich objemovych sil, P je hydrostaticky tlak, f\, jsme oznacili husto-
tu vazkych sil.

Pohybova rovnice pro vazkou tekutinu v ur¢itém misté ma tedy tvar
pa=pK—grad p+ f, . (6.7)

Pro tihové pole je intenzita K =g .
Rovnici (6.7) mizeme vyjadiit ve slozkach. Rovnice pro prvni slozku ma tvar

op
Py :IDK]._87+ fr

1

Pro ideélni tekutiny, kde neexistuje vnitini tieni, je tvar rovnice jednodussi

op
=pK, —— .
P = pry ox,
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Rovnice se nazyva Eulerova pohybova rovnice pro prvni slozku. Jeji vektorovy zéapis zni

pa=pK—gradp . (6.8)
Jestlize objemové sily jsou konzervativni a maji potencial, ktery ozna¢ime U, pak
pa = pgradU —grad p .

Tuto rovnici mizeme dale upravit

d.df =—du - Ldp . (6.9)
P

Abychom mohli s touto rovnici dale pracovat, je tieba si znovu pfipomenout dilezity pozna-
tek platny v oblasti kontinua, o kterém jsme se jiz zminili na zac¢atku kap. 4. Kazdou ¢asovou
zménu veli¢iny podle vztahu (4.9) musime v kontinuu vytvofit ze dvou slozek, lokéalni (mist-
ni) zmény a zmény konvektivni spojené s pohybem kontinua.

Lokalni zména odpovida situaci, kdy sledujeme zmény veli¢iny v nehybném bod¢ kontinua.
Druhda, konvektivni zména veliCiny, souvisi s pohybem kontinua. Je zjiStovéana
Vv soutfadnicové soustavé pevné spojené s pohybujicim se kontinuem, v naSem piipadé s teku-
tinou, jejiz rychlost proudéni je v .

Celkovou casovou zménu veliciny F (Xi, X, , X3) muzeme vyjadrit podle vztahu (4.9) ve tvaru

dF aF aF 23 aF 2, oF
—+ +2
dt ot = axk o ot 1 OX,

X
kde jsme vyuzili jsme znamy vztah pro slozky rychlosti v, = —%

Prvni ¢len na pravé strané rovnice odpovida lokalni ¢asové zméné veli€iny a dalsi ¢leny kon-
vektivni zméng. Tento vztah miZzeme napsat pro libovolnou veli¢inu. Jestlize vyjadiime

- . . d ..
zrychleni v rovnici (6.9) jako a = d—i) a vyuzijeme rozepsany tvar relace (4.9), dostaneme pro

veli¢inu a

. .00 . o
kde lokalni derivaci ED jsme poloZili rovnou nule, protoZe pfedpokladame ustalené proudéni

tekutiny.

Clen d-dr na levé strané rovnice (6.9) mizeme po dosazeni za d upravit
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Rovnici (6.9) pak mizeme piepsat do tvaru

d(lsz+dU +Ldp-o0. (6.10)
2 p

Jestlize tekutina je nestlacitelna, (tento predpoklad plati pro kapaliny), p je konstantni a pro-
vedeme integraci podél trajektorie hmotného bodu, dostavame jednu ze zakladnich rovnic
hydrodynamiky, Bernoulliovu rovnici pro ustalené proudéni idedlni nestlacitelné tekutiny,
Ktera ma tvar

%pv2 +pU + p=konst . (6.11)

Vyznam ¢lenti v Bernoulliove rovnici je nésledujici:

2 pv’ ma vyznam hustoty kinetické energie,

pJ ma vyznam hustoty potencialni energie AW, =AmU ,

p ma vyznam hustoty prace tlakovych sil, protoze AA= Ift -AF = pS Ar = pAV .
Bernoulliova rovnice je bilan¢ni rovnice pro energii. Soucet mechanické energie a prace

tlakovych sil je pro stacionirni proudéni nestlaCitelné tekutiny podél trajektorie kon-
stantni. Trajektorie je v tomto ptipad¢ totozna s proudnici.

Obr.6.10 a

Obr.6.10c

Dusledki Bernoulliovy rovnice se vyuziva k méfeni rychlosti proudéni tekutiny. Uvazujme
nyni vodorovné potrubi, kterym proudi kapalina. VloZime-li do né& pfimou trubici
(obr. 6.10 a) kolmo na smér proudéni, vystoupi v ni kapalina do vySe h,, jez odpovida static-
kému tlaku uvnitf potrubi. V takovém ptipad¢ je uvniti potrubi pietlak proti atmosférickému
tlaku. Je-li v potrubi podtlak, bude jeho velikost udavat pokles hladiny h, v trubici

(obr. 6.10 b). Vlozime-li nyni do stejného mista v potrubi trubici se zahnutym koncem
(obr. 6.10 c) tak, aby osa zahnuté ¢asti souhlasila s osou proudéni a smétovala proti proudéni,

101



vystoupi v ni hladina do vyse h,. Takova trubice se nazyva Pitotova. Vyse kapaliny v trubici
je zpusobena tlakem statickym a tlakem, ve ktery se pfeméni hustota kinetické energie kapali-

ny. Vyraz 3 pv’° v Bernoulliové rovnici se nazyva kineticky tlak p, a pro kapaliny je roven

tlaku dynamickému p, . Dynamicky tlak je definovan jako rozdil celkového tlaku a tlaku sta-

tického. Pro plyny, které jsou na rozdil od kapalin stlac¢itelné, je dynamicky tlak vétsi nez ki-
neticky tlak, nebot’ s rostoucim tlakem se zvétSuje hustota plynu. Plati tedy p, =sp, , kde s je

opravny soucinitel na stlacitelnost tekutin (s >1).

Y

— —— / .

p\u:d_>_> e

otvor A

Obr. 6.11

Pitotova trubice v usporadani zobrazeném na obr. 6.11 se nazyva Prandtlova trubice a uziva
se K uréeni rychlosti letadla. Sestava z vnéjsi trubice, na jejimz boku je vétsi poc¢et malych
otvori B. Trubice je spojena s jednim koncem manOmetru (na obrazku je manometrem U-
trubice). Druhy konec manometru je spojen s vnitini trubici pfistroje, do které vzduch vstupu-
je ¢elnim otvorem A. Pro rychlost proudéni pak plati vyraz

oo (2290 (6.12)
pvzd

Venturiav pritokomér (obr. 6.12) je pfistroj, ktery slouzi k méfeni rychlosti proudéni po-
trubim, a tim 1 k méfeni mnoZzstvi kapaliny, které trubici protékd. Rychlost proudéni se urci ze
zmé&feného rozdilu tlakli mezi mistem, kde trubice ma sviij béZzny primér, a mezi zaiZenym
mistem, tzv. krékem. V mistech, kde trubice ma sviij béZny pramér (obsah prifezu Si1), tedy i
misté 1, kde je pfipojen jeden konec manometrické trubice, ma kapalina rychlost v,. V krcku,
kde je obsah prufezu Sz, je v misté 2 pfipojen druhy konec manometrické trubice. Kapalina
zde ma vyssi rychlost v, . Pouzije-li se Bernoulliova rovnice pro vodorovnou trubici a rovnice

kontinuity, 1ze urcit rychlost v, vztahem
2SZA
o = |22 (6.13)
p(Sl =S, )
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kde Ap = p,gh (p, je hustota kapaliny v U-trubici manometru, h je rozdil hladin v U-trubici)
a p je hustota proudici kapaliny.

R _—
W
N >

Obr. 6.12

Priklad na pouZiti pohybové rovnice :
Nejjednodussim ptipadem pohybového stavu tekutiny je klid, potom podle vztahu (6.8) plati

0=pK—gradp . (6.14)
Rovnice (6.14) je zakladni rovnice hydrostatiky.
Jsou-li objemové sily nulové (n€kdy je mizeme proti ostatnim silam zanedbat), pak pohybova

rovnice idealni kapaliny (6.8) ma tvar
O=-grad p
a z tohoto vztahu vyplyva, Ze p(F) = konst. Dostali jsme vyjadieni Pascalova zakona. Tlak
je ve vSech bodech kapaliny stejny.
Pusobi-li jako objemova sila gravitacni sila, pak z rovnice (6.8) dostaneme relaci
0=pg—gradp .

Orientujeme-li § proti sméru osy Xz, obr. 6.13, miizeme pohybovou rovnici rozepsat do slo-
zek

op op op
O0=—, -pg=—, 0=—.
0X, P9 oX, OX,

Resenim posledni rovnice je relace
p=-pgx,+C,

kde C je integra¢ni konstanta, kterou ur¢ime z okrajové podminky.
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Q)

h

Obr. 6.13

Protoze p = p, (pje atmosféricky tlak) pro X, =h, dostaneme z okrajové podminky pro inte-
gracni konstantu C vztah

C=p,+pgh
a po dosazeni do vztahu pro p
p=p,+pg(h-x,) . (6.15)

Vztah (6.15) udava hodnotu tlaku kapaliny napf. na sténu nadoby v hloubce h—x, pod hladi-
nou. Tlak na dno nadoby pro x, =0 je

p=p,+pgh .

Zatim jsme uvazovali nestlacitelnou kapalinu, kde p = konst. Je-li tekutina stla¢itelna, mize-
me napf. pro zemskou atmosféru predpokladat, ze pfiblizn¢ plati

p_p

po_po .

Hustota se s tlakem méni linearn€, coz odpovida atmosféte s konstantni teplotou (izotermicky
d&j charakterizovany vztahem pV =konst).

Jestlize p pro zemskou atmosféru neni konstantni, nebude jiz platit vztah (6.15), protoze
V integraci, kterou jsme provadéli, bude

p=p(p)=pt,
Po

vvvvvv
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p= poexp(%gxzj -

0

Vzorec se nékdy nazyva barometricka formule a umoziuje stanovit barometricky tlak p ve
vysce X2 nad povrchem Zem¢.

Aplikace Bernoulliovy rovnice na vytok kapaliny otvorem

Obr. 6.14

Piedpokladejme, Ze nadoba je naplnéna kapalinou do vyse h a otvorem u dna nadoby kapalina
vytéka (obr. 6.14). Zanedbame vnitini tfeni a kapalinu budeme povazovat za nestlacitelnou.
Na hladiné pfedpokladame atmosféricky tlak pa a rychlost kapaliny nulovou, vné otvoru rych-
lost velikosti v . Pro potencial v poli tthovych sil plati U = gx,. Aplikaci Bernoulliho rovnice

dostaneme relaci
1
h==pov®.
pah=2p

Z této relace ziskame vztah pro rychlost vytékajici kapaliny, ktery se nazyva Torricelliho
vztah

v=120n . (6.16)

6.4 Obtékani téles

Studium obtékani télesa tekutinou je dilezité pro pochopeni a vysvétleni sil plisobicich na
kiidlo letadla, stejné tak pro ptipad automobilu pohybujiciho se velkou rychlosti. Znalost sil,
vznikajicich pti obtékani téles, se rovnéz uplatiiuje napt. pti konstrukci turbin.

Pti obtékani télesa idedlni tekutinou, nevznikaji zadné sily, které by na téleso plisobily, nebot’
proudnice dokonale sleduji povrch télesa. Pii obtékani télesa skutecnou tekutinou vznikaji
viry, které hraji dillezitou roli pti vzniku sil pisobicich na téleso.
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Vektor

Q=2w=roto (6.17)

se nazyva virem rychlosti. Podle toho, zda je vir rychlosti rizny od nuly, ¢i se rovna nule,
délime pohyb tekutiny na dvé dilezité skupiny. V prvnim ptipad€, kdy aspon v urcité ¢asti
tekutiny je Q =0, nazyvame pohyb tekutiny viFivym, v druhém piipads, kdy v kazdém bodé
tekutiny je Q =0, oznacujeme prisluiny pohyb za nevifivy.

virove
vlakno 5
’ 4 ® ©®
virove
vlakno 0
(4 smer
ol pohybu
w @
smer ® ®
® @
pohybu =
Obr. 6.15

Na obrazku 6.15 je znazornén virovy prstenec, ve kterém jsou naznaceny virova vlakna. Prs-
tenec tvoii virovou trubici. Podle druhé véty Helmholtzovy, kterd vyjadiuje vlastnosti virové
trubice, plati, ze virova trubice nikdy nemiize v tekutin¢ vymizet, tj. musi bud’ sahat az
k ohraniceni tekutiny (dno, stény, volna hladina), anebo musi byt uzaviena (tj. tvoii prstenco-
vou plochu — pfipad uvedeny na obrazku 6.15).

Pokud oblast neni jednoduSe souvisld, mohou byt proudnice uzaviené kiivky, a pfitom nemusi
v tekuting existovat vir. Rikame potom, Ze cirkulace rychlosti ' = (jﬁ) -dS je nenulova.

Uvazujme obtékani kruhového valce. Na obr. 6.16 je znazornéno necirkulacni proudéni.
Vztlakova sila, plsobici na valec je v tomto piipad€ rovna nule. K, =0, K, =0, K, je

velikost sily, ktera mifi vodorovng, K, je velikost sily, ktera mifi svisle vzhuru.

o

Obr. 6.16

Dale se zaméfime na proudéni cirkulacni, které je znazornéno na obrazku 6.17.
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Obr. 6.17
Pro toto proudéni odvodil Rayleigh, Ze vztlakova sila je nenulova. K, =0 ale
Ry, =—plv L, (6.18)

kde p je hustota tekutiny, v_ je rychlost tekutiny v ,,nekoneénu®, L je vyska valce. Oznaci-

me-li F,; silu, ktera pisobi na jednotkovou vysku valce, 1ze s pouzitim (6.18) psat

(6.19)

F\,lx2 =—plo,.
Vztah (6.19) se nekdy nazyva vztahem Zukovskéllo. Zobecnéni vztahu (6.19) na tvar valce,
jehoz prifez ma tvar profilu kiidla, podali Kutta a Zukovskij. Vyuzijeme-li konformniho zob-
razeni v rovin¢ komplexnich ¢isel
W=2z+ ! , (6.20)
z
kde | je kladny parametr, 1ze kruznice jednoduSe pievést na uzaviené kiivky piipominajici
profily letadlovych kiidel (obr. 6.18).

iy (in)




Transformace (6.20) se nazyva Zukovského transformace. A profily kiidel, které odpovidaji
konformnimu zobrazeni, se nazyvaji Zukovského profily.

Na obrazku 6.19 jsou piekresleny vyzna¢né body, které vystupuji na obr. 6.18, do dvou sou-
fadnicovych systémul v komplexni roviné.

P S

Obr. 6.19

Vyslednice tlakovych sil je kolma na smér rovnomérné rychlosti o_, obr. 6.20.

Obr. 6.20

Na obrazku 6.21 jsou mimo sil plisobicich na kiidlo také zakresleny proudnice v okoli obté-
kaného profilu.




Predpokladejme, Ze tekutina i profil jsou v klidu, cirkulace rychlosti se tedy rovna nule. Nyni
se tekutina uvede do rovnomérného translacniho pohybu resp. profil se zacne pohybovat
vzhledem ke klidné tekutin€.

nab¢hovy
vir

Obr. 6.22

Experimentalné je potvrzeno, Ze se za takovych poméra nejprve vytvoii necirkulaéni neviiivé
obtékani profilu. Pfitom je ,,zadni* kriticky bod zpravidla umistén na horni vétvi obrysové
ktivky, takze tekutina obtéka bod velkou rychlosti. S rostouci rychlosti pfichazi k uplatnéni (i
u tekutin s malou vazkosti) sily vazkosti, a to ve velmi tenké vrstvé piiléhajici k obrysu (mez-
ni vrstvé). V mezni vrstvé se vytvareji viry a jelikoz je takovy vir vazan na tytéz Castice teku-
tiny, je proudici tekutinou strhavan, odtrhne se od obrysu. Vznik viru ma za nasledek zménu
rychlostniho pole.

Z Zukovského hypotézy plyne pro velikost vztlakové sily vztah

2
|| = 47002 1+($) +dT sin(ar+ ), (6.21)

kde « je uhel nabéhu (obr. 6.20, obr. 6.22), T— je vyklenuti profilu, dT je tloustka profilu.

Vyznam dal$ich veli¢in vystupujicich ve vztahu (6.21) je zfejmy z obrazku 6.19.

Konformni zobrazeni obtékani valce pomoci Zukovského transformace umoziiuje teoretické
feSeni obtékani kiidel rtiznych profild. V praxi se vSak osvédcily profily, které jednoduchym
konformnim zobrazenim nelze ziskat. Proto byla vyvinuta metoda singularit, ktera umoznuje
teoretické feseni takovychto profilti.

Na obr. 6.20 a obr. 6.21 je vysledna aerodynamicka sila o velikosti F rozlozena do sméru

. : . 1 .
shodného se smérem rychlosti nabihajiciho proudu o, odporova sila F, = ECpSvi, C je

soucinitel odporu, S je pudorysna plocha kiidla, a do sméru kolmého k nabihajicimu proudu,
vztlakova sila F, =|R,,[L.

6.5 Povrchové jevy v kapalinach

Molekuly kapaliny na sebe plsobi pritazlivymi (kohesnimi) silami. Jestlize se molekula
nachazi v povrchové vrstvé (108 m), pritazlivé sily od okolnich molekul (oznageny F’, F")

se jiz nevyrovnavaji (obr. 6.23) a molekula je vtahovana do kapaliny. Situace v povrchové
vrstvé je proto uréovana zcela jinou silovou bilanci, a proto vlastnosti této vrstvy jsou odlisné
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od vlastnosti objemovych. Naptiklad voda v povrchové vrstvé miize dosahovat hustoty az
1 800 kg-m a chova se spiSe jako elasticky tuh4 latka nez jako kapalina.

Obr. 6.23

Tloustka povrchové vrstvy je velice mald (maximalng 10~" m), a proto ji miizeme modelovat
dvourozmérnou oblasti — plochou, kterd oddé€luje jedno spojité prostredi (objem) s urcitymi
vlastnostmi od druhého (povrchova vrstva). Na této plose se mohou urcité fyzikalni vlastnosti
(hustota, mérny objem, mérna entropie) ménit nespojité, skokem.

K vytvofeni stabilni povrchové vrstvy je tieba mechanickd prace. Kapalina se pfitom snazi
zaujmout povrch, ktery by mél co nejmensi ploSny obsah. MnoZstvi prace nutné k vytvoreni
povrchu jednotkové velikosti je ¢iselné rovno povrchovému napéti o . Interakcni sily mezi
molekulami konaji tedy praci dA na vytvoreni plochy velikosti dS. Pro povrchové napéti plati
vztah

oA
Sy 6.22
o= (6.22)
dx
l £
****** © o dS=ldx
Obr. 6.24

Zménu velikosti povrchu si mlizeme ptedstavit jako plsobeni sily velikosti F (te¢na sila
Kk plosce), obr. 6.24, ktera posune hrani¢ni ¢aru | o vzdalenost dx a vytvoii tak novy povrch
dS =ldx. Pfitom se vykona prace dA=F dx. Dosazenim do vztahu (6.22) dostaneme pro

povrchové napéti vyraz

o=—. (6.23)



Povrchové napéti, [0'] =N-m™, je &iselné rovno sile, ktera pisobi v roviné povrchu kolmo na

jednotku délky. Kvantitativné je mozno urcit velikost sily F vytahovanim dratku (obr. 6.25)
z povrchu kapaliny.

R

Obr. 6.25

Ukazuje se, ze tato sila je imérna dvojnasobné délce dratu 21 umisténého tésné pod povrchem
kapaliny, protoZe povrchova vrstva je z obou stran dratku. Jestlize dratek ma hmotnost m a
velikost sily potiebné K odtrzeni dratku z povrchu je F, pak pro povrchové napéti v souladu se
vztahem (6.23) plati

F-mg
21

Pro vodu je o asi 73 mN-m™.

Pti styku kapaliny se sténou se uplatiiuji molekuldrni sily mezi kapalinou a sté¢nou (adhesni
sily). Vysledna sila ptisobici na rozhrani vzniké sloZzenim adhesni a kohesni sily a jeji smér je
kolmy na te¢nu k povrchu kapaliny v misté styku kapaliny se sténou (obr. 6.26). Pro vodu a
sklo je uhel ¢ mezi sténou a te€nou k povrchu kapaliny asi 25,5°. Pro rtut’ a sklo je stykovy
uhel asi 140°.

AN Y
> N
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Kapalina bud’ smaéi sténu (sila F smé&fuje ven), nebo nesmaéi sténu (F sméfuje do kapali-
ny). Vlozime-li kapilaru do kapaliny, dojde ke kapilarni elevaci, kapalina v kapilate stoupne
(obr. 6.27 a), nebo ke kapilarni depresi, kapalina klesne (obr. 6.27 b). Na obrazku je zména
vysky hladiny vyznacena veli¢inou h. V prvnim piipadé kapalina smaci stény, v druhém ne-
smaci. Uvedeny jev je disledkem povrchového napéti.

- -

Obr. 6.27 a Obr. 6.27 b

6.6 Teplotni roztaznost kapalin

Objem kapaliny s teplotou roste. Roztaznost vlivem teploty se uvazuje zpravidla pii konstant-
nim tlaku. Soucinitel teplotni roztaznosti objemu y je definovan jako zména objemu AV
ptipadajici na jednotku ptivodniho objemu V, a jednotku zmény teploty At

y:i(ﬂj _AV 1 (6.24)
VO 6t p=konst VO At

Protoze zména objemu AV =V -V, je rozdil kone¢ného objemu V (>V, ) a ptivodniho obje-

mu V,, dostane se relace pro kone¢ny objem po roztazeni
V =V, (1+At) (6.25)

a hustota p kapaliny po roztazeni je dana vztahem

m Po_ = (1-5t), (6.26)

m
PV TV, (LAl 1At

kde m je hmotnost kapaliny a p, ptivodni hustota kapaliny.

Dilezitou vyjimku v kapalinach tvofi voda v teplotnim intervalu (0 — 3,98 )°C, v némz se s
rostouci teplotou objem vody zmensuje a hustota naopak zvétSuje. Tato vlastnost se nazyva
anomalie vody. Pii teploté 3,97 °C ma voda dané hmotnosti nejmensi objem, a tedy nejvetsi
hustotu. V intervalu teplot vyssich nez 3,98 °C se objem vody s rostouci teplotou zvétSuje a
hustota se zmensuje.
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Anomalie vody se vysvétluje tim, ze led pii teploté 0 °C pln¢€ neroztaje, takze ve vod¢ zlsta-
vaji drobné krystalky ledu. V nich jsou stfedni vzdéalenosti molekul vody vétsi, nez je tomu
Vv kapalném skupenstvi. Pii1 zvétSovani teploty od 0 °C do 4 °C zbytky krystalické miizky ledu
postupné mizi, a tim se zmenSuji vzdalenosti mezi molekulami vody, které tvofily krystalic-
kou miizku. Celkovy objem vody klesa a hustota naopak roste. Zména v uspoiadani molekul
kon¢i pti 4 °C, pti dal§im zvySovani teploty se stfedni vzdalenosti molekul jiz zvétSuji, objem
roste a hustota vody klesa.

6.7 Viskozita

Pti proudéni tekutiny vznikaji mezi sousednimi vrstvami sily, které ovliviiuji rychlost proudé-
ni. Jsou to sily vnitiniho tieni a maji smér tecny k proudici vrstvé. Jak je znazornéno na
obr. 6.28, je-li vrchni vrstva kapaliny néjakym zptisobem uvedena do pohybu rychlosti v,
bude se rychlost sousednich vrstev postupné zmensovat.

X,

[

~Y_y

Obr. 6.28

V kapalin¢ vznikne silovym piisobenim vnitini te€né napéti (vazké napéti), pro které podle
obr. 6.28 muizeme psat vztah
0v,
O, =1— . 6.27
vaa =17 ox, ( )

Koeficient 7 se nazyva koeficient dynamické viskozity. VVztah (6.27) je Newtoniiv zakon
viskozity. Mizeme jej zobecnit na tvar

ov
O ik :77(3_): : (6.28)

Vazké napéti puisobici v ptimce K-té osy a ploskou kolmou na i-tou osu je imérné zméné k-té
soufadnice rychlosti podél i-té osy. Vztah (6.28) se nazyva Navieriv — Stokesiiv zakon.
Podil dynamické viskozity a hustoty kapaliny uréuje kinematickou viskozitu v, pro kterou
plati

(6.29)

SRS
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Rozmér dynamické viskozity [7]=kg-m™-s™, jednotka je Pa-s, rozmér kinematické visko-

zity [v]=m?-s™.

6.8 Priklady ke kap. 6

Piiklad 6.1
Injekéni stiikacka délky | = 6 cm ma prifez pistu S, =1,1cm?* a jeji ziZeny otvor mé prifez
S, =11 mm?. Cela je naplnéna kapalinou, kterd ma hustotu p=1,41-10° kg-m~. Stiikacka
lezi ve vodorovné poloze.
Vypocitejte:

a) rychlost, s jakou vytéka kapaliny ze stiikacky,

b) silu, kterou je tfeba pisobit na pist, aby vSechna kapalina vytekla za 5 s.

ReSeni:
a) Ptredpokladame, ze rychlost roztoku tésné u pistu je totozna s rychlosti pistu vytlacuji-
ciho roztok. Ur¢ime ji z ¢asu t a délky stiikacky. Z rovnice kontinuity stanovime rych-
lost, kterou roztok proudi v zGzené ¢asti stiikacky a zaroven vytéka ven. Plati vztahy
S, =0,5,
o — S,1 1110" 6-10°
2 s,t 1110° 5

=1,2m-s*.

. . 1 1
b) Silu, ktera plisobi na pist, vypoéteme z Bernoulliovy rovnice p, +5 pvl = > PV, protoze

potencialni energie zlstdva v obou Castech stiikacky stejnd. Pro velikost sily F =p,S
muzeme psat

2 2 141.10°1,1-10*-(6-102)’ 104V
Fzﬂl(ij 1} (610°) (1’1 10 j _1]|=0,112N

2t* | S, 2.5° 1,1-10°°

Priklad 6.2
Voda te¢e laminarn& vodorovnou trubkou priifezu S, =1,1-10° m?, ktery se z(Zi na dvé tieti-
ny puvodniho. Rozdil tlaku mezi Sirokou a uzkou ¢asti trubice je 4000 Pa.

Vypocitejte:
objemovy tok vody, ktery je definovan R=10vS .

ReSeni:

- - I3 I3 1 2 1 2 v s r . o 4 4
Z Bernoulliovy rovnice vyplyva p, + 3 pU; =P, + 3 pU,, protoze potencidlni energie zlstava
V obou Castech trubky stejnd. Potrubi se zuzuje, musi platit , ze v, je vétsi nez v,, a proto p,
musi byt vétsi neZ p,. Objemovy tok je v diisledku platnosti rovnice kontinuity stejn€ velky
v 8iroké i tizké ¢asti.

R=19,S, =1,S,. Pro rychlosti mizeme s vyuzitim vztahu S, = 3 S, psat
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R R 3R
Ul=_' Uzz—z

S, s, 2S,
Po dosazeni do Bernoulliovy rovnice a vyjadieni Ap = p, — p, dostaneme vztah

2 2 2
Apzl (gR —R—] S'OR a odtud

48?2 S?
3
~ /8A =1,1- 10-3,/8 4 10 =2,78:10° m?-s*
Priklad 6.3

Potrubi o vnitinim priméru 2,5 cm &erpa vodu do piizemi domu rychlosti 0,8 m-s™ pod tla-
kem 1,5-10° Pa. Potrubi v 2. patie ve vyice 9 m ma pramér 1,25 cm.
Vypocitejte:

a) rychlost proudu vody ve 2. patie,

b) tlak vody ve 2. patie.

ReSeni:
a) Z rovnice kontinuity stanovime rychlost v, V 2. patfe pomoci zndmé rychlosti v,
V pfizemi a zndmych prireza S1, Sz.
0,5, =1,3,,
d’ 2,5° §
v,=0,-5=0,8-"—-=32m-s".
d, 1,25

b) Z Bernoulliovy rovnice vyplyva, ze

1 1
pl+§pvl = pz"'Epvz +pgh.

Rovnici miizeme vyuZit pro stanoveni tlaku p, . Plati relace

4
—pgh=15-10°+= 103082 123
2 1,25

1 L, df
=p, +=po?|1-
P, p1+2p01[ d

2

j 10%.9,81-9=

=1,5-10°-5,12-10° -88,29-10° = (1,5-0,0512-0,8829)- -10° =0,57-10° Pa
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7. Termodynamika

V piedchozich kapitolach jsme se zabyvali mechanikou zaloZenou na platnosti Newtonovych
zakoni a naznacili jsme feSeni problémi tykajicich se pohybu hmotného bodu, tuhého télesa a
kontinua. V této kapitole se budeme vénovat termodynamice, kterd tizce souvisi s pochope-
nim pojm1 jako je teplo a teplota, kterymi jsme se doposud nezabyvali.

Termodynamika se zabyva procesy, které probihaji v makroskopickych soustavéach. Je ji
mozno definovat jako nauku o obecnych zakonitostech, jimiz se fidi transformace celkové
energie makroskopickych systémi v rizné jeji formy. Pro tyto pfemény energie formuluje
fyzikalni zakony. Jak napovida jméno termodynamiky, jde zejména o déje spojené s jevy jako
je prenos tepla, zavislost veli€in na teploté apod. Celé oblast termodynamiky je vSak podstat-
né Sirsi, zahrnuje napf. i fazové prechody, chemické rovnovahy aj. V termodynamice se ob-
vykle nezabyvadme pohybem soustavy jako celku. Naopak predpokladame, ze soustava je jako
celek v klidu. V takovém piipadé je energie soustavy rovna souctu celkové kinetické energie
tepelného pohybu jednotlivych ¢astic (atomil, molekul) a celkové potencialni energii Castic,
kterd vyplyva z jejich vzdjemného silového pisobeni. Tato celkova energie soustavy se nazy-
va vniti'ni energie. Znaci se obvykle U.

Ohftivame-li latku, méni se jeji makroskopické vlastnosti. Charakter zmén, ke kterym dochazi,
zavisi pfedev§im na mnozstvi dodaného tepla, na slozeni latky a jejim okoli. Termodynamika
se obecné zabyva tepelnymi procesy v latkach vSech typa, tj. pevnych, kapalnych a plynnych.
V nasledujici kapitole se zaméfime predevSim na procesy probihajici v plynech, kde vazby
mezi jednotlivymi molekulami nebo atomy jsou natolik slabé, ze je mizeme zanedbat, coz
znacn¢ usnadni naSe Uvahy. Pro zjednoduSeni studia termodynamického chovani plynt bu-
deme pracovat s modelovou ptedstavou idealniho plynu. Fyzikalni podstatu této predstavy
objasnime v n¢které z dalSich odstavct.

7.1 Stav systému, stavové veliiny

Zkoumame-li urcitou fyzikalni soustavu (napft. soustavu hmotnych bodl nebo tuhé téleso), je
tato soustava dokonale popsana, zname-li vSechny vnéj$i podminky, ve kterych se soustava
nachazi, a vSechny jeji vlastnosti. Vné&jsi podminky obvykle oznacujeme jako vnéjsi parame-
try a vlastnosti soustavy jako vnitini parametry. Souhrn vnégjSich podminek a vnitinich
vlastnosti definuje fyzikalni stav systému. Vlastnostem systému a vnéj$im podminkam mi-
zeme prifadit métitelné veliCiny, které nazyvame stavové proménné (parametry). Stav sys-
tému je znam, zname-li hodnoty stavovych parametra.

Kazdy systém, ktery se nachazi v neménnych podminkach, dospéje po jisté dob¢€, nazvané
relaxaéni, do stavu termodynamické rovnovahy (rovnovazného stavu). Dé&je, které vedou
systém do stavu rovnovahy, se nazyvaji relaxacni procesy. Ve stavu termodynamické rovno-
vahy je systém popsan ¢asoveé neproménnymi hodnotami stavovych parametrt pti zachovani
vnéjSich podminek (neexistuji zadné toky). Po vzniku termodynamické rovnovahy je jakakoli
dalsi zména makroskopického stavu mozna pouze nasledkem nového vnéjsiho zasahu. Od
rovnovazného stavu odliSujeme stacionarni stav, pii némz se makroskopické parametry rov-
néz s ¢asem nemeni, ale kde mohou existovat toky.
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Procesy probihajici v soustavach popisujeme pomoci zmén stavovych parametrii. Procesy
délime na rovnovazné (kvazistatické) a nerovnovazné. Na rovnovazny proces mizeme na-
hlizet jako na fadu nekonecné blizkych rovnovaznych stavii. Jestlize proces prochazi stavy
termodynamické rovnovahy, je vratny (reversibilni), to znamend, Zze muize probihat i opac-
nym smérem. Proces, ktery nemuze probihat opaénym smérem, je nevratny (ireversibilni).
Vsechny samovolné procesy probihajici v pfirod¢ jsou nevratné. Vratny proces je pouze mo-
delovou piedstavou, kterou pouzivame jako zjednodusujici piistup k feseni redlnych problé-
md.

7.2 Teplota

Pti popisu termodynamickych soustav velmi Casto (pokud se neméni pocet ¢astic v systému
apod.) vysta¢ime se tfemi stavovymi parametry: tlakem p, objemem V a teplotou T. Teplota
vyjadiuje urcitou kvalitativni vlastnost fyzikdlnich systémua. Pfi méfeni teploty vyuzivame
nekolika fyzikalnich principti s obecnou platnosti.

Uvedeme-li do kontaktu dvé télesa s rtiznou teplotou, po né&jaké dobé se jejich teplota vyrov-
na. Rikdme, ze soustavy jsou v termodynamické rovnovaze. K méteni teploty prvého télesa
muzeme tedy za urcitych podminek vyuzit druhé téleso.

Jsou-li dvé soustavy (ozname je 1, 2) izolované a soustava 1 je v termodynamické rovnovaze
s dal$i soustavou oznacenou jako 3, a tato soustava je zaroven v termodynamické rovnovaze
se soustavou 2, pak i soustavy 1, 2 jsou v termodynamické rovnovaze. Tento princip nékdy
oznacujeme jako nulty termodynamicky zakon. Z praktického hlediska nulty princip otvira
moznost méfeni teploty riznych téles jednim standardem.

Dale plati, Ze ve stavu termodynamické rovnovéhy je teplota jednozna¢nou funkci jinych sta-
vovych parametr, a miizeme ji proto méfit nepiimo, pomoci zmény jiné stavové veliCiny.
Obvykle mizeme psat, ze teplota T

T=T(pV). (7.1)

Je-li tlak (objem) konstantni, miiZeme tuto funkéni zavislost prevést na funkci jedné promeén-
né

T=T(V), eventudlne¢ T=T(p).
Prakticky lze snaze méfit proménny tlak plynu pii konstantnim objemu nez proménny objem

pii konstantnim tlaku, proto se tzv. plynova stupnice realizuje pomoci rozpinavosti (zmény
tlaku s teplotou) plynu.

p=p,(1+t), (7.2)

kde p, je tlak plynu pfi 0°C a y je empiricky stanovena konstanta zhruba stejna pro vSechny

realné plyny, y = °C™ pro idealni plyn, a t je teplota v Celsiovych stupnich. Celsiova

273,15
teplotni stupnice je zavedena pomoci dvou teplotnich bodd, tani ledu a varu vody pii normal-
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nich podminkach, tj. tlaku 1,01325-10° Pa. Jeden Celsitiv stupeii je roven 1/100 rozdilu mezi
zminénymi body.

Kelvin zavedl absolutni teplotni stupnici (znacime T). Jestlize ve vztahu (7.2) oznacime

l:To,pak
V4

T=T,+t. (7.3)

Jednotkou absolutni teploty je 1 K (kelvin), velikost stupné je stejnd jako v Celsiové stupnici.
Vyraz (7.2) mizeme pomoci vztahu (7.3) piepsat do tvaru

T, +t
p= pO (T0+ )= r-)]?T . (74)
0 0

V soucasné dob¢ je teplotni stupnice definovana pomoci jediného bodu, trojného bodu vody.
Tato stupnice se nazyva termodynamicka a spolu s definici teploty pomoci tepla (z vyrazu
pro ucinnost vratného Carnotova cyklu), kterad jiz neni zavisla na vlastnostech latek, vytvari
termodynamickou teplotu. Stupen termodynamické stupnice je definovan jako 1/273,16-ta
¢ast termodynamické teploty trojného bodu vody. Znaci se K.

Praktické méteni teploty je zaloZeno na mnoha riznych fyzikalnich principech a zalezi prede-
v§im na tom, jaky obor teplot chceme méfit a jaké pozadavky vzhledem k méfeni si stanovi-
me. Jedno z nejznaméjSich méteni je pomoci rtutového teploméru, kde sledujeme zménu ve-
likosti objemu rtuti v zavislosti na teplot¢.

7.3 Idealni plyn

Ideélni plyn charakterizuji nésledujici vlastnosti: molekuly maji rozméry zanedbatelné malé
vici vzdalenostem mezi molekulami, molekuly na sebe, kromé kratkych okamzikl vzajem-
nych srazek, silové nepusobi, srazky molekul jsou dokonale pruzné. Skute¢né plyny pii ob-
vyklych teplotach a tlacich tyto pozadavky s dostateCnou piesnosti splituji. Pro idealni plyn
1ze velmi jednoduse formulovat nékteré zakony a popsat jejich chovani.

Teplotni roztaznost idedlniho plynu pii konstantnim tlaku byla experimentalné zjisténa Gay-
Lussacem

(7.5)

<|<
B

V, je objem pfi termodynamické teploté T, zavedené v pfedchozim odstavci. Rovnice (7.5)
s pouzitim Celsiovy teploty t zni

V =V, (L+t) , (7.6)
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kde V, je objem pii teplots t = 0°C, 7 je teplotni sou¢initel objemové roztaZnosti. Ma stej-
nou hodnotu jako soucinitel ve vztahu (7.2).

Obdobny vztah pro teplotni rozpinavost idealniho plynu jsme jiz uvedli v pfedchozim odstav-
ci jako vztah (7.2).

Pro idealni plyny plati také Boyliv—Mariottiv zakon. Tlak p daného mnozstvi idealniho ply-
nu je pii stalé teploté nepiimo umérny jeho objemu V, coz Ize vyjadiit vztahem

pV = konst (7.7)

pfi konstantni teploté T.

7.4 Stavova rovnice, laitkové mnozZstvi

Spojenim rovnic pro teplotni roztaznost a rozpinavost dostaneme stavovou rovnici pro ide-
alni plyn.

PV py,
T

0

=konst . (7.8)

Jestlize feSime problémy tykajici se plynt, je vyhodnéjsi z praktickych divodi pracovat niko-
liv s mnoZstvim hmotnosti, ale s mnozstvim, které obsahuje pfesné¢ definované mnozstvi mo-
lekul. Zavadi se proto latkové mnoZstvi, jehoz jednotkou je 1 kmol, eventualn¢ 1 mol. Mnoz-

stvi 1 mol latky obsahuje pravé tolik molekul, kolik je atomii v 0,012 kg uhliku **C. Podet
molekul (event. atomi) v 1 molu udédva Avogadrova konstanta N, =6,022-10% mol™. Lat-

kové mnozZstvi n soustavy tvorené N molekulami (event. atomy) je urceno vztahem

n= | (7.9)
NA
Molarni objem V_ je
V, =% : (7.10)

kde V je objem uvazované soustavy, [Vm] =m®-mol™. Molarni objem V_ je za normalniho

tlaku a teploty pro viechny plyny stejny V_, =0,022414 m*-mol ™.

Molarni hmotnost Mrn

: (7.11)
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kde m je hmotnost soustavy, [M,,]=kg-mol™. Molarni hmotnost souvisi jednoduse s rela-
tivni molekulovou hmotnosti (event. atomovou hmotnosti). Relativni atomova hmotnost A,
je definovana

A=—2 (7.12)

m,

u

kde m, oznacuje klidovou hmotnost atomu a m, je atomova hmotnostni konstanta, ktera je

zavedena jako 1/12 klidové hmotnosti atomu uhliku **C. Plati p¥iblizné
m, =1,6606-107" kg . (7.13)

Podobné¢ jako relativni atomovou hmotnost miizeme definovat i relativni molekulovou hmot-
nost M, vztahem

M, =—m (7.14)

kde m, je klidova hmotnost molekuly.

Kromé¢ molarnich veli¢in (hmotnosti, objemu a dal$ich termodynamickych veli¢in) je vhodné
v n¢kterych piipadech zavést mérné veliciny, vztazené k jednotce hmotnosti.
S pouzitim vztahu (7.10) pro molarni objem a zndmych hodnot pro p,, T, & Vmo miizeme sta-

vovou rovnici (7.8) upravit do tvaru

pV=nR T, (7.15)

kde R, =8,314J-K-mol™ je molarni plynova konstanta a n je pocet molii v soustavé. Dg-

lime-1li ob¢ strany rovnice (7.15) latkovym mnozstvim plynu n, dostaneme stavovou rovnici
pro 1 mol ideédlniho plynu

pvV, =R, T .
Stavova rovnice vyplyva z experimentalné ziskanych zakonitosti pro idealni plyny, ale lze ji
odvodit i na zaklad¢ jednoduchych piedpokladi o chovani idealnich plynii.

7.5 Kineticka teorie plynu

Shrneme-li poznatky o chovani, sloZeni a zakonitostech latek vyskytujicich se v plynném
skupenstvi, mizeme vyslovit nasledujici ptedpoklady o idedlnich plynech:

e plyny sestavaji z molekul, které se vzajemné pruzné srazeji,

e molekuly plynu jsou od sebe ve vzdalenostech mnohonasobné vétsich nez jsou jejich
rozmeéry a neptisobi na sebe silami s vyjimkou okamziku srazek,
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e jestlize neplisobi zadnd vnéjsi sila, neni preferovany zadny smér pohybu molekul ani
vektoru jejich rychlosti.

Rozméry realnych molekul jsou cca 2-1071% m, a proto vzhledem k jejich vzajemnym vzdale-
nostem je mizeme zanedbat a povazovat je za hmotné body. Vzajemné pfitazlivé sily mezi
molekulami jsou pomérné slabé a rychle klesaji se vzdalenosti. Miizeme tedy tvrdit, Ze mole-
kuly maji pouze kinetickou energii a pohybuji se prakticky nezavisle. Pii svém pohybu mole-
kuly absolvuji vzajemné srazky, pii kterych méni pouze smér a velikost rychlosti. Tento po-
hyb nazyvame tepelny pohyb molekul. Srazky vedou k tomu, ze v plynu se vyskytuji mole-
kuly s vétSimi i mens$imi rychlostmi. Miizeme hovofit o rozdéleni molekul podle rychlosti.
Budeme piedpokladat, ze srazky probihaji naprosto ndhodné, a proto pohyb molekul ve vsech
smérech je stejn¢ pravdépodobny.

Tlak plynu vysvétluje kineticka teorie pomoci narazii molekul na stény nadoby, v niz je plyn
uzavien. Vzajemné srazky molekul mizeme zanedbat, protoze v ptipad¢ pruzné srazky se
celkova hybnost soustavy zachovava a vzhledem k soustavé nedojde k zadné zmén¢.

Ptedpokladejme nadobu a v ni soubor N molekul jednoatomového plynu, ktery zaujima objem
V. Molekuly maji stejnou hmotnost m, a pohybuji se rlznymi rychlostmi. Ve shodé

v

s 1. Newtonovym zakonem se molekula (protoze neptsobi zadna vnéjsi sila) bude mezi sraz-
kami pohybovat rovnomérné ptimocare. Uvazujme sténu nadoby kolmou na osu X, X-0vou
slozku hybnosti molekuly oznacme mo, . Jestlize molekula narazi na sténu, zméni se jeji hyb-

nost na (—mo, ). Celkova zména jeji hybnosti je rovna 2mo, . Abychom uréili celkovou zmé-

nu hybnosti v§ech molekul za ¢asovy interval At, musime je$té stanovit poc¢et molekul, které

. N.
absolvuji za Cas At srazku se sténou. Za Cas At dopadne na sténu plochy S celkem VI Sv,At

molekul. Soucin Sv At piedstavuje objem, ktery molekuly zaplni za ¢as At a N, je pocet mo-

lekul s x-ovou slozkou rychlosti. Celkova zména hybnosti molekul, které dopadnou za ¢asovy
interval At na sténu je

&vaiAt-(vaxi )= Z&va;m .
\Y \Y

Zména hybnosti soustavy je rovna impulsu sily, kterou molekuly plsobi na sténu nadoby.
Z této sily je mozné jednoduse urcit tlak molekul na sténu, jestlize si uvédomime vztah mezi
silou a tlakem

2 2
o =&S mo,; At 2N, mo;
\Y AtS \Y

Celkovy tlak od vSech molekul v nadob¢ ziskdme sumaci pres vSechny x-ové slozky rychlosti
v ptfedchozim vztahu. ProtoZe zddny smér pohybu ani rychlosti neni preferovan, pohybuje se
v priméru polovina molekul doprava (kladny smér osy X) a polovina doleva (zaporny smér).
Obecny tvar vztahu pro celkovy tlak p proto je

1 mo> m
- =93 "ON /2 = NUNE 7.16
p=Yp =5 T 2N T2 =0T N (7.16)
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Tuto relaci mizeme piepsat do jednodussiho tvaru, jestlize zavedeme stfedni hodnotu z jed-
notlivych hodnot v . Definujeme ji vztahem

?:iz N o2 (7.17)

v’ nazyvame stfedni kvadraticka rychlost (piesngji x-ovd slozka stfedni kvadratické

X

rychlosti). N = Z N, je celkovy pocet molekul. Pro tlak Ize s pouzitim vztahu (7.16) psat

p=%v2 nebo pVv =2N(%mv_fj . (7.18)

X

. . N
Pro idealni plyn plati stavova rovnice pV =nR T = N R, T = NKT a po dosazeni za p ze

A

vztahu (7.17)

Loz =Ly (7.19)
2 2

kde T je termodynamicka teplota a k je Boltzmannova konstanta.

k= % ~138066-10% J-K* |

A

L : : 1
Stiedni kineticka energie odpovidajici translaénimu pohybu molekul ve sméru osy X je 3 KT .

Ekvivalentni vztah miZzeme napsat pro pohyb ve sméru osy Yy i 0Sy z. Se¢tenim téchto tii vy-
razl obdrzime relaci pro celkovou stfedni energii soustavy

Loo? = 3k7 (7.20)
2 2

Ze vztahu (7.19) vyplyva, Ze teplota souvisi se stfedni kinetickou energii molekul. Cim vy33i
je teplota, tim intenzivnéjsi je tepelny pohyb molekul plynu. Vztah (7.19) mezi energii sou-
stavy a teplotou oznacujeme jako zakon rovnomérného rozdéleni energie, tzv. ekviparti¢ni

teorém.

Jednoatomové molekuly idealniho plynu, pro které jsme odvodili vztah (7.19), a které mize-
me povazovat za hmotné body, maji ti1 stupné volnosti. Kazdému stupni volnosti odpovida na

, y : , 3 1 . , ,
pravé strané rovnice , ve vyrazu > KT , pravé > KT . Je-li molekula dvouatomova, musime ke

stupitim volnosti odpovidajicich translaénimu pohybu ptipocist jesté dalsi stupné volnosti pro
rotacni pohyb. Dvouatomova molekula ma celkem pét stupiii volnosti, a proto rovnice (7.19)
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bude mit na pravé strané soucinitel rk Ptehledné miizeme vztahy pro dvou a viceatomové

molekuly, které maji Sest stupiii volnosti, zapsat

dvouatomové W, = g KT

tfi a viceatomové nelinearni W, =3kT

NP e 5
tfi a viceatomové linedrni =~ W, =§kT .

Vztahy (7.19) a (7.20) mizeme shrnout slovy: V rovnovazném stavu pripada na kazdy
stupen volnosti soustavy hodnota energie jedna polovina kT. Ukazuje se, Ze vztahy (7.20)
a z nich vyplyvajici zavéry neplati zcela pfesné, protoZe chovani molekul jiZ nejde piesné
popsat pomoci zakont klasické fyziky.

Predchozi rovnice umoznuji jednoznacné stanovit vnitini energii soustavy U. Vnitini ener-
gie byla zavedena jako soucet kinetickych energii vSech molekul, jestlize silové piisobeni me-
zi molekulami je zanedbatelné. Pro idedlni plyn je potencidlni energie nulova. Pro celkovou
kinetickou energii 1ze formulovat obecny vztah zahrnujici kromé teploty parametry soustavy

U= Ns%kT , (7.21)

kde N je celkovy pocet molekul soustavy a S je pocet stupniti volnosti jedné molekuly. Vztah
(7.21) muzeme piepsat do tvaru

U :%anT , (7.22)

kde n je pocet mold plynu.

Vnitini energie je pro idealni plyn pouze funkei teploty. Pro realné plyny, kde nelze zane-
dbat interakéni energii mezi molekulami, bude vnitini energie zaviset také na objemu sousta-
vy, protoze interak¢ni sily jsou funkci vzdalenosti mezi molekulami.

7.6 Rozdéleni rychlosti molekul

Stfedni kvadratickou rychlost tepelného pohybu molekul, kterou jsme formalné zavedli vzta-
hem (7.17) v ptedchozim odstavci, miZzeme jednoduse uvést do souvislosti s chovanim mole-
kul a prifadit ji tak fyzikéalni vyznam. V experimentech s plyny pozorujeme, Ze existuji mole-
kuly, které maji vétsi rychlost, a jiné mensi rychlost nez je hodnota stfedni kvadratické rych-
losti. Miizeme hovotit o rozdéleni rychlosti molekul charakteristickém pro danou teplotu.

Abychom jej mohli popsat, zavadime rozdélovaci funkei f (v). Je definovana tak, Ze podet

dN molekul, které maji rychlost v intervalu v a v+dv je pomoci rozdélovaci funkce mozno
vyjadrit

dN = f (v)do . (7.23)
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Vzhledem k tomu, Ze pocet molekul N, s kterym obvykle pracujeme, je velky, jsme opravnéni
pouzit limitni ptiblizeni do — 0 a rovnice (7.23) je rovnici pro diferencialni ptirtstky. Cel-
kovy pocet molekul N vyjadiime pomoci rozdélovaci funkce

N =T f(v)do . (7.24)

Rozdéleni rychlosti pro Ar (N =10 molekul) a pro dvé riizné teploty, 200 K a 600 K je na
obr. 7.1. Rozdé€lovaci funkci pro rozdéleni rychlosti molekul ur¢il C. Maxwell, ktery pti od-
vozeni uplatnil statistické zékonitosti ndhodného pohybu molekul. Rozdé€lovaci funkce ma
tvar

f(v)= Av?exp| — ZkT . (7.25)

Koeficient A nezavisly na rychlosti je

f(@)
[sm”]
3.107 - T=200K
2.10% -
T=600 K
1.10% -
200 400 600 800 1000 ©[m-s]
Obr. 7.1

Hodnoty rozdélovaci funkce na obr. 7.1 urcuji pocet molekul pro jednotlivé hodnoty rychlos-
ti. Cim je teplota plynu vyssi, tim se rozdéleni posouva k vétsim hodnotadm rychlosti, ale za-
roveii je plossi. Plocha pod kiivkou je rovna celkovému poc¢tu molekul N. Pro hodnotu stfedni
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kvadratické rychlosti v 1ze pomoci matematického vyjadieni Maxwellova rozdéleni rychlosti
odvodit vztah

Jor = [T (7.26)

m

Pohyb molekul se obvykle charakterizuje jesté dvéma dal§imi rychlostmi. Je to stiedni rych-
lost o zavedena jako aritmeticky primér ze vsech velikosti rychlosti molekul

U= /& . (7.27)
zm

Hodnota stfedni rychlosti je mensi neZ hodnota stfedni kvadratické rychlosti. Dalsi charakte-
ristickou rychlosti je nejpravdépodobnéjsi rychlost, znac¢ime v ,. Odpovida maximu rozde-

lovaci funkce. Pro tyto tii hodnoty rychlosti plati, Zev,, <o < \/17 . Hodnoty téchto rychlosti

jsou vyznaceny na obr. 7.2. Graf rozdélovaci funkce odpovidé rozdéleni zndzornénému plnou
¢arou na obr. 7.1, ktery znazornuje rozdéleni rychlosti molekul Ar pfi teploté 600 K.

/(@)

[s'm']

1.10% 4

200 o T V5 1000 v [ms']

7.7 Van der Waalsova rovnice

Stavova rovnice ve tvaru pV, =R T plati pro latkové mnozstvi 1 molu idealniho plynu.

Chovani redlnych plynti se obvykle popisuje modifikovanou stavovou rovnici, ktera se nazyva
Van der Waalsova rovnice a ma pro 1 mol plynu tvar

( p +\%j(vm -b)=R,T (7.28)

m

kde a, b jsou kladné konstanty obecné rizné pro rizné druhy plynd. Van der Waalsova rovni-
ce, jak je na prvni pohled vidét, se od stavové rovnice pro idedlni plyn 1isi dvéma korekcnimi
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Cleny. Prvni Clen \% predstavuje korekci na kohezni tlak v plynu, ktery vznika jako disledek

m

ptitazlivych (koheznich) sil mezi molekulami skute¢ného plynu. Kohezni tlak zvysuje tlak
uvniti plynu, takze je vétsi nez tlak na sténu. Druha korekce vyjadiena ¢lenem b zohlednuje
kone¢ny objem molekul. Pii svém pohybu nemohou molekuly vyuzivat cely objem V, ktery
maji k dispozici, protoze ¢ast objemu je vzdy zaplnéna molekulami. Je-li plyn dostate¢né fid-
ky, jsou korekce zanedbatelné, a rovnice (7.28) piechazi ve stavovou rovnici idealniho plynu.
Van der Waalsova rovnice neni jedinou modifikaci stavové rovnice, ktera se pouZziva pro sku-
te¢ny plyn. Kromé dalsich dvouparametrickych rovnic (dvé materialové konstanty), napiiklad
rovnice Redlichova — Kwongova, se pouzivaji i stavové rovnice viceparametrické.

7.8 Tepelné procesy, prenos tepla

Jestlize chceme zvysit teplotu vody v nddobé, vyjadiime tuto skutecnost jednoduse jako ohtati
vody. Zvyseni teploty miizeme uskutecnit naptiklad vlozenim horkého télesa do vody. Jedna
se o proces, pii kterém dojde k pfenosu energie, a tento proces probihd mezi teplejSim a
chladngjsim télesem (soustavou), dokud se teploty nevyrovnaji. Popsanou skute¢nost mizeme
formulovat obecné: Jakmile se dostanou dvé télesa do tepelného kontaktu, bude probihat pie-
nos tepla dokud mezi télesy nevznikne stav termodynamické rovnovahy. Tepelné energii bu-
deme zkracen¢ tikat teplo, budeme jej oznacovat symbolem Q. Znaménkem (+,—) budeme
rozlisovat, zda se jedna o teplo dodané soustavé (t€lesu), nebo o odebrané teplo. Teplo jako
fyzikalni veli¢ina je energie a jeji jednotka je 1 J (joule).

Tepelna energie je pfedavana z jednoho mista na druhé prosttednictvim tii procest: konduk-
ce (vedeni), konvekce (proudéni), radiace (vyzarovani).

Kondukce tepla. V ptipad¢ kondukce se energie prenasi interakcemi molekul bez jakéhoko-
liv pohybu latky jako celku. Uplatiiuje se pfedevsim pfi Sifeni tepla v pevnych latkach. Pied-
pokladejme naptiklad ty¢, jejiz jeden konec je zahiivan. Jde-li o kov, pak volné elektrony,
které se pohybuji kovem, dostavaji a ptedavaji tepelnou energii pii srazkach s atomy miizky.

prifez S

L

Obr. 7.3

M¢éjme ty¢ z pevné latky délky L ve sméru osy x (obr. 7.3). Ty¢ ma priifez S, jeden jeji konec
je udrzovan na teploté T,, kterd je vySsi neZ teplota druhého konce T,. Experimentalné bylo
zjisténo, ze mezi spadem teploty, prifezem tyCe a pfenosem tepla uskutecnénym za maly ca-
sovy interval je pfima umérnost. Relaci lze zapsat ve tvaru
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d_Q= gsd_T
dt dx

: (7.29)

kde 1 je koeficient tepelné vodivosti, latkova konstanta charakteristicka pro uvazovany ma-
terial. Znaménko (—) odpovida skutecnosti, ze teplo proudi od teplejSiho mista ke studené;si-
mu. Latky s velkou hodnotou koeficientu 4 jsou dobré tepelné vodice. Vysokou tepelnou vo-
divost ma stiibro a méd’. Tepelna vodivost kapalin je mald, nejmensi koeficient tepelné vodi-
vosti ze vSech latek pak maji plyny. Proto se s vyhodou pouziva plynt k tepelné izolaci. Nej-
lepSim tepelnym izolantem je vakuum (v némz se ovSem zase znatelnéji projevuje tepelné
zafeni).

V tabulce 7.1 jsou uvedeny hodnoty koeficientt tepelné vodivosti pro nékteré materialy:

Tabulka 7.1
material vzduch| Al Cu Au Pt Ag | ocel sklo beton

A[W-mtK?1)| 0,026 | 237 | 401 | 318 | 353 | 429 | 46 | 0,709 | 09-13

Ptedstavme si ty¢ obklopenou vzduchem. Plastém tyce odchazi do okoli ¢ast tepla. I pro tento
ptipad plati relace (7.29). Dusledkem platnosti relace je, ze teplota neklesd rovnomeérné
s délkou tyce, ale v okoli teplejSiho konce klesa rychleji nez v okoli studenéjsiho.

Konvekce tepla. Pti konvekcei tepla je pienos tepla zprostiedkovan makroskopickym pohy-
bem latky. Analyza praktickych problému spojend s konvekcei tepla je vétSinou velmi obtizna.
Pfenasend energie je obvykle umérna plose télesa, které zprostiedkovava prenos do okolnich
téles a rozdilu teplot mezi télesem a okolim.

vvvvv

zahtivani vody v hrnci a vyuzivame v Gstfednim topeni s obéhem teplé vody.

Radiace. Tretim mechanizmem pifenosu tepelné energie je radiace ve formé elektromagnetic-
kych vIn. Pro energii P vyzatovanou z povrchu télesa ohfatého na teplotu T za jednotku ¢asu
1ze psat relaci

P=eoST", (7.30)
kde S je plocha, ktera vyzatuje, € je emisivita, nabyvajici pro rizna té€lesa hodnoty mezi 0 a 1,
o je univerzalni konstanta. Vztah (7.30) se nazyva Stefaniv — Boltzmanniv zakon. Hod-
nota =5,67-10° W-m?.K™. Jestlize zafeni emitované néjakym t&lesem dopada na jiné
téleso, Cast zafeni (energie) je odraZeno, Cast absorbovano. Svétla télesa veEtsi Cast energie

odrazeji, zatimco tmava vétSinu energie pohlcuji. Pro absorpci energie mizeme psat analogic-
ky vztah k vztahu (7.30).

P=acST*, (7.31)

kde a je koeficient absorpce. Pro pienos tepla vyzarovanim z télesa o teploté¢ T do okoli, jehoz
teplota je T,, mtizeme psat ve tvaru

P=ecS(T'-T,) . (7.32)
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Pti béznych teplotach (pod 600 °C) neni tepelné zaieni viditelné. S rostouci teplotou se znac-
né zvySuje mnozstvi emitované energie a roste podil viditelné slozky zateni.

Obvykle 1ze prenos tepla popsat jednim mechanizmem jako ptevladajicim, ale nejsou vyjim-
kou ani ptipady, kdy musime k popisu pouzit dva procesy.

7.9 Teplo, prace, tepelna kapacita. Prvni zakon termodynamiky

Experimentalné bylo zjiSténo, ze ptirtistek, nebo ubytek tepla v systému souvisi s vykonanim
ekvivalentniho mnozstvi prace systémem, nebo na systému. Teplo miizeme povazovat za jed-
nu z moznych forem energie a je mozné najit vztah ekvivalence mezi teplem a vykonanou
praci. J. P. Joule svymi pokusy dospé¢l k dilezitému zavéru, Ze tepelnd a mechanicka energie
se nezachovavaji nezavisle na sobé, ale zachovava se soucet tepelné a mechanické energie.

Mnozstvi tepla potfebné k ohtati télesa o 1 K definujeme jako tepelnou kapacitu télesa C.
Matematicky lze tuto definici zapsat piesnéji pomoci malych zmén tepla a teploty

_dQ
C=0r (7.33)

Jednotka tepelné kapacity je J-K™. Tepelna kapacita télesa je piimo imérna jeho hmotnosti

m. Vyhodnéjsi je proto definovat mérnou tepelnou kapacitu c, ktera je pouze vlastnosti lat-
ky

C= (7.34)

¢
m
Jednotka mérné tepelné kapacity je J-kg™-K™. Hodnota tepelné kapacity, jak ukdzeme v

nasledujicim odstavci, zalezi pfitom na zpasobu, jakym probiha zména stavu soustavy, jestli
se déje pii zachovani konstantniho tlaku, nebo objemu. V prvém pitipadé bude latku charakte-
rizovat tepelna kapacita Cp (pfi stalém tlaku), v druhém piipadé C,, (pfi stalém objemu).

Molarni tepelna kapacita Cnm (tepelna kapacita 1 molu latky) souvisi s tepelnou kapacitou C
vztahem

(7.35)

Jednotka molarni tepelné kapacity je J-mol™-K™. Opét rozlisujeme molarni tepelnou kapa-
citu Cpp @ Cpy - Tabulka 7.2 udava hodnoty mérnych a molarnich tepelnych kapacit nekterych

latek (ne plyni):
Tabulka 7.2
latka hlinik | méd’ | zlato | olovo | stiibro | zinek | rtut’ | etylalkohol
¢ [kJ-kg**K*] |0,900(0,386| 0,126 | 0,128 | 0,233 | 0,387 | 0,140 2,4
Cm[J-molK1] | 243 | 245 | 25,6 26,4 | 249 25,2 28,3 111
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Skutecnost, ze tieti fadek tabulky ptfinasi témét shodné hodnoty molarnich kapacit pro kovové
materialy oznacujeme jako Dulongovo — Petitovo pravidlo. Molarni tepelné kapacity pro

kovy se pohybuji kolem hodnoty C_ =24,9J-mol™-K™.

Jestlize studovanou soustavu adiabaticky oddélime od okolniho prostfedi, nedochazi k pteno-
su tepla. Prace, ktera se v takovém piipadé vykonava na systému, nebo systém ji vykonava, se
nemuze projevit piiristkem ani ubytkem tepla. Experimentalné lze také potvrdit, zZe jeji veli-
kost zdlezi pouze na pocatecnim a kone¢ném stavu systému, nikoliv na zpusobu vykonéani
prace. Dusledkem vykonané prace miize byt pouze zména vnitini energie AU =U,-U,.
Jestlize systém neni adiabaticky oddélen od okoli, zalezi na cesté¢ mezi pocateCnim a konec-
nym stavem, protoze systém (téleso) se muze dostat napiiklad do tepelného kontaktu s oko-
lim. Avsak, jak jiz vime, soucet tepla Q a mechanické prace A musi zlstat konstantni. Je zvy-
kem jako kladnou praci (+)A ozna¢ovat praci vykonanou systémem a (—)A praci vykonanou
na systému. Jakykoliv proces mizeme tedy popsat vztahem

Q+(-)A=AU . (7.36)

Vztah se obycejné prepisuje do tvaru
Q=AU+A (7.37)

a nazyva se 1. zakon termodynamiky. Teplo dodané soustavé se projevi ve vykonané
praci a zvySeni vnitini energie soustavy. Prvni zakon termodynamiky mzeme také formu-
lovat jako princip neexistence perpetua mobile prvniho druhu.

Neni mozné sestrojit zarizeni, které by trvale nebo periodicky konalo praci, aniZ by se
mu odjinud dodavala ekvivalentni energie.

Vztah (7.37) mizeme chapat jako vyjadieni zakona zachovani energie pro termodynamické
procesy. Pro platnost tohoto vztahu bychom jest¢ méli predpokladat neménny pocet Castic
soustavy. Rovnici (7.37) je vhodné ptevést do diferencialniho tvaru. Je téeba si uvédomit, ze
pouze veli¢ina vnitini energie ma uplny diferencial dU, zatimco ptirastky velicin tepla Q i
prace A nelze obecné vyjadrit jako Gplné diferencialy, protoze jejich velikost obecné zavisi na
zpusobu dosazeni zmény (Q 1 A nejsou stavové veliciny, ale velic¢iny d&jové). Budeme sice
psat

dQ=dU +dA (7.38)
ale dQ, dA jsou obecné netplné diferencialy velicin Q a W.

Prace konana plynem. Piedpokladejme valec naplnény plynem. Ve valci miizeme pohybovat
pistem tak, ze objem plynu se mize plynule zmenSovat nebo zvétSovat. Jestlize budeme pis-
tem pohybovat dostate¢né pomalu, bude plyn prochéazet stavy blizkymi k termodynamické
rovnovaze. Takovy proces nazyvame kvazistaticky. Silu o velikosti F ptisobici na pist plochy
S (obr. 7.4) mizeme vyjadfit pomoci tlaku soué¢inem pS. Jestlize se pist pohne ve sméru osy X
0 dx, vykonana prace plynem je

dA=Fdx=pSdx=pdV , (7.39)
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kde dV je zvétseni objemu plynu.

plocha pistu S

Obr. 7.4

Pfi stlaceni plynu by velikost dV byla zdporna. Jestlize budeme uvazovat zménu objemu z V,
naV,, vznikne problém s integraci vyrazu (7.39), protoze nevime, jak se ménil béhem procesu
tlak p, tj. neni obecné znam priabéh funkce p = p(V,T). Zavislost tlaku p na objemu V casto

znazoriujeme graficky jako p,V diagram.
Grafické znazornéni této zavislosti pro ptipad, kdy tlak zistava béhem procesu konstantni, je
na obr. 7.5. Prace vykonana plynem pii konstantni hodnoté tlaku a zméné objemu z V, na V,

je plocha pod kiivkou od pocatecniho do kone¢ného stavu systému daného objemem, nebot’
dA je uplny diferencial.

P
(p:7) (p,,V3)

N

v v, v
Obr. 7.5

V obecném piipadé€, kdy se méni objem i tlak a systém piechazi ze stavu 1 do stavu 2, je veli-
kost vykonané prace zavisla na cesté z 1 do 2. Z obr. 7.6 vyplyva, Zze pii zméné stavu 1 do 2
cestou a nazpét do stavu 1 je vykonana prace nenulova, i kdyz se vracime do vychoziho stavu.
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7.10 Tepelné kapacity idealniho plynu

Jestlize je plyn ohfivan pfi konstantnim objemu, zadna prace se nekona a vsechno teplo se
meéni ve vnitini energii. Jestlize naopak plyn je ohfivan pii konstantnim tlaku, expanduje a
kona praci, takze pouze ¢ast dodaného tepla se méni na vnitini energii a tim dojde ke zvySeni
teploty. Da se proto pfedpokladat, Ze tepelna kapacita C bude vétsi nez C,,.

Pro prvni ptipad, kdy je konstantni objem, se zadna prace pii predani tepla dQ systému neko-
na, a proto

(dQ), du
dT  dT ’

C, = (7.40)

Je-li tlak konstantni, potom

c _(dQ), _d_U+(dA)p (7.41)
P dT dT dT ] '

kde (dA)p = pdV je prace vykonana pii konstantnim tlaku. Pro idealni plyn miizeme stavo-

vou rovnici psat ve tvaru pV =nR T . Zdiferencovanim tohoto vyrazu dostaneme
pdv+Vdp=nR dT .

Pfi konstantnim tlaku je dp =0 a dosazenim do vztahu pro (dA)p obdrzime (dA)p =nR, dT.
Z relace (7.41) pro C, vyplyne

C,=C, +nR, . (7.42)

Tepelna kapacita pii konstantnim tlaku je vétsi nezZ tepelna kapacita pii konstantnim objemu.
Pro pevné latky, poptipadé kapaliny, u nichz se tepelna kapacita s teplotou méni jen malo,
neni tfeba obvykle rozliSovat mezi C, a C,, a pouziva se pouze jedna hodnota C.

Pro molarni tepelné kapacity 1ze na zaklad¢ vztahu (7.41) a defini¢niho vztahu psat
Crp =Cv +R, - (7.43)

Tento vztah se nazyva Mayerova rovnice.

Pouzijeme-li nyni ekviparti¢ni teorém, vztah (7.22), je C_,

a s pouzitim rovnice (7.43)
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c 5+ (7.44)

V tabulce 7.3 jsou uvedeny molarni tepelné kapacity a Poissonovy konstanty nékterych plyni:

Tabulka 7.3
plyn Hz N2 02 Clz Ar CO2 |vzduch

Cmv [J-mol*-K™] | 20,48 20,76 27,22 21,06 12,68 22,99 | 20,76
Cmp [J-molt-K™] | 28,87 29,08 35,60 29,28 20,89 29,34 | 29,11
K 1,410 1,401 1,398 1,350 1,698 1,293 | 1,402

7.11 Kvazistatické procesy v idealnich plynech

1. zékon termodynamiky, vztah (7.37) nebo (7.38), mizeme s pouzitim vztahu pro praci vy-
konanou plynem rozepsat do tvaru

2
Q=U,-U,+[padv , (7.45)
1

kde Q je teplo dodané plynu, U, , U, jsou vnitini energie na konci a na pocatku déje, ¢len

2
I pdV je prace vykonana plynem pfi zméné objemu z V, na V,.
1

Pro idealni plyn lze zménu vnitini energie vyjadiit pomoci tepelné kapacity C, pfi stalém

objemu a zménou teploty, vztahem (7.40)
U,-U,=C,(T,-T,), (7.46)

kde index 1 odpovida pocatecnimu stavu soustavy a index 2 kone¢nému. Po dosazeni vztahu
(7.46) do (7.45) dostaneme pro dodané teplo

Q=C, (T, —Tl)+i pdv . (7.47)

Analogicky vztah Ize napsat také pro teplo dodané jednotce latkového mnozstvi

Qn =Cpy (T,=T))+[ paV,, . (7.48)

1

Vztahy (7.47) a (7.48) mizeme formulovat i v diferencialnim tvaru, naptiklad

dQ=C, dT + padV . (7.49)
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Kvazistatické procesy jsou jednoduse fesitelné, muzeme-li nékterou z veli¢in p, V, T povazo-
vat po dobu procesu za stalou.

Izotermicky proces probiha pfi konstantni teploté. Je-li T =konst, vnitini energie soustavy
se nemeni a

Q=A=jpdv . (7.50)

A
2

kde index 1 oznacuje pocatecni stav soustavy a index 2 kone¢ny stav. Dosadime-li do pravé
strany (7.50) za p opét ze stavové rovnice, je

Ze stavové rovnice pro idedlni plyn vyplyva, ze p, = (Boyletiv — Mariottiv zakon),

(L v, P,
Q=nR,T[=dV=nRTIh2=nR T, (7.51)
1V Vl p2

kde n je latkové mnozstvi plynu.

P D (")

Obr. 7.7

Diagram p,V pro tento proces je na obr. 7.7 a kiivka, ktera jej charakterizuje, ma vyjadieni
pV =konst a nazyva se izoterma. Izotermicky d&j probihajici ve skute¢nosti miizeme inter-
pretovat napiiklad tak, Ze teplo dodané plynu ze zasobniku a spotifebované pfi expanzi plynu
beze zmény teploty se pfeméni na praci vykonanou plynem. O zasobniku musime ptedpokla-
dat, ze je dostateén¢ veliky, takze predani tepla plynu se obejde bez snizeni teploty v zasob-
niku.

Adiabaticky proces. Tento proces si mizeme naptiklad ptfedstavit tak, Ze plyn expanduje
proti pistu a vykonava praci. Valec s plynem je pfitom tepelné (adiabaticky) izolovan od oko-
li, takze nepfijima ani neodevzdava teplo.

dQ=0.

Prace vykonana plynem se projevi v ubytku vnitini energie plynu. S pouzitim rovnice (7.47)
dostaneme pro praci
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A=-(U,-U,)=-C,(T,-T,) . (7.52)

Prace je rovna ubytku vnitini energie pti prechodu soustavy ze stavu 1 do stavu 2. V pribéhu
adiabatického déje se méni nejen tlak a objem plynu, ale také jeho teplota. Ktivka charakteri-
zujici tento proces je na obr. 7.8.

P D (p,7)
@ (pzsz)
4 7
V
Obr. 7.8

Priibéh kiivky je strméjsi nez je prabéh kiivky v ptipad€ izotermického dé&je. Pribéh kiivky,

. C
adiabaty, se fidi Poissonovym zakonem pV* =konst, kde x=—".

Izochoricky dé€j. Probiha pii stalém objemu.
V =konst .

Prace vykonana plynem je proto nulova. Teplo Q dodané plynu se projevi zvétSenim vnitini
energie plynu. Plati vztah

QZUz_Ulzcv(Tz _Tl) ' (7.53)

kde index 1 se vztahuje k vychozimu stavu a index 2 ke kone¢nému stavu. Ze stavové rovnice
pro idedlni plyn pro izochoricky d¢j plyne Charlesiiv zakon

p,=p T_Z

2 1-|-1 :
p
Py (pjaVz)

(p.,1))
b ! (pPVl)
V =Kkonst V
Obr. 7.9
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Kiivka znazoriujici izochoricky d¢j je v p,V diagramu (obr. 7.9) je pfimka rovnobé&zna s osou
p a nazyva se izochora.

Izobaricky déj.
p =konst .

. . . r v T o] r
Ze stavoveé rovnice pro izobaricky dé&j dostaneme, V, =V, T—Z (Gay-Lussactiv zakon),
1

kde index 1 se vztahuje k poc¢ate¢nimu stavu a index 2 ke kone¢nému stavu. Ktivka charakte-
rizujici tento proces se nazyva izobara a je to v p, V diagramu (obr. 7.10) piimka rovnob&ézna
s osou V.

p
(p.7) (P,7))

S

v, v, v
Obr. 7.10

Pii izobarickém dé&ji se uplatni vSechny tii ¢leny v rovnici vyjadiujici 1. zdkon termodynami-
ky
Q=U,-U,+p(V,-V,) . (7.54)

2

Pti integraci W = p J. dV jsme pouzili podminku, ze p=Kkonst. Dosazenim ze stavové rovnice
1

do vztahu (7.54) ziskame pro teplo vyjadieni

Q=C, (T2 —T1)+ nR, (T2 —Tl) :
Pro teplo Q,, = % dodané 1 molu latky z pfedchoziho vztahu dostaneme

%:(Cmv "‘Rm)(Tz _Tl):Cmp (Tz_Tl) ' (7.55)

kde jsme vyuzili platnosti diive zminéné¢ Mayerovy rovnice (7.43), kterou Ize volné formulo-
vat tak, ze tepelna kapacita pfi stalém tlaku je pro kterykoliv idedlni plyn vétsi nez tepelna
kapacita pii konstantnim objemu. Z hlediska energetické bilance soustavy to znamena, ze pfi
dodavani tepla plynu pfi konstantnim objemu se veskeré teplo preméni na ptirtistek vnitini
energie, zatimco pfi dodavani tepla pfi konstantnim tlaku se jeho cast spotfebuje na praci,
kterou plyn vykona. Pro stejné zvyseni vnitini energie a tudiz i teploty musime dodat soustavé
vEtsi mnozstvi tepla.
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7.12 Druhy zikon termodynamiky. Entropie

1. z&kon termodynamiky neklade zddna omezeni na smér prenosu tepla, tj. neuréuje podmin-
ky, za kterych mize teplo piechazet z jednoho télesa na druhé, ani na velikost prace, kterou
muze systém vykonat, jestlize mu je dodano urcité mnozstvi tepla. Je to zpiisobeno tim, ze v
1. zékoné termodynamiky se explicitné nevyskytuje teplota. Ve shod¢ s 1. zadkonem by bylo
mozné sestrojit periodicky pracujici stroj, ktery by ned¢lal nic jiného, nez neustale odnimal
jednomu télesu (tepelné 1azni) teplo a vyuzival jej ke kondni prace. Protoze vnitini energie se
pii cyklickém procesu v daném stavu neméni, podle 1. zakona termodynamiky by mezi vyko-
nanou praci a pifijatym teplem existoval vztah A=Q. Mohli bychom tedy trvale odebirat tep-

lo (naptiklad z oceanu nebo zemské pevniny) a meénit jej Vv praci. Takové zafizeni nazval
Ostwald perpetuum mobile druhého druhu.

2. zékon termodynamiky vyjadfuje v riznych obménach experimentalni skutecnost, zZe je ne-
mozné sestrojit perpetuum mobile druhého druhu.

Clausiova formulace:

Je nemozné prenaset cyklickym procesem teplo z chladnéjsiho télesa na teplejsi, aniz se pii-
tom jisté mnozstvi prace zmeéni na teplo.

Kelvinova formulace:

Je nemozné cyklickym procesem odnimat jednomu télesu (tepelné 1adzni, termostatu) teplo a
meénit je v kladnou praci, aniz pfitom piejde jisté mnozstvi tepla z télesa teplejsiho na chlad-
néjsi.

Thomsonova formulace: (Thomson se stal pozdé€ji Lordem Kelvinem.)

Je nemozné trvale vykonavat kladnou praci pouze tim, ze bychom ochlazovali jedno t¢leso na
teplotu nizsi, nez je teplota nejchladnéjsi ¢asti okoli.

Planckova formulace:

Je nemozné sestrojit periodicky pracujici stroj, ktery by trvale vykonéval kladnou mechanic-
kou praci pouze ochlazovanim jednoho télesa, aniz pfitom dochazi k jinym zménam
Vv ostatnich télesech.

Carathéodoryova formulace:

V kazdém okoli kazdého stavu teplotné homogenniho systému existuji stavy, k nimz se neni
mozno libovolné pfibliZit adiabatickou zménou stavovych parametrt. (Existuji tedy adiaba-
ticky nedosazitelné stavy.)

NE ANO NE NE ANO
T, T, T,
- -0,
-A ( ) A A
0,
T I, T
Clausius Thomson

Obr. 7.11
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Vsechny procesy, které skutecné probihaji v pfirodé, jsou nevratné. Pouze za urcitych podmi-
nek se mohou pfiblizit vratnym procesim. Jsou to procesy probihajici jen v jednom urcitém
sméru. Plyn se miize spontanné rozpinat nikoli stlacovat. Formulace obecnych principi cha-
rakterizujicich pfenos energie a ucinnost piemény tepla v praci se stala velmi dulezitou s po-
stupem technického rozvoje, zejména v souvislosti s objevem a vyuzitim parniho stroje. Aniz
bychom se museli zabyvat pfesnym popisem funkce takového zafizeni, mizeme z termody-
namického hlediska popsat jeho princip. Pracovni latka, napiiklad vodni para, odebere urcité
mnozstvi tepla Q, teplému zasobniku, kona praci a odevzda teplo Q, studenéjSimu zasobniku.

Pracovni latka se pak vraci do ptivodniho stavu. D¢&j se realizuje v uzavienych cyklech a po
skonceni jednoho cyklu pokracuje stejnym cyklem dale. Jestlize chceme zhodnotit i€innost
takového zafizeni, musime akceptovat platnost 1. zdkona termodynamiky. Vnitini energie
soustavy se pii uzavieném cyklu nemiize zménit, protoze termodynamicky proces zacina a je
ukoncen stejnym stavem soustavy. Vykonana prace je proto rovna piijatému teplu zmense-
nému o teplo odevzdané

A:Ql_QZ : (7.56)

Pracovni latka se musi vratit do pivodniho stavu (teplejsi zdsobnik), a proto je tfeba k zapoce-
ti dalSiho cyklu za stejnych podminek dodat teplo Q,. U€innost zaFizeni 7 miizeme definovat

tak, Ze vykonanou praci vztahneme k mnozstvi vynalozeného tepla

n:Ql_QZ :1_% . (7.57)

Q Q

vvvvvv

pu nemozné dosahnout 100% ucinnosti. Tento experimentalné ziskany poznatek je zndmy
jako dalsi formulace 2. zdkona termodynamiky.

Entropie. Pomoci veli¢iny entropie Ize 2. zakon termodynamiky formulovat matematicky. Pfi
sestaveni 1. zdkona termodynamiky jsme konstatovali, ze pfiristek tepla neni obecné Uplny
diferencial. Matematicky lze dokazat, ze uplny diferencial ma stavova funkce S

as =912

= (7.58)

kde T je termodynamicka teplota soustavy. Stavovou funkci S zavedenou vztahem (7.58) na-
zyvame entropie. Je to aditivni veli¢ina, ktera ma jednotku J-K™. Analogicky se zavedenim
meérnych a molarnich veli¢in, napiiklad tepelnych kapacit, mizeme zavést mérnou a molarni
entropii. Vztah (7.58), ktery je defini¢nim vztahem pro entropii, ¢i vlastné jeji zménu pii
vratném dé&ji, mizeme povazovat za matematickou formulaci 2. zakona termodynamiky.
2. zakon termodynamiky lze vSak vyjadfit pomoci entropie pro vSechny druhy procest, vratné
1 nevratné, a to ve tvaru

ds > O!r—Q , (7.59)

kde nerovnost plati pro nevratné a rovnost pro vratné procesy.
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Pfi vratném piechodu ze stavu 1 do stavu 2 pro zménu entropie plati
S,-§, = Jgd_Q (7.60)
2 1 1 -I- )

a tato zména na rozdil od piiristku tepla jiz nezavisi na integracni cesté.

Pro kvazistaticky proces v idealnim plynu, béhem kterého je pfijato elementarni mnozstvi
tepla dQ, mtzeme, vyuzijeme-li vyjadifeni 1. zakona termodynamiky, psat pro pfiristek en-
tropie

ds =99 _nCov yr Py —nCov gty nRugy (7.61)
T Ot T v

Jestlize soustava ptejde ze stavu 1 do stavu 2 vratnym déjem, je zména entropie

2 2
S,-S, :nCmV_[d—T+anjd—V:nCmv InT—2+ nR, In\é (7.62)
al TV T, V,

1

za predpokladu, Ze C_,, nezavisi na teploté. Vrati-li se soustava jakymkoliv jinym vratnym
déjem ze stavu 2 zpét do stavu 1, je vysledna zména entropie rovna

j%9+i%3=¢d5=o (7.63)

Ptikladem uzavieného vratného cyklu je Carnotiv cyklus. Grafické zobrazeni Carnotova
cyklu pomoci p,V diagramt je na obr. 7.12.

p

izoterma 7,

AQ =
adiabaticka adiabaticka
komprese expanze
1zoterma T,

Obr. 7.12

Tento vratny cyklus, k jehoz realizaci jsou potiebné dva zasobniky tepla a pracovni latka, byl
popsan jiz v roce 1823. Pomoci Carnotova cyklu byla stanovena limitni hodnota pro G¢innost
tepelného stroje, vztah (7.57), vyjadiena pomoci teplot obou zasobnikl. Vysledky, které vy-
plynuly ze studia Carnotova cyklu, lze shrnout do zavéru, ze Zadny uzavieny cyklus nedo-
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sahne takové ucinnosti jako vratny cyklus. Princip Carnotova cyklu je nasledujici:
k dispozici jsou dva zasobniky, teply a studeny, pracovni latkou je idealni plyn. Plyn ma v
pocatecnim stavu 1 teplotu T, teplejSiho zasobniku. Izotermickou expanzi piejde do stavu 2
(po izotermé), takZe vykonana prace je rovna teplu Q, pfijatému od teplejSiho zasobniku.

V druhé¢ ¢asti cyklu je jiz plyn odd€len od teplého zasobniku, dochazi k adiabatické expanzi,
dokud se plyn neochladi na teplotu chladného zasobniku. Ze stavu 3, v kontaktu se studenym
zasobnikem je izotermicky stlacen, az dosahne stavu 4. V této fazi cyklu je na plynu konana
prace a plyn odevzdava teplo Q, studenému zasobniku. Nakonec je plyn adiabaticky stlacen,
az jeho teplota dosdahne pocatecni hodnoty, odpovidajici teploté teplejSiho zasobniku.
Vysledna prace vykonana pii jednom cyklu je rovna plose vymezené kiivkami popisujicimi
cyklus (dvé izotermy a dvé¢ adiabaty) a Ciseln€ je rovna teplu pfijatému plynem od teplejsiho
zasobniku minus teplo odevzdané studenému (7.56). Pro stanoveni G¢innosti miZzeme vyjit ze

vztahu (7.57), kde % musi byt funkci pouze teplot T, a T, zasobnikd, protoZe ucinnost vSech

1
Carnotovych cykll pracujicich mezi dvémi stejnymi teplotami je stejna.

L_Q . (7.64)
Tl Ql
Utinnost Carnotova cyklu lze na zakladé vztahu (7.57) vyjadfit
T.
=1--2 7.65
n=l-1 (7.65)

Relaci (7.64) mizeme dostat také ze vztahu (7.63) pro celkovou zménu entropie pii kruhovém
vratném procesu.

Q _(Q) (7.66)

kde znaménko minus pro teplo Q, respektuje skutecnost, Ze se jedna o teplo odevzdané ply-
nem.

dQ
T

2
Pro nevratnou zménu ze stavu 1 do stavu 2 nebude jiz zména entropie S, —S; rovna J
1

Takovou nevratnou zménu piedstavuje naptiklad adiabaticka expanze plynu do vakua. V tom-
to procesu je AQ =0 béhem celého procesu, takze bychom méli pfedpokladat i nulovou zmé-

nu entropie AS. Jestlize vSak tento nevratny proces vyhodnotime jako vratny proces (protoze
jen tak jej miizeme jednoduSe vyhodnotit), pro ktery miizeme stanovit zménu entropie, zjisti-
me pirekvapivou skutecnost, Ze entropie plynu béhem procesu vzrostla.

AS =R_ Yz (7.67)

1
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kde T, =T,, teplota se neméni a objem se zménil z V, na V, . Protoze V, je vétsi nez V,, zména

entropie je kladna. Tuto skuteCnost miizeme zobecnit, a proto entropie miize tedy slouzit jako
mira nevratnosti adiabatickych procest.

Zaver o rustu entropie je mozno zobecnit pro vSechny nevratné procesy v izolovanych sousta-
vach.

V izolovanych soustavach jsou mozné jen takové zmény, pri nichZ entropie soustavy
vzrista nebo zistava nezménéna. Posledni piipad se vztahuje k vratnym zménam. Je-li na-
stolena rovnovaha, entropie soustavy dosahuje maximalni hodnoty.

Princip ristu entropie miZeme povazovat za matematickou formulaci 2. zdkona termody-
namiky.

2
Aszsz—slzj‘fr—Q , (7.68)
1

kde dQ je prirastek tepla pti nevratném dé&ji. Pti libovolném cyklickém procesu pak plati

StSdT—Q <0, (7.69)

kde nerovnost plati pro nevratné procesy a rovnost pro vratné.

Zakon ristu entropie pro izolovanou soustavu lze interpretovat pomoci termodynamické
pravdépodobnosti P urcitého stavu soustavy. L. Boltzmann ukézal, Ze entropie souvisi s touto
pravdépodobnosti vztahem

S=kInP+konst , (7.70)

kde k je Boltzmannova konstanta. Vztah (7.70) Ize chapat tak, ze pfi vzrustu entropie se sou-
stava zaroven dostava do pravdépodobnéjsiho stavu. Logicky z této relace vyplyva snaha sou-
stavy dostat se do rovnovazného stavu charakterizovaného maximem entropie.

Z 2. zakona termodynamiky vyplyva, Ze tepelnd G€innost kazdého cyklicky pracujiciho zafi-
zeni na transformaci tepla v praci je mensi nez 1, coz bylo vyjadieno vztahem (7.57). Z kon-
krétniho vztahu pro ucinnost Carnotova cyklu (7.65) plyne, Ze ucinnost tohoto cyklu by moh-
la byt rovna jedné, pokud by pro teplotu chladné 1azné platilo T, =0 K. Pak by se veskeré

teplo transformovalo v mechanickou praci. V tomto okamziku je tieba doplnit 2. zakon o in-
formaci o moznosti dosaZeni nulové termodynamické teploty. V Planckové formulaci Ize ta-
kové tvrzeni vyslovit nasledujicimi slovy:

Cistou pevnou latku nelze koneénym pochodem ochladit na nulovou termodynamickou
teplotu. Dtivodem pro toto tvrzeni je fakt, Ze n€které vlastnosti latek se v blizkosti absolutni
nuly jiZ neméni s teplotou, a Ze jisté fyzikalni veli¢iny (molarni tepelnd kapacita, elektricky
odpor apod.) jsou pfi velmi nizkych teplotach prakticky rovné nule. Jestlize nezavisi vlastnos-
ti latek na teplote, nelze ani vnéjSimi vlivy dosahnout sniZeni teploty latky. Tteti zakon ter-
modynamiky, jak obvykle Ernstovo — Planckovo tvrzeni nazyvame, nijak neomezuje ani ne-
stanovuje hodnotu teploty, kterou se mizeme k absolutni nule ptiblizit.
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Stejnou Gc¢innost jako ma stroj pracujici podle Carnotova cyklu ma také Stirlingiv motor.
p,V diagram cyklu Stirlingova motoru je na obr. 7.13. Cyklus se sklada z izotermické expan-
ze, po které nasleduje izochoricky d¢j, pfi kterém se plyn z teploty T, ochladi na teplotu T, .

Dale dochazi k izotermické kompresi, konecny d¢j je izochoricky, pfi kterém dochazi k ohtati
plynu na ptivodni teplotu T,. Aby doslo k zahtati plynu pfi konstantnim objemu, musi se mu
dodat teplo z dalsi tepelné 14zné, jejiz teplota se bude spojit€ ménit mezi teplotami T, a T,.
Analogicky déj obracenym smérem probiha pii izochorickém ochlazovani, a to z téze lazn¢.
Motor zaloZeny na tomto principu vynalezl v roce 1816 skotsky pastor Robert Stirling. Jako
plyn se dfive pouzival vzduch, v soucasnost se kviili vyssi tepelné vodivosti a mensim turbu-
lentnim ztratdm pouziva radéji helium ¢i vodik. Soucasné aplikace pouzivajici Stirlingv mo-
tor smétuji predevsim ke kombinované vyrob¢ elektrické a tepelné energie. Nejvetsi budouc-
nost Stirlingova motoru je ziejmé ve vyrobé elektrické energie z odpadniho tepla z technolo-
gickych procesii a z obnovitelnych zdroji energie, jako je napf. biomasa ¢i slunecni zafeni.

P

©)

izoterma 7,

A )

izochora V,

@

izochora V,

izoterma 7,

Obr. 7.13

7.13 Idea chladnic¢ky a tepelného cerpadla

Chladni¢ka je stroj, ktery pomoci dodané prace odcerpava teplo
T z chladnéjsiho prostiedi. Schéma chladnic¢ky je na obr. 7.14.

-0, Carnottv déj, ktery byl vysvétlen vyse, budeme provadét v obraceném sme-
-A ;( ) ru. Zaéneme pii pokojové teploté Ti, stlacujeme plyn, a abychom udrZeli
stalou teplotu plynu Ti1, odebereme mu postupné teplo Q1. Poté ho adiaba-
0, ticky izolujeme a nechdme vratné expandovat (tj. konat pfitom préci), teplo-
T ta plynu poklesne na T2. Odstranime adiabatickou sténu a studeny plyn ne-
chame dale expandovat. Plyn odebira svému okoli teplo pii teploté T2 (a
udrzuje tim své okoli studené). Po dostate¢né expanzi plyn opét adiabaticky
Obr. 7.14 < . , . . . .
stla¢ime do pivodniho stavu. Dod4anim prace jsme umoznili odebréni tepla
pti teploté T2 nizsi nez teplota okoli T1. Za vhodnou miru G¢innosti (chlazeni) mizeme pova-
zovat chladici faktor K neboli €initel chlazeni, ktery je dan jako podil odebraného tepla
z chladnéjsiho prostiedi a vykonané prace.
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Chladici faktor se da vyjadtit pomoci teplot lazni nasledujicim vztahem

-l @l _ T (7.71)

A QR T

Pro bézné¢ domaéci chladnicky je K =5 a bézna klimatizani zafizeni (kterd jsou také
Tepelné Cerpadlo zahtiva teplé prostiedi prevadénim tepla z chladnéjsiho prostiedi. Princip
je presné stejny jako u chladnicky, jen diraz klademe na néco jiného. Tepelné Cerpadlo Cerpa
teplo z okoli domu (chladngjsi lazen) a dodava ho do mistnosti (teplejsi lazen). Nyni si tedy
oproti puvodni chladni¢ce ,,nevazime chladu®, ale naopak tepla. Dodavanim prace pirecerpa-
vame teplo z chladngjsi nadrze (potok, okoli) do teplejsi (mistnost). Schéma tepelného Cerpa-
dla je totozné se schématem chladni¢ky. Mirou Uc¢innosti je topny faktor K. Ten bude vzdy
veétsi nez 1 a da se urcit pomoci nasledujiciho vztahu.

_Q]
A

Q _ T

K =
|Q2|_|Q1| Tz _Tl

=1+ (7.72)

Realna tepelna cerpadla maji oproti teoretickym topny faktor asi polovi¢ni. I pro tepelna cer-
padla je vyhodné pracovat mezi laznémi, které maji blizké teploty.

7.14 Fazové premény

Jestlize doddvame urcitému mnozstvi latky pfi konstantnim tlaku teplo, vysledkem je obvykle
zvyseni teploty. Nékdy je vSak i pomérné velké mnozstvi tepla absorbovano latkou beze zme-
ny teploty. Dochazi k tomu pifi zmén¢ faze, pticemz fazi rozumime urcité skupenstvi nebo
krystalicky stav latky. Pod zménou faze si mizeme piedstavit naptiklad pfeménu pevné latky
v kapalinu, kapaliny v plyn, nebo i pfeménu jedné krystalické formy v jinou. Absorpci nebo
naopak uvolnéni urc¢itého mnozstvi tepla pii opacné fazové zméné je mozné pochopit na za-
kladé kinetické teorie tepla. Naptiklad pro pfeménu kapaliny v plyn je nutné, aby molekuly
opustily plivodni pomérné pevné uspofadani, ¢ehoz lze dosahnout jediné tak, ze molekuly
ziskaji dostatecné mnozstvi energie k prekonani pfitazlivych vazeb. Pfitom jejich kineticka
energie muze zustat konstantni, takZe podle kinetické teorie se teplota latky nezméni.

Skupenské teplo L je teplo potfebné k preméné jedné faze v druhou, nebo teplo, které se pfi
této preméné uvolni. Pfeména probiha pii stejné teploté a tlaku. Jednotkou je 1 J. Nékdy se
skupenské teplo oznacuje jako latentni teplo.

Mérné skupenské teplo | je podil skupenského tepla L latky a jeji hmotnosti.

Pfeména pevné faze v kapalnou se nazyva tani, opacna piremeéna je tuhnuti. Preména kapalné
faze v plynnou se nazyva vyparovani, opa¢na pfeména kondenzace. Pfeména pevné faze v
plynnou je sublimace.

Pro cistou latku je teplota, pii které prob¢hne fazova preména pii daném tlaku, ptesné defino-
vand. Hodnoty teploty odpovidajici bodu tani ledu a varu vody se staly definicnimi body
Celsiovy teplotni stupnice. Voda pii atmosférickém tlaku méni pevné skupenstvi v kapalné

pii 0 °C a kapalné v plynné pti 100 °C.
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Chovani cisté latky véetné jejich skupenskych pfemén muzeme charakterizovat pomoci fazo-
vého diagramu. Charakterizuje zavislost tlaku na teploté latky. Pfitom predpokladame, Ze
procesy v latce probihaji kvazistaticky, tj. cestou rovnovaznych stavli. Pro vodu je fazovy
diagram znazornén na obr. 7.15.

P
[Pa]
] C
221,5.10 riticky bod
613,13
A 274,2 t[°C]

Obr. 7.15

Kftivka b je kFivka tani a popisuje piechod pevného skupenstvi v kapalné a naopak. Pro kaz-
dou hodnotu tlaku je jednoznacné urcena teplota tani. Rozhrani mezi kapalnou a plynnou fazi
urcuje kiivka sytych par (kiivka c). Pro kazdou hodnotu tlaku se pfi dané teploté po kratkém
Casovém intervalu vytvofi rovnovaha mezi parou a kapalinou. Bod C ktivky je kriticky bod a
nad timto bodem jiz nelze rozlisit vodu a paru. Bod 0 je trojny bod, ve kterém mohou existo-
vat vSechny faze soucasné. Pro vodu nastava trojny bod pro teplotu 273,16 K=0,01°C a

tlak p = 613 Pa. Z obr. 7.15, prubéhu kiivky b vyplyva, Zze pro vodu teplota tani se vzrustaji-
cim tlakem kles4d. Mnoh¢ latky se chovaji opacné, tj. teplota tani s tlakem vzrista.

7.15 Priklady ke kap. 7

Piiklad 7.1
Na obrazku 7.16 je teoreticky pracovni diagram kompresoru. Cast AB odpovidé izotermické-
mu stlaceni vzduchu, BC protékdni vzduchu do rezervoaru kompresoru (tlak zistava kon-
stantni), CD okamzitému snizeni tlaku ve valci kompresoru pii uzavieni vypustného ventilu a
otevfeni saciho otvoru, DA sani vzduchu pfi atmosférickém tlaku.
Dokazte:
Celkova prace kompresoru v jednom cyklu je rovna praci vykonané pfi izotermickém
stlaeni vzduchu.
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P

Obr. 7.16

ReSeni:
Vzduch mizeme povazovat za idealni plyn.
Celkova prace je dana souctem praci pfi jednotlivych dé¢jich.

A=A+A +A

Vy
A = I pdV =nR TlIn \% — izotermicky d¢j
Vi

1

Vo
A, = [ pdV = p,(V,-V,) - izobaricky déj

\Z

Vi
A= [ padV = p, (V,-V,) — izobaricky d&j pfi atmosférickém tlaku
VO
V2 V2
A=nR T Inv+ P, (Vo -V, )+ P (V,—V,)=nR,TIn V—+ PV, — PV, + pV, — pV,
1 1

1. d&j je izotermicky, a proto pV, = p,V,. Odtud pro praci A plyne

A=nR TIn Ve, PV, — pV, =nR T In\£+( P, — P )V,
Vl Vl
Objem V, =0 (vSechen vzduch je vytlacen z pistu), a tak pro celkovou praci plati

V.
A=A =nR TIn-%,
Vl
Prace je zaporna, kona ji vn&jsi sila, ne plyn.

Priklad 7.2

Dva kilogramy vody se zahieji z 20 °C na 100 °C a pii této teploté se piemeni v paru. Mérna
tepelnd kapacita vody je ¢, =4,18-10° J-kg™-K™ a mérné skupenské teplo varu vody je
|, =2,26-10° J-kg™.

Vypocitejte:
zménu entropie pii tomto déji.
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ReSeni:
Protoze entropie je aditivni veli¢ina, 1ze celkovou entropii urcit jako soucet entropii dvou dé-
ju: ohfati vody k bodu varu a pireména vody v paru.
2 3 2 3
AS =AS, +AS, :J'dQl +I 0Q, :ijVdT +J' ml, _ mc, InL+m—IV
T 5T T > T T, T,
T,=29315K, T,=37315K
37315 22, 26-10°
293,15 373,15

AS =2-4,18-10°In =14,1-10°J-K™

Piiklad 7.3
Vélcové potrubi, kterym se vede para, je obaleno tepelnou izolaci. Vné&jsi povrch izolace ma
teplotu t, =50 °C a vnitini povrch pfiléhajici k potrubi ma teplotu t, =120 °C. Délka potrubi
L =65m. Vn¢jsi polomér izolacniho obalu je r, =65mm, vnitini r, =35mm. Tepelna vo-
divost izolace je 1=0,058 W-m™-K™.
Vypocitejte:

mnozstvi tepla, které se odvede z potrubi do okoli za 24 hodin.

ReSeni:
. iy d
S prenosem tepla souvisi veli¢ina tepelny tok definovany vztahem J :d—?. Tepelny tok

ptredstavuje teplo pfenesené za jednotku Casu. Dosazenim za tepelny tok ze vztahu (7.29),

kdyZ uvazujeme, ze teplo prochdzi plastém valce, ziskdme vztah

J=—AL2xr ar .
dr

dr

f
Po tpravé dostaneme: I J
r
h

TZ
= —I 27ALdT a po integraci lze psat
Tl

27AL(t —t
JIn L 27zﬂ,L(Tl —TZ) = 27z/1L(t1 —tz) = d—Q _ELTh) (tl 2)
h
Po integraci ziskdme hledany vyraz pro teplo
27AL(t -t
Q — (';1 2 )
In-2
h
sledného vztahu dosadime a dostaneme
0= 27z-0,058-65-(120—50)-24-3600
B 65-10°°
35.10°°

7, kde 7 je doba, pro kterou ur¢ujeme mnozstvi odvedeného tepla. Do vy-

=635MJ

In
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8. Elektrické pole

8.1 Elektricky naboj

Existenci elektrickych pfitazlivych sil zaznamenali jiz staii Rekové, i kdyZ jesté zcela nerozli-
Sovali mezi pfitazlivymi U¢inky elektrického a magnetického pole. Po Cetnych dil¢ich obje-
vech, které v této oblasti fyziky byly ucinény ve stfedovéku, je tieba jmenovat zakon, ktery
kvantitativné charakterizoval silové G¢inky mezi dvéma elektricky nabitymi télesy. Tento
zakon byl vysloven a potvrzen experimentalné Ch. Coulombem na konci 18. stol. na zakladé
presného méteni silovych G€inkti pomoci torznich vah.

V devatenactém stoleti rozvoj védy a techniky urychlil pochopeni podstaty elektfiny a magne-
tizmu. Stalo se tak predev§im prostfednictvim experimentd M. Faradaye a magnetické teorie
J. C. Maxwella. Experimenty provadéné na pocatku 20. stol. se zabyvaly pfedevsim podstatou
elektrického naboje. J. J. Thomson zjistil, Ze vSechny latky obsahuji ¢astice, které maji tyz
mérny elektricky ndboj, tj. stejnou hodnotu poméru velikosti elektrického naboje a hmotnosti.
Robert Millikan zac¢atkem tohoto stoleti zjistil, Ze elektricky naboj je kvantovany, to znamena,
ze se vyskytuje pouze v celistvych nasobcich zdkladni jednotky, nazvané elementarni nabo;j.
Velikost kazdého elektrického naboje 1ze zapsat Q = Ne, kde N je celé ¢islo a e je velikost
elementarniho naboje. V SI soustavé jednotek je jednotkou naboje 1 C (coulomb), definovany
pomoci jednotky elektrického proudu 1 A. Umluvou byl naboj elektronu oznaéen jako —e€ a
naboj protonu €. Velikost elementarniho elektrického néboje je

e=1,602 177 33(49)-10 " C .

Studiem elektricky nabitych téles a jejich chovani bylo vyvozeno né€kolik dulezitych zavéra
platnych pro elektricky naboj:

zachovava se,

je kvantovany,

sila mezi dvéma bodovymi naboji klesa se ¢tvercem jejich vzdalenosti,
velikost elektrického naboje se pii pohybu neméni.

Nosici elektrického naboje jsou volné elementérni ¢astice, naptiklad elektron, proton, pozitron
a dalsi. V kazdém atomu se nachdzi stejny pocet kladné€ nabitych protont a zaporné nabitych
elektronil, takze atom navenek se za normalnich podminek jevi jako neutralni. Latky z hledis-
ka elektrickych vlastnosti délime na vodice, polovodice a izolanty.

8.2 Coulombuv zakon

V Coulombové zakonu jsou shrnuty poznatky o vzajemném silovém pisobeni jednoho elek-
trického naboje na druhy. Velikost sily plisobici mezi bodovymi naboji o velikosti Q, a Q,
(naboji, jehoz rozmeéry jsou malé ve srovnani se vzdalenosti, ve které uvazujeme uc¢inky nabo-
je), je pfimo imérna soucinu velikosti ndbojl a nepiimo imérna ¢tverci jejich vzéjemné vzda-
lenosti r. Dale zavisi na vlastnostech prostiedi, v némz se naboje nachazeji. Je dana vztahem
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F k2 (8.1)

kde k je konstanta zavisla na volb¢ jednotek a na vlastnostech prostiedi, v kterém se naboje
nalézaji. V SI soustavé jednotek a pro naboje umisténé ve vakuu je

k= L
4re,

, (8.2)

kde &, je elektrickd konstanta (permitivita vakua). &, =8,85-10"? F-m™. V dal$im textu
budeme stejnou hodnotu konstanty &, pouzivat i pro vzduch. Relativni chyba, které se tak pii
vypoctech riiznych veli¢in dopustime, je mensi nez 1 %.

r, r E 21

2
@
>

Obr. 8.1

Jestlize chceme Coulombuv zakon (8.1) piepsat do vektorového tvaru, zavedeme vektor 1,

ktery mifi z ndboje 1 do naboje 2. Vektor [ je jednotkovy vektor ve sméru r (obr. 8.1). Sila

If21 , kterou naboj Q1 pisobi na naboj Qz, je dana pomoci vztahu

2

F, = k%fo , (8.3)

kde r je velikost vektoru F . Obracené silu F,,, kterou naboj Q2 piisobi na naboj Q1 dostane-

me zidménou indexti 1 a 2 ve vztahu (8.3). Plati tedy F,, =—F, vsouladu s Newtonovym
principem akce a reakce. Sily mezi bodovymi naboji ptisobi podél jejich spojnice — takové
sily nazyvame centralni. Zmeéni-li se znaménko soucinu Q1Q2 , zméni se pouze smér sily a
nikoli jeji velikost. Kladné znaménko tohoto soucinu ptfitom odpovida sile odpudivé, zaporné
znaménko sile pfitazlivé.

Jestlize na bodovy naboj silové plisobi n€kolik bodovych nabojl, dostaneme vyslednou silu
vektorovym slozenim jednotlivych sil plsobicich v misté naboje (princip superpozice).

8.3 Elektrostatické pole

Podobné jako télesa s nenulovou hmotnosti vytvareji ve svém okoli gravitacni pole, elektrické
naboje jsou obklopeny elektrickym polem. Nehybné, statické naboje vytvaieji ve svém okoli

pole elektrostatické. V piipadé gravitaéniho pole jsme k jeho charakterizovani pouzili vektor
intenzity pole.
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Intenzita elektrického pole E v urditém misté je definovana vztahem

E=—, (8.4)

O T

kde Q je naboj, na ktery elektrické pole silové piisobi silou F .

Vyznam intenzity E si mizeme pfiblizit tak, Ze zkoumame silové plisobeni bodového naboje
(napt. velikosti Q,) na testovaci naboj Q, ktery umistujeme do riiznych mist v okoli naboje
Q,. Jestlize testovaci ndboj ma jednotkovou velikost a je kladny, je sila v kazdém bod& pravé
rovna intenzit€ elektrického pole vytvareného nabojem Q,.

Jednotka intenzity jeN-C*=V-m™.

Znalost rozlozeni a velikosti naboju vytvarejicich elektrostatické pole a znalost intenzity pole
jako funkce prostorovych soufadnic jsou ekvivalentni. VSe, co Ize vyjadiit pomoci poloh a
velikosti nabojl, Ize vyjadrit i pomoci intenzity pole; druhy zplsob je pritom elegantnéjsi a
mnohem pohodInéjsi.

Obr. 8.2

Elektrostatické pole mizeme zobrazit pomoci silocar. Jejich pocet (silo¢ary vychazeji z po-
vrchu naboje) Ize volit tak, aby byl umérny velikosti naboje a tedy, v souhlase se znénim Cou-
lombova zékona, jejich hustota byla imérna intenzit€ pole (pro danou vzdalenost od naboje).
Smér intenzity pole je ur€en v kazdém bodé te€nou k silocafe. Podle umluvy vychazeji siloca-
ry z kladného naboje a konc¢i v zaporném. Na obr. 8.2 je znazornéno pomoci silocar elektro-
statické pole pro dva néboje kladné nabité a stejné velikosti a na obr. 8.3 pro opacné nabité a
stejné velkeé.

Pro silo¢ary plati dalsi pravidla dana zkugenosti. Za¢inaji nebo konéi pouze v nabojich. Zadné
dvé silocary se neprotinaji, protoze v priseciku by nebyla intenzita pole jednoznaéné urcena.
Intenzitu elektrostatického pole vytvoreného soustavou bodovych ndboji v urcitém bodé A
ur¢ime podle principu superpozice, ktery pro tento pfipad plati. Vyslednd intenzita pole je
dana vektorovym souétem intenzit elektrostatickych poli E, od jednotlivych nabojii v bodé A.

E=YE=——Y %, ©5)



kde 1, je jednotkovy polohovy vektor uvazovaného bodu vzhledem k naboji Q;.

Obr. 8.3

Pti zkoumani elektrickych sil neméame zpravidla co €init s jednotlivymi bodovymi ¢i elemen-
tarnimi naboji, ale s nabitymi makroskopickymi télesy. Jde tedy o velké soubory nabitych
¢astic, které jsou rozlozeny v objemu, piipadné na povrchu télesa, s velkou hustotou tak, Ze
toto rozloZzeni mizeme povaZovat za spojité. Nejde zde ovSem o spojitost v matematickém
smyslu, nybrz ve smyslu fyzikalnim: zvolime-li ,,nekone¢né maly* (diferencialni) objem nabi-
tého télesa, budeme stale predpokladat, Ze obsahuje velké mnoZstvi elementarnich néboju,
takZe se neprojevi kvantovani naboje.

Pro spojité rozprostieny naboj zavadime hustotu naboje, a to pro jednorozmérny ptipad line-
arni hustotu naboje 7. Predpokladame-li, Ze na délkovém elementu Al je rozloZen naboj AQ,
je linedrni hustota naboje zavedena vztahem

= lim2Q 99 (8.6)
A0 A dl

Podobné pro dvojrozmérny ptipad (ndboj rozloZzen na ploSe) definujeme ploSnou hustotu
naboje o

_d4Q

o=
dsS

: (8.7)

kde dQ je naboj na elementarni ploSe dS. Pro naboj rozloZeny v prostoru zavadime prostoro-
vou hustotu naboje p

_dQ

= (8.8)

P

kde dQ je naboj v elementarnim objemu dV. Celkovy naboj Q vypocteme integraci elemen-
tarniho naboje dQ ptes délku I, plochu S, ¢i objem V, ve kterém je naboj rozlozen.
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Priklad na vypocet intenzity elektrostatického pole spojité rozloZeného naboje

Ukolem je stanovit intenzitu elektrostatického pole na ose kruhového prstence poloméru R ve

vzdalenosti X od stiedu prstence. Prstenec je rovhomérné nabit s celkovym nabojem Q
(obr. 8.4).

Obr. 8.4

Prstenec 1ze rozdélit na i stejnych elementi Ali. Kazdy element prstence Ali nese naboj veli-
kosti AQi a v bodé S na ose prstence piispiva k vysledné intenzitd prispévkem AE, . Tento

piispévek AE, miizeme vektorové rozlozit do sméru kolmého k ose x AE,, a rovnob&zného
S 0SOU X AEiX . Prispévky kolmé k ose se zfejmé vzdy pro dva vzajemné symetrické elementy

prstence vyrusi, takze > AE,, =0.

Pro velikost ptispévku  AE;, mizeme psat

AE;, = : A?icos(x= L A?i§= L AQ —2—

Are, I dre, r° 1 drs, (X2+R2)E
kde r?=x*+R?, COSa=1=;1
(x2+R2)E

Protoze uhel o je stejny pro vSechny elementy AQi a také jejich vzdalenost od bodu S je
stejna, je velikost vysledné intenzity

=Y taq—X -1 X __Sq- 0

1 X
~ A7z, (x2+R2)z Are, (X2+R2)2 i Are, <X2+R2)2

a vyslednd intenzita sméfuje ve sméru osy X.

8.4 Pohyb bodového naboje v elektrostatickém poli

Jestlize umistime bodovy naboj Q do elektrostatického pole intenzity E, bude na n&ho puso-
bit stala sila F = QE . Pod pojmem bodovy naboj si miiZzeme piedstavit &astici zanedbatelnych
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rozmért, napiiklad elektron, proton, deuteron apod. Je-li tato ¢astice volna, a elektricka sila
bude jedinou silou, kterd na ni bude pusobit, plati pro ¢astici pohybova rovnice ve tvaru

ma = QE . Castice se bude pohybovat pohybem rovnomémé zrychlenym se zrychlenim o ve-
likosti a= E%, kde m je klidova hmotnost ¢astice (pii splnéni piedpokladu, Ze Castice se
pohybuje rychlosti o velikosti v mnohem mensi nez je rychlost svétla). Zname-li velikost
intenzity elektrostatického pole, miizeme ze zrychleni ¢astice urcit jeji mérny naboj % . Timto

zpusobem byl uré¢en mérny naboj elektronu J.J. Thomsonem jiz v roce 1897.

8.5 Elektricky dipdl v elektrostatickém poli

Atomy a molekuly jsou elektricky neutralni, ale za urc¢itych podminek, napiiklad pti vloZeni
do elektrického pole, se mohou chovat jako dipdly, tj. posune se viici sob¢ té€zist¢ kladného a
zaporného naboje, a molekula nebo atom se za¢ne projevovat jako dipo6l.

Dipol (kladny a zaporny naboj stejné velikosti v urcité vzdalenosti |) charakterizujeme vekto-
rem p, ktery nazyvame moment dipolu.

p=0Ql , (8.9)

kde vektor | mif{ od stfedu zaporné¢ho naboje ke stfedu kladného (obr. 8.5). V limité, kdy
>0 a p zastava konecny, vznikne bodovy utvar. Nazyvame jej bodovym elektrickym di-
polem.

Obr. 8.5

Vedle bodového naboje predstavuje tento dipol druhy velmi dilezity bodovy atvar pouzivany
k charakteristice realnych elektrostatickych soustav. Urcujeme-li potencial a intenzitu elektro-
statického pole vytvoteného dipdlem, vysledné vztahy plati pfesné pro bodovy elektricky di-

pol, kdezto pro dipol, u néhoz velikost vektoru | neni zanedbatelna, plati vysledné vztahy po
urcitém zanedbani. V homogennim elektrostatickém poli intenzity E si mizeme chovani di-
polu (molekuly) priblizit (obr. 8.5).

Na naboj —Q pisobi sila If2 =—QE, na naboj Q sila If1 =QE. Na dipél umistény
Vv elektrostatickém poli plisobi silova dvojice, kterd se ho snazi pootocit do sméru elektrosta-
tického pole, tedy zmensit uhel $, aby moment silové dvojice M byl minimalni.
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M =1 xQE =IQxE = pxE , (8.10)

kde jsme pro vyjadfeni momentu M pouzili vztah (8.9). Vektor M smé&fuje kolmo od nas.
Pro sloZzky momentu sily mtizeme psat relace
M, =M, =0,M, =—pEsinJ.

Pomoci velikosti momentu silové dvojice miizeme urcit praci, kterou je tfeba vynalozit k poo-
toc¢eni dipdlu o tihel d$. Tim dojde ke zmén¢ potencialni energie Wp dipolu v elektrickém
poli o ptirastek dWp. Pro potencialni energii je tieba nejdiive vhodnym zptisobem zvolit jeji
nulovou hladinu, coZ v tomto ptipadé je pro 9 =90°. Potencialni energii dipdlu pro ur¢ité na-
toCeni (Gthel ') pak vypoéteme jako praci, kterou vykoname proti sile pole pii pootoceni
dipolu z polohy ¢ =90° do polohy &' =4. Pro potenciélni energii W, dostaneme vztah

3
W, =-A= j M d9 =—pEcosd . (8.11)
90°

Zvétsenim thlu 8 zvySujeme potencialni energii dipolu v elektrostatickém poli.
W, =-pEcosd=-p-E . (8.12)

Je-1i elektrostatické pole nehomogenni, pak kromé sily, ktera se snazi dipdl vyrovnat do smé-
ru pole, pisobi jesté dalsi sila, kterd zavisi na orientaci dipolu. Elektricky dipdl orientovany
souhlasné se smérem intenzity elektrostatického pole je vtahovan do oblasti o vétsi intenzité
pole, dipdl orientovany nesouhlasné je z této oblasti vytlacovan. Volny obecné orientovany
dip6l se pisobenim silového momentu nejprve nato¢i do sméru pole a pak bude vtahovan do
oblasti o vétsi intenzité. Sily pilisobici na dipdly v elektrostatickém poli maji rozhodujici roli
pii popisu dielektrik.

8.6 Elektrické vodice

Jiz v pocatcich experimentdlniho studia elektrickych jevli bylo zndmo, Ze rizné latky maji
riznou schopnost byt zelektrovany a udrzeny v tomto zelektrovaném stavu. Dale bylo zjisté-
no, ze elektricky naboj Ize dotykem pienaset z jednoho télesa na druhé, pficemz rizné latky se
I v tomto sméru chovaji ruzné. Latky, které jsou schopny pievadét elektricky naboj, se nazy-
vaji elektrickymi vodi€i, latky, které tuto schopnost nemaji, se nazyvaji nevodi¢i (dielektri-
ky, izolanty).

Vsimnéme si rozdilu mezi témito dvéma druhy latek. Je-li zelektrovany vodi¢ spojen vodiveé
se zemi, odvadi se jeho naboj ihned do zemé a vodic€ se stale jevi neelektrickym. Chceme-li na
vodic¢i naboj udrzet, musi byt ze viech stran obklopen nevodiéi. Rikdme, Ze musi byt izolo-
van. Dotkneme-li se izolovaného vodice na nékterém misté nabitym télesem, stane se ihned
nabitym po celém povrchu. Dotkneme-li se naopak nabitého izolovaného vodice v kterémkoli
misté vodiCem spojenym se zemi, odvedeme ihned vSechen ndboj do zemé. Jestlize se do-
tkneme timto vodi¢em nabitého nevodivého télesa, odvedeme do zemé jen naboj z mista do-
tyku.
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Na zéklad¢ uvedeného chovani vodict usuzujeme, ze nositelé elektrickych naboji se mohou
voln¢ pohybovat v celém jejich objemu. (Pfedstaviteli vodi¢a jsou kovy, roztoky elektrolyti,
plazma.)

U nevodic¢l ptedpokladame, ze vSichni nositelé ndboje jsou v nich vazani urcitymi silami,
takze k pfenosu naboje objemem nevodi¢e nemiize snadno dochazet. (Predstaviteli nevodici
jsou sklo, slida, guma, vétSina umélych hmot.)

Existuji také latky, které jsou podstatné hure vodivé nez vodice, ale podstatné 1épe vodivé nez
nevodice. Dale jejich schopnost piendset elektricky ndboj je silné zavisla na jejich chemické
Cistoté a vnéjSich podminkach (teploté, osvétleni, ozafeni apod.). Tyto latky se nazyvaji polo-
vodice. Patii mezi n¢ nckteré prvky jako kfemik, germanium, selen, dale krystaly GaAs,
Cu20, CdS, PbS a dalsi.

Chovani vodici v elektrostatickém poli
Umistime-1i vodivé téleso do elektrostatického pole jiného nabitého télesa, zjistime, ze se na

tomto vodivém télese rovnéz objevi makroskopické elektrické naboje, které pozméni prib¢h
puvodniho elektrostatického pole.

vodivé
téleso

Obr. 8.6

Na obr. 8.6 je schematicky znazornéna konkrétni situace. Do blizkosti kladné nabité tyce T je
umisténo vodivé téleso K. Po ustaveni rovnovazného stavu budou jeho ¢asti blizsi ty¢i T nabi-
ty zaporné, zatimco €asti vzdalen€jsi budou nabity kladn€. Celkova velikost naboje izolova-
ného, ptivodné nenabitého vodivého télesa K ziistane ovsem nulova — kladny a zaporny mak-
roskopicky naboj maji tutéz velikost. Uvedeny jev spoc¢iva v tom, ze elektrostatické pole vy-
volava existenci makroskopickych naboji na vodi¢ich plivodné nenabitych. Tento jev se na-
zyva elektrostaticka indukce.

Jev elektrostatické indukce pochopime na zakladé€ predstavy o existenci volnych nosi¢ti nabo-
je na vodic¢i. Vlozime-li vodi¢ do elektrostatického pole, bude na kazdou ¢astici nesouci elek-
tricky naboj plisobit sila, kterou miizeme urcit ze vztahu (8.3). Jejim uc¢inkem se zacnou volni
nosi¢e ndboje premistovat. Timto zpisobem dojde k separaci kladnych a zdpornych ndboji v
télese. Za predpokladu, Ze na nosice naboje neplsobi v objemu télesa zadné dalsi sily, musi
byt rovnovazné rozdeleni ndboju v télese takové, aby vyslednd intenzita pole byla vSude uv-
nitf nulova. Pokud by bylo v n€které casti vodie pole nenulové, museli by se volni nosice
naboje ucinkem tohoto pole pfemistovat.
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8.7 Gaussova elektrostaticka véta

Ukéazeme, Ze s pomoci Gaussovy elektrostatické véty 1ze pomérné snadno stanovit intenzitu
pro ptipady elektrostatickych poli vykazujicich vyssi stupeii symetrie. Tento postup je jedno-
dussi nez urceni intenzity pole z Coulombova zakona.

Obr. 8.7

V kvalitativni formé 1ze Gaussovu vétu vyslovit na zakladé jiz diive vyslovenych pravidel o
silo¢arach. Jestlize zobrazime elektrostatické pole v okoli bodovych naboji pomoci silo€ar a
naboje obklopime uzavienou plochou, pak vysledny pocet silocar (vystupujicich z plochy
minus vstupujici) je imérny celkovému naboji, ktery je uzavien plochou. Na obr. 8.7 je pole
dip6lu tvoieného naboji (—Q) a Q. Pocet silo¢ar (vystupujicich minus vstupujicich) prochaze-
jicich plochou je nulovy a nezavisi na volbé plochy. Na obr. 8.8 je elektrostatické pole naboje
2Q a (—Q). Vysledny pocet 8 silocar (16 pro naboj 2Q a 8 pro (—Q)) je tmérny celkovému
naboji a opét nezavisi na volbé plochy.

Pro matematické vyjadieni Gaussovy véty je tieba zavést veli¢inu tok intenzity E plochou S.
Oznacime jej N(S) a je definovany

N(s)=[[E-ds (8.13)
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kde dS je vektor kladné normaly k elementéarni plosce dS (miii z plochy ven). Celkovy tok
vektoru intenzity E plochou S je slozen z elementérnich piirtistkti dN (S)=EdScose, kde

Ecosa je primét velikosti vektoru E do sméru kolmého k plose dS (obr. 8.9). Pro plochu S
kolmou k homogennimu poli intenzity E je tok N(S) rovny soucinu ES.

ds

@)

&)

Obr. 8.9

ProtoZe intenzita je umérnd hustoté silocar (poctu silocar na jednotkovou plochu), musi byt
tok N(S) umérny celkovému poctu siloc¢ar prochazejicich plochou S. Tento zavér plati i pro
obecné vyjadieni toku N(S) vztahem (8.13) s tim upiesnénim, Ze nékteré piirustky v integralu
budou kladné, jiné zaporné, podle znaménka skalarniho souginu E-dS .

Jestlize vypocteme tok N(S) pro bodovy naboj Q umistény ve stiedu kulové plochy poloméru
R a tuto kulovou plochu povazujeme za plochu S, pak

N(s)=¢pE-ds =¢f L Q41 %@dsz

4re, RE 4re,

(8.14)

__1 %47[R2=iQ.
4rey R &

Zjistili jsme, ze tok N(S) je umérny pouze naboji, nikoliv poloméru R. Pocet silocar prochaze-

jicich plochou S je umérny pouze celkovému néboji, ktery se nalézd v objemu uzavieném
touto plochou a nezavisi na tvaru plochy. Obecné pro soustavu nabojii Q; plati

&,

r\|(s)=<j;j>é-o|§=iZQi (8.15)

a to je znéni Gaussovy elektrostatické véty. Je-li naboj v prostoru o objemu V uzavieném
plochou S rozlozen spojité, pak na pravé strané rovnice pouzijeme vyjadieni pomoci objemo-
vé hustoty naboje

{;E.ds*:g_wpdv .
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Plosny integral na levé strané¢ muzeme upravit pomoci véty Gaussovy — Ostrogradského na
integral objemovy

.o~ 1 =
dS == ([[divEaV ,
@E S gojvﬂ iVE dV

kde na pravé strané rovnice integrujeme pies objem V, ktery obklopuje uzaviena plocha S.
Provedeme-li tento integralni pfechod a porovname-li integrandy na obou stranach rovnice,
dostaneme diferencialni tvar Gaussovy véty

dive = L P, (8.16)

&y
ktery umoziuje stanovit lokalni hodnoty intenzity elektrického pole.

Vypocet intenzity pole nekone¢né rovnomérné nabité roviny

“y

]

|++++++++++++J

Obr. 8.10

Nekonecéna rovina, obr. 8.10, je nabita rovnomérné s plosnou hustotou naboje o. Elektrosta-

tické pole v okoli roviny charakterizované vektorem E je homogenni, vektor E je kolmy k
povrchu roviny, jeho orientace je ziejma. Jako plochu S pro integraci v Gaussove véte zvoli-
me valcovou plochu, jejiz orientace vyplyva z obr. 8.10.

Provedeme-li integraci (ﬂ) E-dS nejdiive po plasti vélce, zjistime, Ze tok intenzity E je nu-
S

lovy, protoze E je kolmy na normalu k ploSe plasté v kterémkoliv misté. Necht' podstavy
valce maji kazda plochu A, tok N(S) ob&ma zékladnami je N(S)=2EA. Podle Gaussovy

véty, vztah (8.15), je
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2EA=0—
€y
odtud vyplyva
=2, (8.17)
2¢,

kde za celkovy naboj jsme dosadili souin plosné hustoty naboje a plochy vymezené valcem v
nabité rovin€. Tento vztah pro intenzitu pole je mozné odvodit i ptimo z Coulombova zdkona.

Intenzita E nekone¢né rovnomérnd nabité roviny je konstantni. Pro skute¢ny piipad, kdy
rovina neni nekonec¢nad, plati tento vysledek v oblasti dostatecné vzdalené od okraje desek.

Dvé rovnobézné nabité roviny

Pro dvé rovnobézné nabité roviny (tento vypocet se provadi pii stanoveni elektrostatického
pole deskového kondenzatoru) pouzijeme pro stanoveni intenzity predchozi vysledek pro jed-
nu rovinu a uplatnime princip superpozice, abychom urcili vyslednou intenzitu elektrostatic-
kého pole od obou rovin. Jsou-li roviny souhlasné nabity a plosna hustota naboje obou rovin
je stejnd, o, = 0, = o, pak vné rovin maji intenzity Ela EZ souhlasny smér a jejich velikosti
se s¢itaji, naopak v mezete mezi rovinami je pole nulové (obr. 8.11).

+o to
E
Obr. 8.11
Pro velikost intenzit plati
. 1 o
vné rovin E=E+E,=——(0,+0,)=—
o o
mezi rovinami E=E -E,=0

Jsou-li roviny nabité opacné, se stejnou hustotou o, pak vné rovin bude pole nulové a mezi
. , . . o
deskami je homogenni pole intenzity E = —.
2
S takovym uspofadanim se setkadvame u deskového kondenzétoru.
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Urdeni intenzity elektrostatického pole na povrchu vodice

Z Gaussovy elektrostatické véty vyplyva, Ze uvnitt vodi¢e nemohou v rovnovdzném stavu
existovat makroskopické néboje. Tok libovolnou uzavienou plochou lezici uvnitt vodi¢e musi
byt vzhledem k nulovosti intenzity pole vzdy nulovy. Z Gaussovy véty pak plyne, Ze musi byt
nulovy i1 naboj uzavieny v libovolné plose lezici uvnitf vodice. V rovnovazném stavu mohou
byt tedy naboje rozlozeny jen na povrchu vodice.

+%_
H
+
+
e ; 5
¢ + —
+|
] E
E=0 :
+
+
H T
Obr. 8.12

Ur¢ime nyni hodnotu intenzity elektrostatického pole v blizkosti povrchu vodice. Zvolime
uzavienou plochu ve tvaru velmi nizkého vélce a malych podstav A, jehoZ osa je kolma k po-
vrchu vodice a jehoZ jedna podstava je umisténa vné vodice, druha uvniti (obr. 8.12). Vzhle-
dem Kk rozmériim valce miizeme zanedbat nehomogenitu pole a nehomogenitu rozlozeni povr-
chového naboje. Uvniti této valcové plochy je tedy uzavien celkovy naboj rovny Q=cA,

kde o je hodnota povrchové hustoty naboje v misté valce. Tok intenzity podstavou uvniti
vodice je nulovy, tok plaStém rovnéz, nebot siloCary jsou rovnobeézné s osou valce. Zbyva
tedy tok vngjsi podstavou vodiGe rovny N (S)=EA. Z Gaussova zdkona pak vyplyva

E=—. (8.18)
&y

Uvedené tvrzeni se nékdy nazyva Coulombova véta. Pozoruhodné na ném je zejména to, ze
ackoliv elektrostatické pole vné vodice je vytvareno celkovym rozloZenim naboji na povrchu
vodi¢e a dalSich téles, je v blizkosti povrchu plné ur¢eno lokalni hodnotou hustoty néboje
v daném bod¢ povrchu. Silocary elektrostatického pole vchazeji zvnéjsku kolmo k povrchu
vodice tam, kde je soustfedéna zaporna hustota naboje a vychazeji kolmo k povrchu tam, kde
je soustiedéna kladna hustota naboj.

Toto chovani vodi¢i ve vnéj$im elektrostatickém poli ma zavazné praktické dusledky. Jsou-li
na povrchu vodice ostré vystupky nebo hroty, vznikéd v jejich blizkosti silné nehomogenni
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elektrostatické pole. Elektrické silo¢ary, které stale zustavaji kolmé k povrchu, zde prudce
méni smér a u povrchu se zhust'uji.

8.8 Potencial elektrostatického pole

V kapitole o gravitacnim poli jsme kromé vektorové veli¢iny — intenzity pole, zavedli skalarni
veli¢inu — potencial jako dalsi charakteristiku pole. Analogicky Ize i pro elektrostatické pole,
protoze je polem konzervativnich sil, zavést tuto veli¢inu. Potencial elektrostatického pole
budeme oznafovat ¢ .

Koname-li praci proti sile elektrostatického pole, pro naboj Q a elektrostatické pole intenzity

E je F=QE, projevi se tato prace zvySenim potencidlni energie ndboje. Posuneme-li nboj

Qodl, je zména potencialni energie naboje v elektrostatickém poli rovna
dw, =-QE-dl . (8.19)

Znaménko minus vystihuje skutecnost, Ze se jedna o praci vnéjsi sily, kterd piisobi proti sile
pole. Jestlize naboj Q byl pivodné v bodé oznaceném 1 a zménil svoji polohu do bodu 2, cel-
kova zména potencidlni energie je

—W :jdvv :—QJ%E-df. (8.20)

Potencialni energie je zavisla na velikosti naboje Q, a proto zavedeme analogicky jako inten-
zitu E veliGinu potencial ¢ tak, aby nezavisel na testovacim naboji Q, tj. polozime Q = 1C.
Pak s pouzitim vztahu (8.20) pro piirustek de vyplyne vztah

dp=—"=—E.dl . (8.21)

Rozdil potenciali mezi dvéma body budeme oznacovat U a nazyvat elektrické napéti. Jed-
notkou napéti v SI soustavé je 1 V (volt). Jestlize vztah (8.21) integrujeme, je tieba pro jedno-
zna¢né ur¢eni hodnoty potencialu (stanoveni integra¢ni konstanty) definovat misto nulové
hodnoty potencialu. Obvykle se voli nulova hladina potencialu i potencialni energie ve stej-
ném miste.

Vztah (8.21) 1ze pomoci jednoduchych operaci s vyjadienim tuplnych diferencialtt funkci
E(r) a ¢(r) prepsat do tvaru, ktery umoznuje v kazdém bodé¢ elektrického pole stanovit po-

moci potencialu intenzitu elektrického pole E . Plati relace
E =—grade . (8.22)

Se stejnym vztahem pro analogické veli€iny, intenzitu a potencial gravitacniho pole jsme se
jiz setkali v kap. 2.
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Elektrostatické pole je pole konzervativni. Plati tedy, Ze prace vykonana po uzaviené kiivce je
vzdy rovna nule. PfenaSime-li po takové draze jednotkovy naboj, na ktery piisobi sila rovna

intenzité pole E, dostaneme obecny integralni vztah

$E-dI =0, (8.23)

Podle Stokesovy véty vektorové analyzy

E-dl =[[rotE-dS =0, (8.24)
jea-]

kde S je libovolna plocha, ktera ma za svou hranici kiivku . Vzhledem k tomu, ze kiivka | je
libovolna, bude vztah (8.24) platit i pro diferencialné malou plosku dS. Pak dostaneme dife-
rencialni obdobu vztahu (8.23) jako

rotE =0 . (8.25)

Elektrostaticky potencial pro pole bodového naboje

Podle vztahu (8.21) 1ze stanovit zménu potencialu pomoci prace vykonané proti sile pole pie-
nesenim jednotkového naboje v poli elektrostatickych sil. Elektrostatické pole je v nasem pii-
padé vytvoiené bodovym nabojem Q. Pole bodového naboje ma ve vzdalenosti r velikost in-
tenzity

E(r)=— 92.

Are, ¥

Zména potencialu de pii zméné vzdalenosti o dr je

dp=—E-dl = %dr .
Are, 1

Mezi body 1 a 2 je rozdil potencialu

®, —

1 1
Qf e, [r‘gj

Jestlize definujeme, Ze potencidlni energie i potencidl maji nulové hodnoty pro nekonec¢nou

9 a v obecné vzdalenosti r

vzdalenost od naboje (I, =), je potencial v bod€ 1 rovny
4re, 1

od bodového naboje Q

o(r)= 1 Q (8.26)




Potencial v urcitém misté pole je roven praci, ktera je tfeba vykonat proti sile pole pri
premisténi kladného naboje 1 C (konstantni rychlosti) z nekone¢na do mista tohoto po-
tencialu.

Spojenim bodu se stejnou hodnotou potencialu dostaneme ekvipotencialni plochy (hladiny).
Pro pfemisténi naboje po ekvipotencidlni ploSe neni tieba konat praci. Vyjadienim vztahu pro
diferencial de(r), ¢ = ¢(r) dostaneme

d¢(r):2—fdx+%dy+z—fdz:gradgo-dF:—E-dF (8.27)

za pouziti vztahu (8.22). Pohybujeme-li se po ekvipotencialni plose, je dp=0a dr lezi v této
plose. Pravé strana rovnice (8.27) je rovna 0, jsou-li vektory E a dr na sebe kolmé. Proto
ekvipotencialni plochy jsou kolmé na silo¢ary. ProtoZe velikost skalarniho soucinu zavisi
na uhlu mezi vektory, lze konstatovat, ze grade urcuje smér nejvétsiho rustu potencialu ¢.

Z nulovosti intenzity pole uvniti vodice plyne, ze elektrostaticky potencial bude v celém ob-
jemu konstantni. Cely objem vodice tedy tvoii ekvipotencialni objem, jeho povrch tvoii ekvi-
potencidlni plochu. Intenzita pole je vzdy kolma k ekvipotencialni ploSe, a proto bude v bliz-
kosti vodice vektor intenzity elektrostatického pole vzdy kolmy k jeho povrchu.

Vypocet potencialu a intenzity elektrostatického pole v okoli vodivé koule

Predpokladame kouli poloméru R nabitou konstantni ploSnou hustotou nadboje o . NaSim uko-
lem je urcit prubéh potencidlu ¢ uvniti a vné koule. Pro tento ptipad je nejjednodussi urcit
potencial ze znamé intenzity, kterou ur¢ime pomoci Gaussovy véty, vztah (8.15). Za plochu,
pies kterou budeme integrovat tok intenzity, vezméme plochu koule poloméru r se stiedem ve
sttedu nabité koule. Dosazenim do Gaussovy véty dostaneme

N(S)=4rrE=2

&y

kde Q je celkovy naboj koule.

Pro body vné nabité koule je velikost intenzity E ( r) = 2 Q
7e, ¥

uvnitf E(r)=0,
protoze uvnitt koule je naboj nulovy. Pole nabité koule ma pro body r > R stejny priibéh jako
pro bodovy naboj Q, proto i prib¢h a velikost potencialu budou stejné jako pro bodovy nabo;.

2 i)

Q
= ) R 1
(p(r) Are ¥ >

kde jsme opét polozili nulovou hodnotu potencidlu v nekonecnu. Uvniti koule je elektrické
pole nulové, zZadna prace by se pfi premistovani naboje nekonala a potencial je konstantni.
Vzhledem k tomu, Ze s piiblizovanim k povrchu nabité koule se potencial blizi k hodnoté

a ma-li byt spojitou funkci r, bude uvnitt koule jeho velikost stejna a rovna Q .
4re,R 4re R
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Q

Potencial vné koule je p(r)= r>R ,
Are ¥
" _Q
uvnitf (o(r)— r<rR
4re,R

Zavislost velikosti intenzity E a potencialu ¢ nar je na obr. 8.13 a.

E E

0 ; ;

¢

0 . _
Obr. 8.13 a Obr.8.13b

Vypocet potencialu a intenzity elektrostatického pole v okoli rovnomérné nabité koule

Predpokladejme kouli nabitou s konstantni prostorovou hustotou naboje

p:g’ V=£7Z'R3,

Vv 3

kde R je polomér koule.

Pro bod vné¢ koule miizeme pouzit vysledek z predchoziho ptikladu, protoze celkovy ndboj
koule Q je stejny. Pro bod ve vzdalenosti r <R od stfedu pouZijeme pro vypocet intenzity
rovnéz Gaussovu vétu, piicemZ plochou S bude plocha koule o poloméru r ve vzdalenosti, v
které pocitame intenzitu elektrického pole. Naboj, ktery je obsazen v objemu koule o polomé-
rurje Q'
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Velikost intenzity E uvnitt koule proto bude

E(r) Q

B 4re, R®

Touto zévislosti popisujeme v nékterych piipadech priabeh elektrického pole v atomovém
jadte, protoze atomové jadro lze v urcitém ptibliZzeni povaZovat za rovnomérné nabitou kouli.

Potencial gp(r) ma pro body r > R stejny prabéh jako v pfedchozim ptipadé pro bodovy na-

boj, tj. ubyva s prvni mocninou vzdalenosti. Uvnitt nabité koule je odliSna situace, protoze
velikost intenzity E neni nulova, a proto potencial nebude konstantni. Pro body uvniti koule je
rozdil potenciali

f 1 ¢.r 11 _r?
: —dr=-= —
J.QRs 2472'80QR3

Potencial v bod¢ 0 nemize byt jiz rovny nule, protoZe misto nulového potencialu jsme zvolili
v nekonecnu. Pro uréeni ¢(0) miizeme pouzit hodnotu potencidlu na povrchu koule

¢(R):47r2R'

Po dosazeni do predchozi rovnice dostaneme

11 R 11
(0=~ 37 7T
4re,R 24rs, R 24rs, R
a
310
0)==—-= .
?(0) 2 4rg, R

Potencial uvnitf koule tedy vyhovuje vztahu

__1(3Q. Q) Q (, ¢
(p(r)_47zgo(2R 2R3j 87150R(3 sz'

Prubéh velikosti intenzity E a potencialu ¢ v zavislosti na vzdalenosti r od stfedu nabité koule
jenaobr. 8.13 b.
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8.9 Poissonova a Laplaceova rovnice

Vratme se nyni k obecnému ptipadu, kdy rozlozeni naboji miizeme popsat pomoci objemové
hustoty néaboje p(F). Vlastnosti elektrostatického pole jsou pak vyjadieny parcialnimi dife-

rencialnimi rovnicemi (8.25) a (8.16)

rotE =0, diVE:ip .
&y

Reseni této soustavy &tyt rovnic (jedné vektorové a jedné skalarni) je usnadnéno zavedenim
potencialu. Moznost jeho zavedeni plyne pravé z prvni z uvedenych rovnic, a prejdeme-li od
vektoru E ke skalarni funkci ¢ vztahem (8.22), bude tato prvni rovnice splnéna automaticky.
Zbyva pak tesit druhou z rovnic. Vyuzijeme pfitom vztahu, kterym se zavadi Laplacetiv ope-
rator v kartézskych soufadnicich, a piSeme

y¢+y¢+y¢

divgradp=Agp = o

Pro potencial dostavame Poissonovu rovnici ve tvaru

Ap=-L (8.28)
€y

platnou vSude tam, kde plati Gaussova véta v diferencialnim tvaru. V bodech, kde je objemo-
va hustota naboji nulova, redukuje se Poissonova rovnice na rovnici Laplaceovu

Ap=0 (8.29)

8.10 Kapacita

Jak jsme zjistili v odstavci 8.8, potencial vodivé koule nabité nabojem Q ma ve vzdalenosti r

velikost ¢ (r) = . Ze vztahu vyplyva, Ze v kterémkoliv misté je potencial umérny nabo-

Are,r
ji. Tato umérnost plati pro vSechny typy vodict. Podil nédboje a potencidlu je zavisly pouze na
vlastnostech (geometrickém tvaru) vodice a vlastnostech prostiedi.

Q ¢ (8.30)
9

Konstanta C se nazyva kapacita vodice. Jednotkou kapacity je 1 F (farad). Je to kapacita vo-
dice, ktery pii potencialu 1 V ma naboj 1 C. Protoze 1 F je pfilis velka jednotka, pouZzivaji se
jeji nasobky jako 1 uF = 10° F nebo 1 pF = 102 F.

V elektrotechnice se Casto pracuje se soucdstkami s pfesné uréenou kapacitou, které nazyva-
me kondenzatory. Kondenzator je tvofen dvéma opacné nabitymi vodici (jeden s nabojem Q
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a druhy —Q). Kapacitu kondenzatoru C definujeme jako podil kladného naboje Q a napéti me-
zi vodi¢i U

o
Il
clo

(8.31)

Pro jednoduchost zvolime jako piiklad deskovy kondenzator tvofeny dvéma rovnob&znymi
deskami s plochou S a vzdalenosti d. Kapacitu Ize stanovit pomoci Gaussovy véty (za pied-
pokladu, ze desky jsou dostatecné velké a Ize zanedbat jevy na okraji desek). Pro napéti mezi
deskami miizeme napsat vztah

U-Zd4-24q (8.32)
& £y
kde o je plosna hustota naboje na deskach, o = %

Pro kapacitu deskového kondenzatoru mizeme s pouzitim vztahu (8.31) psat
S
C= 83— . (8.33)

Paralelni a sériové razeni kapacit

Na obr. 8.14 je znazornén piipad, kdy v elektrickém obvodu jsou dva kondenzatory zapojeny
paralelné.

e
Il
|
C, 0,
Obr. 8.14

Dvé¢ levé desky kondenzatorti a dvé pravé desky jsou spojeny dohromady na spoleéném po-
tencialu. Pro vypocet vysledné kapacity soustavy si lze pfedstavit, ze ptipojenim druhého
kondenzatoru se plocha zvétsila a tim se zvysila i moznost nahromadéni naboje.

Q=Q+Q,=CU+CU =(C,+C,)U ,

kde U je rozdil napéti mezi deskami obou kondenzatort a C,, C, jsou kapacity kondenzato-
ri. Vysledna kapacita C je

C=<=C+C,. (8.34)

clo
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Sériové zapojeni kondenzator je na obr. 8.15.

Obr. 8.15

Potencialni rozdil mezi levou deskou prvniho kondenzatoru a pravou deskou druhého je
U =U, -U, anaobou levych deskach kondenzatori je kladny naboj Q. Potencialni rozdil U

odpovida souctu rozdili napéti mezi deskami obou kondenzatord.

Q Q

Jestlize pro vyslednou kapacitu C pouzijeme defini¢ni vztah C = Tk event. U = c porov-

nanim relaci pro U mizeme psat vysledny vztah pro C

1.1 (8.35)
Cl CZ

Ol

8.11 Dielektrika

M. Faraday objevil, ze po vlozeni nevodivé latky, jako je naptiklad sklo, mezi desky konden-
zatoru, kapacita kondenzatoru vzroste. ZvySeni kapacity je mozné charakterizovat soucinite-
lem, ktery charakterizuje dielektrické vlastnosti prostedi. Pro vysvétleni jeva v dielektriku je
tteba vyjit z jeho atomdarni struktury.

Pti makroskopickém popisu mliizeme vyuzit skutecnost, Ze atomy ¢i molekuly jsou elektricky
neutralni soustavy mikroskopickych naboji. Elektrostatické pole takové soustavy mizeme na
vzdalenostech zna¢né prevysujicich jeji rozméry vyjadrfit jako pole multipélovych momentt
ruznych tadi. V prvnim nenulovém piiblizeni se uplatni elektricky dipélovy moment atomu
nebo molekuly a jejich pole se bude jevit v dostatecné vzdalenosti jako pole bodového elek-
trického dipdlu.

Dielektrika, jejichz molekuly maji ndboje rozloZzeny takovym zptsobem, Ze jako celek vyka-
zuji vlastni elektricky dipolovy moment, patii ke skupiné latek, které se nazyvaji polarni
dielektrika (napt. molekula vody).

Dielektrika, jejichz atomy (molekuly) nemaji vlastni elektrické dipolové momenty, ziskavaji
ve vnéjSim poli momenty indukované, orientované ve sméru silocar pole. Takové latky se
nazyvaji nepolarni dielektrika.
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R @@@"‘
¥
Obr. 8.16

Jestlize molekuly dielektrika jsou polarni, znamena to, Ze maji nenulové dipélové momenty a
ty jsou za normalniho stavu nahodné orientovany. V piitomnosti vnéjsiho elektrického pole
(naptiklad vytvoteného mezi deskami kondenzatoru) se dipoly staci do sméru pole (obr. 8.16,
8.17 a). Intenzita tohoto jevu zavisi na vnéjSim poli a na teploté. Vysledkem je vznik elektro-
statického pole v dielektriku, které mifi proti pivodnimu poli a tudiz jej zeslabuje
(obr. 8.17 b).

[+] -1 = .
o @ @ | [+ o+ -
+ -1 |+ E E, -
@ B |- |+ —~ |
+ g > |- + - -
+H B @ 3 + E,

|+ ] Bl I

Obr. 8.17 a Obr. 8.17 b

Dokonce i1 v ptipadé, kdy molekuly byly ptivodné nepolarni, vlivem vnéjSiho elektrického
pole se z nich stanou dipoly, které se opét mohou ve vnéj$im poli natacet. Jednotkovy objem
latky miizeme pak charakterizovat celkovym dipélovym momentem. Rikdme, Ze se dielektri-
kum polarizovalo. Charakteristikou uvedeného modelu je vektor elektrické polarizace

IS(F), ktery ma vyznam objemové hustoty dipoélového momentu v daném bod¢ 1 . Experi-
mentalné pozorovany vysledny dipolovy moment p, libovolného objemuV studovaného
dielektrika pak mize byt vyjadien vztahem

Makroskopickym vysledkem polarizace dielektrika je vytvoteni povrchového néboje s plos-
nou hustotou o, v blizkosti nabitych desek kondenzatoru (obr. 8.17 b).

Naboj vytvoteny v dielektriku se nazyva vazany nabej, protoze se nemiize volné pohybovat
jako naboj na deskach. Velikost intenzity elektrick¢ho pole E; v dielektriku (pfedpokladame

velmi slabou vrstvu dielektrika) je pomoci plosné hustoty naboje vyjadiena

(8.36)



Vysledné pole bude mit intenzitu

E=E,+E, , (8.37)

kde E, je intenzita vn&jsiho elektrického pole bez dielektrika. Velikost E, = ﬁ, kde o, je
&y
ploSné hustota naboje na deskach.

Dielektrika rozd€lujeme podle chovani vektoru elektrické polarizace IS(F) . V ptipad¢ ideal-

né tvrdého dielektrika piedpokladame ur&itou permanentni polarizaci P, (F) v daném bodg,

ktera jiz na hodnot¢ intenzity pole nezavisi.
V ptipad¢ idealné mékkého dielektrika predpokladame linearni zavislost vektoru polarizace

5(?) Vv daném bod¢ na vysledné intenzité pole E v tomto bodé. Pro 1zotropni a homogenni

prostfedi je mozno tuto zavislost zapsat ve tvaru

P(F)=¢2.E(F) . (8.38)

kde bezrozmérna veli¢ina ye je elektricka susceptibilita prostiedi. Je to vzdy kladna velici-
na, ktera vSak pro rizné materialy mize nabyvat zna¢n¢ rozmanitych hodnot. V ptipadé ide-
aln¢ mékkeého dielektrika lze psat

E,=¢E, (8.39)

kde & je relativni permitivita prostifedi. Hodnoty & pro nékteré materialy jsou uvedeny v
nasledujici tabulce 8.1.

Tabulka 8.1
material | vzduch sklo papir parafin | polystyren | porcelan |voda (20°C)
& 1,00059 5,6 3,7 2,1-2,5 2,55 7 80

Zaved’'me nyni konstantu & vztahem
E=Ey8, . (8.40)
Tato konstanta se nazyva permitivita prostredi.

VeliCina, ktera souvisi s intenzitou elektrického pole vztahem

B(F) = &,E(

)+P(F) (8.41)

=l

je elektricka indukce. Jeji vyznam pro popis elektrického pole vyplyne pii zavedeni induké-
niho toku, ktery zavisi pouze na volném naboji Q", nikoliv na naboji v dielektriku.

{pD-ds=q". (8.42)
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Volny naboj je zdrojem indukéniho toku. Vztah (8.42) je zaroven jednoduchym znénim
Gaussovy véty pro dielektrikum. Jednotka elektrické indukce je C-m™.

Pro idealn¢ mekké dielektrikum mizeme vztah (8.41) piepsat pomoci vztaht (8.38) a (8.39)
na vyjadieni

D(F)=¢,(1+ z)E(F) . (8.43)
Mezi relativni permitivitou & a elektrickou susceptibilitou ye plati vztah
e =1+y, . (8.44)

Pak Ize vztah (8.43) prepsat na tvar

D(F) = &,6,E(F)=¢E(F) . (8.45)

Na pocatku tohoto odstavce jsme uvedli, Ze po vloZeni dielektrika mezi desky kondenzatoru
dojde ke zvySeni jeho kapacity. Kromé tohoto efektu dielektrikum zabezpecuje mechanické
oddéleni dvou vodici, které vzhledem k pozadované kapacité musi byt v tésné vzdalenosti.
Dale, elektricka pevnost, coz je odolnost materialu vzhledem k prirazu, je u dielektrik vétsi-

nou lepsi nez pro vzduch, kde ¢ini asi 3KV -mm™.

8.12 Energie elektrostatického pole

V procesu nabijeni kondenzatoru (napiiklad baterie) je tieba prenést kladny naboj ze zaporné
nabitého vodi¢e na kladny. Na pocatku nabijeni je elektrické pole nulové a vodice jsou na
stejném potencialu. Po skonCeni nabijeni je na jednom vodici kladny naboj Q,, na druhém

Q

zéporny —Q,,. Potencialni rozdil mezi vodic¢i je U, = <’ kde C je kapacita. Prace dW, kterou

je tieba vynalozit v prib&hu nabijeni k pfeneseni naboje dQ z jednoho vodice na druhy (je-li
jiz ptenesen naboj Q a potencidlni rozdil mezi vodici je U), je rovna zvySeni potencialni ener-
gie naboje dQ o dW, . Pro dW, plati vztah

dw, =U dQ:%dQ .

Celkové zvySeni potencialni energie pfi nabijeni od Q =0 do Q = Q, je energie, kterd se aku-
muluje v kondenzatoru

Q Q Q 2
Wp=£de=£%dQ=é£QdQ=%% .

S pouzitim relaci mezi Q, U, C mizeme ziskat vztahy
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1Q7 1 1. .,
W, :EFO:EQOUO =ECU0 . (8.46)

V procesu nabijeni kondenzatoru se mezi deskami vytvaii elektrostatické pole. Prace potiebna
k nabiti kondenzatoru (zanedbame-li ztraty energie béhem nabijeni) je rovna praci potiebné k
vytvoieni pole. Uvazujme konkrétni piipad deskového kondenzatoru, mezi jehoz deskami se

Q

vytvori elektrostatické pole s velikosti intenzity E = —5 S je plocha desky.
o

Prace potiebna pro preneseni naboje dQ z jedné desky na druhou je
dW =Ed dQ ,

kde d je vzdalenost mezi deskami. Dosadime-li za dQ do pfedchoziho vztahu
dQ =¢,S dE ,

pak
dW =¢,SEd dE .

Celkova prace potiebnd pro vytvoieni pole s velikosti intenzity od E=0do E = E, je

=
W =z,Sd [ E dE =%505dE§
0

a je rovna energii akumulované v elektrostatickém poli.

. , dw
Hustota energie elektrostatického pole w, kterd je definovand jakow = v (v homogen-

. W . cy 1w
nim poli plati w = v ), se v ptipad¢ elektrostatického pole ve vakuu da vyjadfit vztahem

w= %go EZ. (8.47)

V latkovém prostiedi vztah (8.47) ptejde ve vztah

w==E-D, (8.48)

N |-

ktery je platny i pro anizotropni prostfedi, kde vektory EabD nemaji stejny smeér (vztah
(8.41) v ptipad¢ idealn¢ tvrdého dielektrika).

170



8.13 Priklady ke kap. 8

Piiklad 8.1
Svazek elektronil byl urychlen spddem napéti U, =5000 V, leti doprostied mezi desticky ro-
vinného kondenzatoru, jehoz rozméry jsou: délka b =5cm a vzdalenost desticek d =1cm.
Vypocitejte:

nejmensi napéti U, které je nutno vlozit na kondenzator, aby elektrony uz z né¢ho nevy-

letely?
Reseni:
Yy y
| E_ - P Vs
e_.?t;,;,_:,_: ,,,,,,,,,,,,,, ] X e-ki,f,f;—:: Z:J ,,/ ,,,,,,,,, _ X
[~ d d
E ~ .
\\
b b
Obr. 8.18 a Obr.8.18 b

Pohyb elektront se odehrava pouze v roviné xy podle nakresu na obrazku 8. 18 a. Zapiseme
pohybové rovnice

ma, =0=a, =0
m.a, =eE+m,g

m,a —e£+mg:>a —£+g
o d ) Y 'md

2eU . S . :
v, =konst=0v,, = L | protoze pied vlétnutim elektronu do kondenzatoru je urychlen
me

1 .
napétim U, a plati 2 m.v® =eU, (rychlost je pouze ve sméru osy x)

v, :[ﬂ—g]t,(vyo =0)

m,d
o 2eUlt
me
X=b=>t=h |
2eU,

1 eU 2
== —+g |t
y Z[med gJ
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V case t=b ,% musi elektron v meznim piipadé dosdhnout desky kondenzatoru, a tedy
€ 1

d 1(eU , m,
== __|_g be ——
2 2\md 2eU,
2 2 2
_Ub +gmeb :>U:2d2 Ul+gmed
2Ud 2eU, b e

Zvolime-li na deskach kondenzatoru opacné orientované napéti U (pohyb elektrontl je zobra-
zen na obrazku 8.18 b), kone¢ny vztah se zméni na
2
U= 2;2 u, - 9med
€
Nejprve dosadime do vztahu s plus
2
2-(1-10 .9.1-10.1.10™*
o2 2) 51074 9819110 110
(5.10—4) 1,602-10

=(400+5, 57-10*12) Vv

Je vidét, ze druhy ¢len, ktery souvisi s tihovou silou, je mnohondsobné mensi nez ¢len, ktery
souvisi se silou elektrostatickou. Proto ho lze zanedbat a napéti, které se vlozi na kondenzator,
aby elektrony kondenzéator neopustily, bude v obou ptipadech orientace napéti stejné,
U=400V.

Priklad 8.2
Tenky kruhovy disk o poloméru R je rovnomérné nabit ndbojem o plo$né hustoté o .
Vypocitejte:

velikost intenzity elektrického pole E na ose disku ve vzdalenosti X od jeho stfedu.

ReSeni:

)

Obr. 8.19

Cely disk lze roziezat na prstence, které maji stiedy ve stfedu disku (obr. 8.19). Pro jednotlivy
prstenec mizeme vyuzit vztah pro intenzitu elektrického pole na ose disku, ktery jsme jiz vy-
pocetli. Naboj na disku ale neni cely naboj Q, ale pouze ¢asteCny naboj dQ, a tak piispévek
k celkové intenzité elektrického pole od jednotlivého prstence je dan vyrazem
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dE =dE, = ! X 5 dQ, kde r je vzdalenost prstence od stiedu disku.

dre 2
0 (x2 + r2)2

dQ=o2zrdr

R R
E-E - 1 Xxo2zrdr XO'J~ rdr 3:x<7 1 _
0

0 470 (x? +r2)§ 20 (x*+r2)z “ (x*+r ); 0
Xo 1 1 o X
= - —+—|= 1- T
| (esRr)e X %l (4R

Priklad 8.3
Naboj Q je rovnomérné rozlozen v objemu koule o poloméru R.
Vypocitejte:

a) energii elektrického pole uvnitt koule,

b) vn¢ koule,

C) V celém prostoru.

ReSeni:
Energie elektrického pole je dana vyrazem

w=[ffroav - w%goEzdv

Intenzita elektrického pole je konstantni v malém objemu, ktery je vymezen dvéma soused-
nimi kulovymi slupkami.

dV =4zr?dr
4re, R
2,5 R 2
W= m— g, E%dV = jl Q'r’ garigr=| = QT 121 Q
32 7R 40 7e,R” |, 40 7R

b) E= ! %
Arey ¥

~ _1 Qz w_l Qz
W_Iﬂ %E AV = I327ng drrdr {SESOI‘L_BESOR

1 Q 1Q 3 0Q
407rgoR 87rgoR 207[50R
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9. Ustaleny elektricky proud

Dosud jsme popisovali elektrické pole, které nebylo tvofeno pohybujicimi se naboji. Nyni se
budeme zabyvat tim, co nastane, kdyz se elektrické naboje budou pohybovat.

9.1 Vznik a definice proudu

Elektrické proudy se vyskytuji vSude kolem nds. Kazdy jist¢ zna elektricky proud
Vv elektroinstalaci, Zarovkach a v elektrickych spotiebicich. Elektrické proudy lze nalézt také
Vv polovodicovych soucastkach kalkula¢ek a mobilnich telefonl. Prestoze jakykoli elektricky
proud je tvofen proudem pohybujicich se nabojii, ne vSechny pohybujici se ndboje vytvare;ji
elektricky proud.

Elektricky proud miize byt tvofen pohybujicimi se elektrony (kovovy vodic), ionty a elektro-
ny (elektrolyty, obloukovy vyboj ve ztedéném plynu), elektrony a dirami (polovodice). V této
kapitole budeme studovat elektricky proud v kovovém vodici.

Umistime-li kovovy vodi¢ do elektrického pole, uvedou se vnitini volné elektrony do pohybu.
Pohybuji se tak dlouho, dokud elektrické pole vytvoiené jejich pfenosem nebude mit stejnou
velikost a opaény smér, nez ma vnéjsi elektrické pole.

Pripojime-li k vodic¢i zdroj elektrického napéti, budou se elektrony pohybovat stale. Usmér-
nény pohyb elektrontd vytvari v kovovém vodici elektricky proud.

Elektricky proud | je definovan jako podil pfeneseného naboje dQ za Cas dt

_daQ
== (9.1)

Jednotkou elektrického proudu je jeden ampér (A). Ampér je zékladni jednotka SI. Definici
ampéru uvedeme v kapitole tykajici se magnetického pole. Proud je veli¢ina skalarni.

V nékterych piipadech nds nezajimé celkovy proud, ktery prochazi vodi¢em, ale zajima nas
lokalni pohled. Pak studujeme tok naboje v ur¢itém bod€ uvnitt vodie. V obecném piipade
nemusi byt pohyb néboji v riznych mistech prifezu vodice stejny. Pro popis pohybu nosict
naboje zavedeme vektorovou veli¢inu hustota proudu i vztahem

dl =i -dS, (9.2)

kde ‘dg ‘ je plocha, kterou prochdzi naboj dQ a smér vektoru dS je smér kladné normaly
K plose.

Jestlize vodi¢em neprochazi zadny proud, pohybuji se jeho vodivostni elektrony chaoticky a
neptfevlada vysledny pohyb v zddném sméru. Pokud vodi¢em prochdzi proud, pohybuji se
elektrony také chaoticky, ale navic jsou unaseny driftovou rychlosti v, ve sméru opacném,
nez je smér intenzity elektrického pole, které vyvolava jejich pohyb.
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Obr. 9.1

Podle konvence bereme jako urcujici pohyb kladnych naboji nikoliv elektronti. Na obrazku
9.1 je znazornén pohyb podle této konvence (kladné néboje). Predpokladejme, Zze vSechny
naboje se pohybuji stejnou driftovou rychlosti v, a ze hustota proudu i je konstantni v celém
prifezu vodice, jehoz plocha je S. Pocet nosi¢lt naboje v ¢asti vodice o délce L je nLS, kde n
je koncentrace nosi¢li ndboje (pocet nosicii naboje v jednotkovém objemu). Pokud nese kazdy
nosi¢ naboj e, je celkovy naboj v useku vodice délky L

Q=nSLe.

Dobu 7, za kterou projde celkovy naboj Q tisekem vodice délky L, 1ze urcit pomoci driftové

. L . . .
rychlosti 7 =—. Za ptedpokladu rovnomérného pohybu nosi¢li naboje ur¢ime elektricky
Uy
proud | prochazejici vodi¢em podle rovnice (9.1)

|=9=w=n8evd.
r L
Uy

Pomoci definice hustoty proudu lze psat
I =nev,.
Stejny vztah plati mezi vektory hustota proudu a driftova rychlost

i =neg,. (9.3)

9.2 Ohmuv zakon

Uvazujme staciondrni proud v homogennim vodici. Elektrické pole miize byt pficinou pie-
mistovani volnych néboju ve vodici, tedy pti¢inou vzniku elektrického proudu. Lze tedy oce-
kavat, ze mezi velikosti intenzity elektrického pole (nebo mezi velikosti rozdilu potencialu U)
a velikosti proudu | v daném okamziku bude existovat vztah, ktery bude zaviset na vlastnos-
tech uzitého vodic€e. Tento vztah se nazyva Ohmiiv zakon v integralnim tvaru.
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PiSeme jej ve tvaru
U=RI, (9.4)

kde R je elektricky odpor homogenniho vodice. Pro vodi¢ délky | a prifezu S zavisi odpor
vodi¢e na materialu, ze kterého je zhotoven. Tato zavislost je ddna vyrazem

R=p—, 9.5

Py (9.5)

kde p je rezistivita (dfive mérny odpor) materialu. Jednotka rezistivity je €2-m a jeji rozmér
jeroven [p]=m’-kg-s®-A”.

Pokud budeme uvazovat velmi malou ¢ast vodice, pro napéti AU mezi dvéma ekvipotencial-
nimi plochami S1, Sz vzdalenymi od sebe o Al plati

AU =(p1—(p2=I§-Ar.

Proud | tekouci vodiem lze vyjadfit pomoci hustoty proudu i, |1 =1 -S. Dosadime-li vyrazy
pro napéti a proud do vztahu (9.4) a uvazime-li, Ze vektory E a i jsou kolmé k plose S, do-
staneme diferencialni tvar Ohmova zikona

T = }/ E y (9.6)
. 1 .. . .
kde materidlova konstanta y = — se nazyva konduktivita (mérna vodivost). Jednotka vodivos-

tije Q'-m™ ajeji fyzikalni rozmér [y]=m=-kg™-s*- A?

Materialy 1ze podle velikosti rezistivity rozdé€lit na vodice, polovodice a izolanty. Kovy, které
jsou dobrymi vodici elektrického proudu, maji hodnotu rezistivity (10~ — 107%) Q-m. Pro izo-
lanty je hodnota rezistivity v rozmezi (10° — 10'®) Q-m. U polovodi¢i rezistivita silng zavisi
na ¢istoté materialu a nabyva hodnot v intervalu (10° — 107) Q-m. Rezistivity nékterych latek
jsou uvedeny v tab. 9.1

Tabulka 9.1

Vodice Izolanty
latka £[10° Q-m] latka £ [Q-m]
hlinik 0,024 keramika 10° + 1015
Konstantan 0,5 parafin 106
med’ 0,015 porcelan 10%0
ocel 0,1 sklo 10 = 10%2
stfibro 0,015 teflon 10

Prozatim jsme uvazovali pouze vodi¢. Pokud pro prvek elektrického obvodu je R ve vztahu
(9.4) konstantni (zavislost proudu na napéti je linearni) pro jakékoli napéti a jakykoli proud,
pak se tato soucastka fidi Ohmovym zdkonem a nazyva se linearni. Existuji i soucastky, pro
které R ve vztahu (9.4) neni konstantni (napf. diody) — zavislost proudu na napéti neni linear-
ni. Takovym soucastkdm se fikd nelinearni.

176




Elektricky odpor linearnich prvka (fidicich se Ohmovym zdkonem) zavisi na teploté linedrné
R=R, [1+a(t —to)], a je teplotni soudinitel elektrického odporu ([a]=K™), ktery mize-
me povazovat za konstantu v Sirokém rozmezi teplot. R; je elektricky odpor pii teploté t, a R
je odpor pii teploté t.

9.3 Elektromotorické napéti

Dosud jsme se zabyvali vlastnostmi stacionarniho proudu ve vodi¢i v souvislosti s vlastnostmi
prislusného elektrického pole. Existenci stacionarniho proudu jsme predpoklddali a nestarali
se o podminky, za kterych staciondrni proud vznikd. Vénujme se nyni této otazce.

Necht’ stacionarni elektrické pole je zpisobeno zdrojem, ktery umozni mezi dvéma misty
napi. A, B udrzovat konstantni napéti U ,;. Zdroje tohoto napéti jsou zaloZeny na riiznych

principech (dynamo, galvanicky ¢lanek, akumuldtor, termoclanek,...). Spolecnym znakem
zdroju je existence mechanizmu, zptsobujiciho ustalené pienaSeni nosicu elektrického naboje
ve zdroji jinou silou nez elektrostatickou. Tato sila se nazyva elektromotoricka a znaci se

F*. (N&kdy se také pouziva termin sila vtiténa). Pasobeni elektromotorické sily na nosice
naboje Q uvnitt zdroje Ize vyjadtit pomoci intenzity elektrického pole

, 9.7)
ktera by vyvolala stejny ucinek.

Uvazujme obvod (obr. 9.2), ve kterém je mezi body A, B udrzovano zdrojem stalé napéti. Cast
obvodu je vytvofena vodi¢em, ktery spojuje svorky zdroje A (kladnd), B (zaporna). Pohyb
volnych nabojl ve vodici je zplsoben stacionarnim elektrickym polem o intenzité Es . Napéti
mezi body A, B je dano kiivkovym integralem

B
Uy = [ E,-dl, (9.8)
A

kde dI je cast kiivky tvorici obvod.

Obr. 9.2
V casti obvodu B, A (zdroj) plsobi na volné ndboje dvé¢ elektrickd pole. Elektromotorické

pole o intenzité E*, které zptsobuje pfenos naboji z bodu B do bodu A, a stacionarni elek-
trické pole intenzity ES, které je dano rozdilem potencialt bodu A, B. Integral z intenzity
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elektrického pole pies celou uzavienou kiivku C je mozno urcit jako soucet integralli pies ¢ast

A,/ BacastB, A
<j>|§- dl = J df+j(|§s+§*)-df:
C BA

AB

= [E-dl+ [ E-dl + [E-dl
AB BA BA

[E -di=—[E dl =U,
AB BA
[E -dl+[E dI=§E .dI =0 (9.9)
AB BA C
Elektrony se pohybuji, ale v ur¢itém objemu ziistava jejich pocet konstantni. Plati tedy
@E-drz E-dl . (9.10)
C BA
Veli¢ina
E=|E-d (9.11)

se nazyva elektromotorické napéti zdroje. Vyjadiuje praci elektromotorické sily F* vyko-
nanou pii prendSeni jednotkového naboje uvniti zdroje od zéporné svorky ke kladné. Proud
tekouci obvodem zévisi na odporu R vodice mezi body A, B.

| = QB:%jEs-dr. (9.12)

Uvazujeme-li vnitini odpor zdroje R,, plati analogicky vztah k (9.12)

== [(E,+E")d r:%j i+ [Eal =— S+ £ (9.13)
i BA i BA i BA i i
Z posledniho vyrazu (9.13) po algebraické upravé plyne vztah pro elektromotorické napéti
E=(R+R)I. (9.14)
Rovnice (9.14) vyjadiuje Ohmiiv zakon pro uzavieny obvod. Mizeme ji piepsat na vyraz

E=U, +RI, (9.15)

kde U,; je svorkové napéti (je to napéti na zatizeném zdroji).
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9.4 Kirchhoffovy zakony

Timto ozna¢enim rozumime dva zakony, které jsou vychodiskem pii feSeni libovolné slozi-
tych elektrickych obvodu.

1. Kirchhofftiv zakon se tyka celkového proudu vytékajiciho ze styéného mista nékolika
vodi¢a — uzlu (obr. 9.3). Plati vztah

ilk =0, (9.16)

ktery ptfedstavuje matematické vyjadieni 1. Kirchhoffova zakona.

Celkovy stacionarni proud vytékajici z libovolného uzlu je roven nule. (Soucet proudi
z uzlu vytékajicich se rovna souétu proudu vtékajicich do uzlu.)

(Je tieba znaménkem rozliSovat proudy vtékajici do uzlu a vytékajici z uzlu ven.)

Obr. 9.3

2. Kirchhoffiiv zakon je diisledkem platnosti Ohmova zékona pro libovolnou smycku vytvo-
fenou z vodicu libovolné slozitého elektrického obvodu. Piiklad takové smycky je na obrazku
9.4.

179



Plati vztah

Y E=D R, (9.17)

ktery pfedstavuje matematické vyjadieni 2. Kirchhoffova zakona.
Soucet ubytki napéti na vSech prvcich ve smycce je roven celkovému elektromotoric-
kému napéti pisobicimu ve smycce.

9.5 Prace a vykon v elektrickém obvodu, Jouleiv zikon

Uvazujme cast vodice, na které je potencidlovy spad U. Vodi¢em se pohybuji elektrony, které
nesou naboj o velikosti dQ . Elektrony jsou elektrickym polem urychlovany a ziskaji energii

dW =dQU =1 dtU . (9.18)

Elektrony interaguji s miizkou a ¢ast své energie ji predavaji. Tim se zvE&tSuje vnitini energie
materidlu. Vodi¢ se zahtiva a dochazi k ptenosu tepla z vodic¢e do okoli. Je to nevratny proces
(disipace energie).
Energii potiebnou k udrzovani proudu | ve vodi¢i urcuje experimentalné nalezeny Jouleav
zakon:
Ve vodi¢i protékaném proudem vznika teplo (Jouleovo teplo). Tepelny vykon P
vznikajici ve vodi¢i protékaném proudem |, na némz je potencialovy spad U, ur-
cuje vztah

P=UI. (9.19)

Vztah (9.19) se nazyva Jouletv zakon v integralnim tvaru.
Pro prvky, pro které plati Ohmuv zékon, l1ze vztah (9.19) vyjadfit také ve tvarech

2
p-Y

R (9.20)
P=RIZ2,.

Jouletv zékon lze psat také v diferencialnim tvaru

p=E-i, (9.21)

kde p je hustota vykonu p = 3—5 .

Energie dodana latce za ¢as t je dana integralem

W=der=ledr. (9.22)
0 0
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9.6 Kontaktni napéti a termoelektrické jevy v kovech

Pro elektrickou vodivost fyzikalné homogennich pevnych latek je charakteristicka velmi dob-
ra platnost Ohmova zakona az do velmi vysokych hodnot elektrického pole. Chovani fyzikal-
né¢ nehomogennich soustav naopak ve vétsin¢ piipadd nelze popsat jen hodnotou elektrické
vodivosti, nebot’ se v takovych soustavach uplatiiuje ptasobeni vtisténych elektromotorickych
sil.

Jednim z dulezitych jevu tohoto druhu je existence kontaktnich napéti mezi kovy pfi jejich
vzajemném styku. Volta zjistil, ze pii dotyku dvou riiznych kovli vznika mezi nimi samovolné
potencialovy rozdil. Tento potencidlovy rozdil se nazyva kontaktni napéti. Jeho velikost je
zavisla na druhu kovu a jejich teploté. Tato teplotni zavislost je pfi¢inou vzniku termoelek-
trickych jevii. Volta sestavil jednotlivé kovy do fady, vniz se kazdy kov pii styku
s libovolnym dal$im kovem nabiji kladn¢€. (Napéti je fadoveé mV). Tato fada obsahuje kovy:

+ Al, Zn, Sn, Cd, Pb, Sbh, Bi, Hg, Fe, Cu, Ag, Au, Pt, Pd —
Volta dale zjistil, ze velikost kontaktniho napéti fady slozené z vétSiho poctu kovi (obr. 9.5)

neni zavisla na poctu a druhu vnitinich ¢leni fady. Zavisi pouze na chemickém slozeni prvni-
ho a posledniho kovu A, N v fad¢.

AlBlc] M)

Obr. 9.5

Tento jev nelze vyuzit jako zdroj elektrického proudu, protoZe v uzavieném obvod¢ se kon-
taktni napéti navzajem vyrusi. Tento zavér plati, pokud je teplota obou dotykt stejna.

Uvazujme obvod (obr. 9.6) zhotoveny ze dvou kovl A a B spojenych v mistech (1) a (2). Bu-
de-1i mit cely obvod stejnou teplotu, nepotece obvodem proud. Budou-li se ale spoje (1) a (2)
udrzovat na rozdilnych teplotach T, T,, obvodem bude proud protékat. Tento jev se nazyva

termoelektricky Seebeckiiv jev. Velikost protékajiciho proudu je zavisla na druhu obou kovil
a na velikosti teplotniho rozdilu obou spoju.

(D )

Obr. 9.6

Vznik Seebeckova jevu lze vysvétlit na zéklad¢ teplotni zavislosti kontaktniho napéti.

181



Predpokladejme, Ze kontaktni napéti je funkei teploty U, =U 5 (T) a ozna¢me symbolem R

celkovy odpor obvodu. Pak je proud | tekouci obvodem dan vztahem

UAB (Tl)_UAB (Tz)
R .

| = (9.23)

Celkovée elektromotorické napéti & pusobici v obvodu se nazyva Seebeckovym elektromoto-

rickym napétim a je rovno rozdilu kontaktnich napéti obou spojt
&, =U s (T,)-U 4 (T,). (9.24)

Termoelektrické napéti je pro vétSinu dvojic kovil relativné malé a z dodané tepelné energie
se pro ptimou preménu vyuziva asi 1% — 3%. Proto termoc¢lanky nemaji vyznam jako tech-
nické zdroje proudu, ale vyuzivaly se a vyuzivaji se pro méfeni teploty.

Zavislost termoelektrického napéti £ na teploté (v Celsiove stupnici) je mozné s dostateCnou
piesnosti aproximovat kvadratickou zavislosti

E=ot+o,t’. (9.25)
Parametry o,, o, je tfeba pro kazdy termoclanek urc¢it méfenim.

Inverznim jevem k Seebeckovu jevu je Peltieriv jev. Vznika v obvodu (obr. 9.7), ktery je
také zhotoven ze dvou rtiznych kovii A a B, a do n¢hoz je zatazen vnéjsi zdroj elektromoto-
rického napéti £ . Vnéjsi zdroj vybudi v obvodu proud | a pfi jeho prichodu se bude teplota
jednoho spoje zvySovat a druhého sniZzovat. Bude-li proud prochdzet smérem nazna¢enym na
obrazku 9.7, bude teplota spoje (2) vyssi nez teplota spoje (1). Vyuziti Peltierovych ¢lanku je
rozmanité, napt. pro chlazeni zesilovacl, mikroprocesort, pienosnych lednicek, chladicich
boxt apod.

Obr. 9.7

Dal8im termoelektrickym jevem je Thomsoniiv jev. Vznikd samovolné i v homogennim vo-
dici, jsou-li jeho jednotlivé ¢asti udrzovany na rtiznych teplotach. Thomsoniv jev mize byt
popsan pomoci Thomsonova elektromotorického napéti &;, které plisobi mezi ¢astmi vodice

s riznymi teplotami T,, T, . Vyjadiuje se ve tvaru

T2
& =|opdT. (9.26)
Tl
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Velic¢ina o; se nazyva Thomsonav koeficient a zavisi na typu latky.

Vznik kontaktniho napéti a termoelektrickych jevil je vyvolan tim, ze nékteré volné elektrony
mohou pii styku dvou kovl prechézet z jednoho do druhého. Podrobné kvantitativni analyza
téchto jevl vyzaduje podrobng&jsi znalosti o elektronovych stavech v kovech a je ukolem fyzi-
ky pevnych latek.

Méreni teploty termoclanky:

Jedna z metod méfeni teploty je méfeni pomoci termoclanku. Schéma zapojeni termoclanku je
na obrazku 9.8. Aktivni konec termoclanku se nazyva horky (méfici). Druhy konec termo-
¢lanku (studeny) je nutné udrzovat na stalé teploté. Vysledné termoelektrické napéti je dano
rozdilem napéti na horkém a studeném konci. V pifipadé udrzovani studeného konce na kon-
stantni teploté pomoci termostatu bude vysledné termoelektrické napéti zavislé pouze na tep-
loté na méficim konci. Protoze se Casto pouzivaji termoclanky z drahych kovt a byva obvyklé
méfit teploty ,,na dlouhou vzdalenost™ od mista, kde se méfeni vyhodnocuje, je nutné nahradit
¢ast drahych termoclankovych material levnéj$imi. Od svorkovnice az k termostatu je vloze-
no tzv. kompenzacéni vedeni (obr. 9.8). Na cesté od svorkovnice az k termostatu dlouhé n¢kdy
desitky metrti vSak nebyva konstantni teplota. Aby vysledné termoelektrické napéti termo-
¢lanku nebylo ovlivnéno kolisanim teploty kompenzaéniho vedeni je nutné, aby termoelek-
trické chovani materialu kompenza¢niho vedeni bylo asi do teploty 100°C shodné
s termoelektrickym chovanim materiald termoclanku.

milivoltmetr
médény vodic

studeny konec
> termostat > o
termoclanku

kompenzacni vedeni

svorkovnice

mérici (horky) konec termoclanku

Obr. 9.8

Zavislost termoelektrického napéti termoclanku vSak neni linearni (vztah (9.25)), a proto se
jako termoclanky vybiraji ty dvojice materiald, které

e maji zavislost termoelektrického napéti na teploté v daném intervalu teplot co nejblize

linearni zavislosti,

e maji co nejvyssi termoelektrické napéti,

e jsou fyzikalné i chemicky stabilni a odolné v daném pracovnim prostiedi,

e daji se zpracovat na drat potiebnych rozmért.
Vzhledem k vedeni tepla ma byt termoclanek co nejtenci. Primér termoclankovych drati je
ale omezen jejich trvanlivosti — u uslechtilych kovu byva pramér dratu (0,1 — 0,6) mm, u ne-
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uslechtilych kovu (0,5 —4,0) mm. S ohledem na vedeni tepla ma byt také vhodné upravena
délka termoclanku.

Termoclanek PtRh10 (platinarhodium) — Pt

je nejcastéji pouzivanym termoclankem pro méteni vysSich teplot. Je vysoce staly. Dlouho-
dobé¢ se pouziva do 1300°C, kratkodobé az do 1600°C. Produkuje nizké termoelektrické napé-
ti, proto vyzaduje citlivéjsi zafizeni pro pfesné méfeni, které nelze pouzivat v provoznim me-
titku. Pouziva se rovnéz jako laboratorni termoclanek k cejchovani jinych termoclankii.

Termocdlanek NiCr10 (niklchrom) — Ni

je nejcastéji pouzivanym termoclankem v pramyslu. Je levny, produkuje relativné vysoké
termoelektrické napéti, a proto je mozné pouziti méné citlivych pfistroji pro jeho méteni.
Trvale se pouziva do 900°C, kratkodobé az do 1200°C. Pii teplotach nad 800°C dochazi
v disledku oxidace k trvalému zvySeni termoelektrického napéti asi o (1 —2) % pro teploty
(200 — 400) °C.

Termocdlanek Fe — CuNi45 (konstantan)
se v prumyslu také pouziva velmi Casto, je ho vSak mozno pouzit pouze do teploty 600°C.
Termoelektrické napéti je jen o malo vétsi nez u termoclanku NiCrl0.

9.7 Vedeni elektfiny v kapalinach

Chemicky cisté kapaliny jsou vétSinou velmi Spatné vodice. V nékterych piipadech staci roz-
pustit nepatrné mnozstvi vhodné latky, aby vodivost vzrostla o nékolik fada. Latky, jejichz
roztoky vedou elektricky proud, se nazyvaji elektrolyty. (Nékdy se také elektrolytem rozumi
prislusny vodivy roztok.) Nosi¢i proudu v elektrolytech jsou ionty. Pii priichodu elektrického
proudu elektrolytem dochdzi pohybem iontti i k pfenosu hmoty.

Pfic¢inou proudu prochazejiciho elektrolytem je rozklad iontovych vazeb molekul piimési
v prostiedi molekul rozpoustédla (napt. vody), které jsou také iontoveé vazané. Ve vodé roz-

pusténa kuchytiska stil NaCl se rozdéli na kladné ionty Na* a zaporné Cl~, z nichZ kazdy ma
jeden elementarni ndboj. V roztoku modré skalice CuSO, se vyskytuji ionty Cu** a SO;

nesouci kazdy dva elementarni naboje. Ne vSechny molekuly pfimési musi byt rozdéleny na
ionty (disociovany).

Vlozime-li do elektrolytu dvé vodivé elektrody, na néz piivedeme elektrické napéti, vznikne
Vv elektrolytu elektrické pole, které bude pfitahovat kladné ionty (kationty) k zaporné elektrodé
(katod&) a zdporné ionty (anionty) ke kladné elektrod€ (anodg).

Ponotime-li napfiklad do roztoku CuSO, dvé mé&déné elektrody, které mimo roztok piipoji-

me ke zdroji elektrického napéti (obr. 9.9), pak na katodu budou ptitahovany ionty Cu*", kte-
ré po dotyku s elektrodou ji odeberou dva elektrony a ulpi na ni jako neutralni atomy Cu. lont

SO?™ vyloudeny na anodé ji preda dva elektrony a pfi reakci s materialem anody vznikne mo-
lekula CuSQO,, ktera se dostava do roztoku, ve kterém se rozlozi a posléze se vylouci na kato-
d¢. Popsany jev se nazyva elektrolyza a je zakladem galvanického pokovovani.
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2e = Cu

[

-

Obr. 9.9

Faraday formuloval pro vedeni proudu pii elektrolyze dva zakony.

1. Faradayiv zakon elektrolyzy fika, Ze hmotnost m latky vyloucena na elektrod¢, je piimo
umérna proudu | a Casu t, po ktery proud elektrolytem prochézi

m=Alt, (9.27)

kde A je konstanta pro dané ionty a nazyva se elektrochemicky ekvivalent.
Hmotnost vyloucené latky m lze také vyjadrit pomoci naboje, ktery se béhem vylucovani do-
stal na elektrodu.

m=AQ. (9.28)

Uvazujme, Ze se vylouci na elektrod¢ 1 mol latky. Néboj, ktery se v tomto piipad¢ prenese je
roven Q=N,ze, kde N, je Avogadrova konstanta, e je elementarni naboj a z je valence

(mocnost) iontu. Pak Ize vztah (9.28) psat ve tvaru

m=M,_ =AN,ze. (9.29)
Odtud lze urcit
JNLE (9.30)
N,ze

Soucin konstant N, e se oznacuje F a nazyva se Faradayova konstanta.
F =9,648-10° C-mol ™.

2. Faradayiiv zakon elektrolyzy: Elektrochemicky ekvivalent latky vypocteme, jestlize jeji
molarni hmotnost vydélime Faradayovou konstantou a poctem elektronti potiebnych
k vylouceni jedné molekuly

A=-—n (9.31)
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Latkova mnozstvi riznych latek vylouéenych pii elektrolyze tymz nabojem jsou chemicky
ekvivalentni. (Mohou se navzajem nahradit v chemické slouceniné nebo se mohou beze zbyt-
ku sloucit.)

Oba zakony je mozné vyjadfit jednim vztahem

m=—m|t. (9.32)

9.8 Vedeni elektfiny v plynech

Plyny jsou tvofeny z elektricky neutralnich atomti a molekul a za normalnich podminek elek-
tricky proud nevedou. Vodivost je umoznéna ionizaci plynu, pfi niz se z atomt a molekul
uvolni elektrony a atomy (molekuly) se stavaji kladnymi ionty. Mtze dojit 1 ke vzniku zapor-
nych iontd, spoji-li se neutralni atomy nebo molekuly s volnymi elektrony. Pfitazlivé sily me-
zi kladnym a zapornym ndbojem zptisobuji, ze se kladn¢ ionty rychle spoji se zdpornymi a
volnymi elektrony a vytvoii opét neutralni molekuly. Tomuto jevu opa¢nému k ionizaci se
fika rekombinace. Pro udrzeni vodivosti musime proto stale vytvaret ionty.

Zpusoby ionizace jsou razné:

e Vysokou teplotou. Pokud je energie tepelného pohybu molekul dostatecné velka, mu-
ze dojit k ionizaci pfi sraZce dvou neutrdlnich molekul. Vysokou vodivost dosahne
plyn az piti teploté nékolika tisic °C.

e Elektrickym polem. Pokud se v plynu jiz nachazeji elektricky nabité Castice, jsou
elektrickym polem urychlovany a mohou ziskat takovou kinetickou energii, Ze pfi
srazce s neutralni ¢astici dojde k dalsi ionizaci.

e lonizujicim zarenim, které pfi priichodu latkou nebo plynem odevzdava svou energii
a zpusobuje ionizaci. VEtSina piistrojii pro méteni ionizujiciho zafeni je zalozena na
meieni ionizacnich u¢inka v plynech a pevnych latkéach.

¢ [Elektromagnetickym zarenim o kratké vinové délce (ultrafialové zafeni, rentgenové
zéateni a zafeni gama).

¢ Proudem elektroni.

Nesamostatny vyboj probiha v plynu tehdy, je-li elektricka vodivost vyvolana vnéjSim ioni-
zatorem. Je charakterizovan velmi nizkou hustotou proudu a pii zvySovani napéti prechazi
v nékterou formu samostatného vyboje (doutnavy vyboj, obloukovy vyboj).

9.9 Priklady ke kap. 9

Priklad 9.1
Urcete svodovy odpor R koaxialniho kabelu o délce |, primér vnitiniho vodice je r, a polo-

mér plaste je r, (obr. 9.10).

Reseni:

Oba vodice koaxialniho kabelu jsou odd€leny izolaénim materidlem o vysoké rezistivité p .
Na vodice privedeme napéti U. Na ioniza¢nim materidlu bude zevnitf potencial ¢, vnitiniho
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vodice a zvné&jSku bude potencial ¢, plasté. Pfredpokladame, Ze elektricky potencial na vniti-

nim vodici podél celé délky kabelu je stejny (stejné jako potencial na vnéjSim vodici). Izolace
neni dokonale nevodiva, potece ji maly svodovy proud | v radidlnim sméru.

Obr. 9.10

Podle obr. 9.10 je polomér vnitfniho vodice I, a polomér plasté r,. Vzhledem K valcové sy-

metrii potee v izolaénim materidlu kabelu elektricky proud s hustotou proudu i sméfujici
v kazdém bod¢ radialné od osy kabelu k plasti. Uvazujme valcovou plochu S o poloméru r
souosou s osou symetrie kabelu. Z divodu symetrie bude velikost hustoty i na této plose
viude stejné velka a protoze smér i je na celé plose ve sméru normaly k plose, je celkovy
proud | tekouci plochou S

|=jr-d§=i5=i2ﬁn.
S

Vsechen svodovy proud kabelem protece plochou S nezavisle na zvoleném poloméru r. Proto
velikost plosné hustoty proudu i je mensi na vétsi plose
I

l=—".

27rrl
Podle Ohmova zakona v diferencialnim tvaru je na ploSe S intenzita elektrického pole
E=pi
a elektricka intenzita E mé smér hustoty proudu 1 , radialni. Napéti
U=[E-dr
mezi vnitinim a vnéj$Sim vodicem mulzeme spocitat z velikosti intenzity elektrického pole E
(pti integraci E || dF).

= t o I
U=|E-df=|Edr=|p——dr=p—1In-2.

-! ;'; !1.,0 27rl P 2zl 1,
Svodovy odpor izolace kabelu tedy je

I 2zl ¢
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Priklad 9.2
Obvod je tvofen rezistorem o odporu R a dvéma stejnymi bateriemi. (Vnitfni odporem baterie

je R, ajeji elektromotorické napéti je & .)

Urcete:
a) proud I, ktery potece obvodem, jestlize jsou baterie zapojeny sériove,
b) proud I, ktery potece obvodem, jestlize jsou baterie zapojeny paralelné.

Reseni:
a) Vysledné elektromotorické napéti je v tomto ptipadé¢ 2& a podle vztahu (9.14) mu-
zeme psat

26=(2R+R)I = 1=-2%_
2R, +R
b) Elektromotorické napéti je v tomto piipadé¢ & . Pro celkovy vnitini odpor dvou baterii

R’ plati

1 1 1 2 R

R R R R 2
podle vztahu (9.14) 1ze psat

8:(&+le = |I= R(C,‘ __2¢ .

2 ?. +r Ri+2R
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