ZPRACOVANI VYSLEDKU MERENI

1. CHYBY MERENI

Nedokonalost metod méfeni, pfistroji i lidskych smyslii a nemoznost registrace a kontroly
vSech podminek, které urcuji stav méfené¢ho objektu zplisobuji, ze méfenim nemtizeme zjistit
skutecnou (pravou) hodnotu métené veliCiny. Zalezi vSak na piesnosti méficich pfistroji a me-
tod 1 konkrétnim zptsobu provedeni méteni, jak se této skutecné hodnoté veliCiny méfenim
pfiblizime. V kazdém piipad¢ vysledkem méteni bude hodnota, ktera se od skute¢né hodnoty
veliCiny lisi, a rozdil téchto dvou hodnot se nazyva

chyba méreni a oznacuje se «,,

kde x je symbol pro métenou veli¢inu. Tuto chybu nelze pfesné stanovit, 1ze ji vSak alespon
odhadnout. Na zdklad¢ odhadu chyby Ize urcit nejistotu méteni, kterd charakterizuje rozsah
hodnot okolo vysledku méteni, ktery 1ze zdlivodnéné pfitadit k hodnoté¢ méfené veliCiny. Ne-
jistota se udava nejen pro vysledky méfeni, ale 1 pro métidla, pro pouzité konstanty, korekce
apod.

O nejistotach méfeni bude pojedndno podrobnéji v odstaveich 4 — 7.

Chyba «, charakterizuje odchylku naméfené hodnoty od skute¢né (pravé) hodnoty x veli¢iny,

a proto ji vyjadiujeme v jednotkach méfené veli¢iny. Takto definovanou chybu nazyvame ab-
solutni chyba.

Nékdy se nazorngji presnost naméfené hodnoty veli¢iny charakterizuje relativni chybou, ktera
vztahuje velikost absolutni chyby k naméfené hodnot¢.

Relativni chyba urcité hodnoty veli¢iny je definovana vztahem

K, =—=. 1)

Priklad:

Posuvnym métitkem byla naméfena vzdalenost dvou bodi d =15,3 mm. Absolutni chyba na-

méfené délky je x, =0,1mm. Podle definice je relativni chyba «,, = 105—:; =0,065,

coz je 6,5 % z hodnoty vysledku.

Podle ptivodu dé€lime chyby na systematické (soustavné) a nahodné, a proto také chyba na-
métené hodnoty se skladé z chyby systematické a nahodné.



2.  SYSTEMATICKE CHYBY

Systematické chyby souviseji obvykle s pouzitou metodu ¢i méficimi ptistroji nebo se samot-
nym pozorovatelem. Rikame, Ze jsou zptsobeny kontrolovatelnymi vlivy.

Priklad:

V ptipad€ vazeni na rovnoramennych vahach mize systematickou chybu zptsobovat odchylka
od rovnoramennosti vah, odchylka v hmotnosti zavazi, nezapocitana oprava na rozdil vztlaku
zavazi a predmétu ve vzduchu apod.

Vzniklé systematické chyby zkresluji vysledek pfi opakovaném méteni konaném za stejnych
podminek vzdy stejnym zptsobem, tj. bud’ vysledek stale zvétSuji nebo stale zmensuji. Teore-
ticky Ize kontrolovatelné vlivy zjistit a ohodnotit pomoci piesnéjsich piistroji, eventualné ko-
rekéni metody, a proto by v principu bylo mozné systematické chyby vyloudit. V praxi je tento
pozadavek tézko uskute€nitelny a velikost chyb se snazime alespon pfiblizné odhadnout.

Systematickou chybu hodnoty x oznacujeme m, . Tato absolutni chyba ma Casto charakter ma-
ximalni chyby. Jeji vyznam je takovy, ze chyba, které¢ se pfi méfeni hodnoty X skutecné dopus-
time, je vZdy mensi nebo nejvys rovna chybé m, . V nékterych piipadech je vyhodnéjsi pracovat

s relativni systematickou chybou m,, métené hodnoty.

Zdrojem systematickych chyb je:

1. Omezena presnost pristroju.

Jeji pricinu je tfeba hledat v nedokonalém a ne zcela piresném provedeni méficich ptistrojt.
Typickym piikladem miZe byt nedokonalost a neptesnost stupnic. Tyto chyby by bylo mozno
odstranit nebo alesponl podstatné zmensit pouzitim dokonalejSich zatizeni, ale v technické praxi
by pouzivani velmi ptesnych ptistroji bylo ¢asto ndkladné a téZko realizovatelné. Proto se sna-
zime v nekterych ptipadech dosahnout vétsi presnosti, a tim zmensSeni systematické chyby, ka-
libraci pfistroje pfed méfenim. Kalibrace spociva v porovnani idajl pfistroje s udaji podstatné
presn¢j$iho méfidla a vysledkem je stanoveni hodnoty korekéniho faktoru ¢i korekeni kiivky,
pomoci kterych namétené hodnoty opravujeme.

Priklad:

Mohrovymi vazkami byla pfi teploté 20 °C naméfena hustota vody s’ =997 kg -m ™. Tabulkova
hodnota hustoty vody pii této teploté, coz je hodnota namétfend presnéjSim méfenim, je
s =998,205 kg -m™. Opravny koeficient k, kterym musime nasobit kazdou hodnotu hustoty
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naméfenou témito vazkami, je dan vztahem k = — . V naSem piipadé k = 1,0012.
S




Pro nékteré sérioveé vyrabéné piistroje vyrobce udava jejich maximalni (nejvétsi piipustnou)
chybu m, . Tak zarucuje, ze hodnota veli¢iny X naméfena ptistrojem bude v celém jeho rozsahu
mit chybu zpravidla mensi, ale nanejvys rovnou maximalni chybé. Maximalni chyba je pro
elektrické ukazovaci (ru¢kové) mérici pristroje vyrobcem udadvana pomoci tiidy presnosti
T,. Udaj o t¥idé ptesnosti je obvykle uveden v pravém dolnim rohu pod stupnici piistroje, a to
nad znackou udévajici, je-li pfistroj urcen pro sttidavy nebo stejnosméerny proud. Podle platné
normy je tfida pfesnosti ¢islo z fady 0,1; 0,2; 0,5; 1; 1,5; 2,5; 5. Maximamni chybu namétené
hodnoty Ize pak stanovit ze vztahu

1

mx = ﬁTpXmaX y (2)

kde X,
stejnd, at’ métime v kterékoliv ¢asti rozsahu, zatimco relativni chyba je tim vétsi, ¢im mensi je
métend hodnota vzhledem k maximalni hodnoté v rozsahu. Proto se s elektrickymi méficimi
pfistroji snazime méfit tak, aby vychylka byla pokud mozno ve tieti tietiné rozsahu. Métime-li
hodnotu pravé rovnou maximalni hodnoté rozsahu, je relativni chyba métené hodnoty nejmensi,
a je pravé rovna tiid¢€ piesnosti vyjadiené v procentech.

je nejvetsi hodnota métené veliCiny v uvaZzovaném rozsahu. Maximalni chyba je

Priklad:

Meétime s voltmetrem tiidy ptesnosti T, = 0,5 na rozsahu 0 — 30 V. Naméiené hodnoty napéti
jsouU, =15V, U, =30V.

Maximalni chyby vyplyvajici z tfidy pfesnosti jsou pro obé naméfené hodnoty stejné, protoze
byly méfeny na jednom rozsahu a jejich velikosti vypocteme ze vztahu (2)

my, =m, =0,01.0,5-30=0,15V.

Relativni chyby
m, = 015 _ 0,01
t 15
W, = 015 _ 0,005 .
30

Hodnotu napéti 15 V méfime s relativni chybou 1 %, hodnotu 30 V, ktera je maximalni hodno-
tou rozsahu 0 — 30 V, méfime s relativni chybou 0,5 %, ktera je ¢iselné rovna t¥idé presnosti.

U ¢islicovych elektrickych méricich pristroja ma chyba dvé slozky: zakladni chyba je chyba
pfi referencnich podminkéch stanovenych vyrobcem pfistroje a pfidavna chyba je chyba vzni-
kajici pfi nedodrZeni referen¢nich podminek.

Zikladni chyba ¢islicovych voltmetra a ¢islicovych multimetri se sklada ze dvou slozek.

Chybou m,_, v procentech mérené hodnoty X a po¢tem kvantiza¢nich kroku N, coz je pocet

v

tteba zjistit z rozsahu a po¢tu mist jeho zobrazovace, jaké hodnota méiené veli¢iny odpovida 1



digitu. Tento tvar vyjadieni pfesnosti se pouziva zejména v zahrani¢ni literatuie, kde tidaj ptes-
nosti ma napf. tvar +0,02%rdg. + 2 digits , kde zkratka rdg. (reading) znamena cCteni.

Priklad:

Cislicovy voltmetr s maximalnim Gdajem 9999 je pouzit na rozsahu 0 — 10 V a méfeny tdaj je
5,000 V. Jeho chyba je specifikovana nasledovné: 0,01 % tdaje plus 2 kvantovaci kroky
(0,01%rdg. + 2 digits).

Pro voltmetr je maximalni chyba méfené hodnoty

m, =1.10*-5V +2.10°V=25mV .

Jestlize vyrobce neudava informace o piesnosti métidla, musime sami chybu méfidla odhad-
nout. Obvykle chybu m, odhadujeme tak, Ze ji polozime rovnu ¢asti nejmensiho dilku na stup-
nici piistroje, kterou jsme schopni jeste rozlisit. Zpravidla to byva 1/2 nejmensiho dilku nebo
cely dilek. Tento zpisob ur¢eni chyby m, souvisi s tim, Ze optimalni hodnota nejmensiho dilku
stupnice by méla byt vyrobcem stanovena tak, abychom mohli na stupnici odecitat hodnoty
naméfené veli¢iny v souladu s citlivosti a piesnosti dan¢ho pristroje nebo métidla. Takto od-
hadnutou chybu ¢teni povazujeme za nejvétsi piipustnou chybu m, a opét ji pouzivame k vy-
jadteni systematické chyby a neur¢itosti. Hodnoty maximalnich chyb pro nejcastéji uzivana
méfidla jsou v tab. 1.

Tabulka 1
méfidlo m,
vahy praktikantské (0,01-0,1) g
meéfitko pasové (0,5-1) mm
méfitko posuvné 0,1 mm
mikrometr 0,01 mm
teploméry (0,5 — 1) nejmensi dilek

2. Pouzita metoda.

Systematicka chyba vznikd nepfesnosti, nedokonalosti nebo nevhodnosti pouZitého zpiisobu
méteni. Napiiklad pii vaZeni na vzduchu vznika systematicka chyba uré¢ené hmotnosti jako di-
sledek nezapocteni rlizného vztlaku plsobiciho na zavazi a vazeny predmét, jestlize maji roz-
dilné objemy. Tyto chyby Ize odstranit nebo potlacit bud’ zménou metody nebo vylou¢enim
chyby vypoctem (oprava na vztlak).

3. Osobni chyby.

Jednotlivi pozorovatelé se obvykle dopoustéji chyb, které souviseji s riznou smyslovou koor-
dinaci a jsou pro n¢ charakteristické. Uplatiiuji se napf. pfi mefeni casovych intervald, odectu
pii zrcatkové metode apod. Lze je vyloucit tim, Ze subjektivni méfeni nahradime objektivnim,
napf. Casovy interval méfime misto stopek pomoci ¢idla spojeného s poc¢itacem. V mnoha pii-
kych chyb, které se podileji na neptesnosti vysledku, a nelze proto provést presné ocenéni sys-
tematickych chyb. VZdy se vSak snazime alespon o fadovy odhad chyby.



3. NAHODNE CHYBY

Rozhodneme-li se pro opakované méteni veli¢iny X (jednotlivé namétené hodnoty velic¢iny X
oznacujeme X; ), napf. délky pfedmétu, a provadime-li je za stejnych podminek, tj. stejnym
méiidlem za stejné teploty a tlaku, zjistime, ze vysledky jednotlivych méfeni se ponckud lisi,
aniz dovedeme urcit presnou piic¢inu téchto odchylek. Mize to byt okamzitd maléd zména tlaku
nebo teploty, proménné magnetické pole v mist¢ méteni apod. Chyba, ktera se pii méteni rea-
lizuje, vznika slozenim chyb od velkého mnozstvi jednotlivych vlivli uplatiujicich se béhem
méieni. Tyto vlivy nejsou pod nasi kontrolou, a proto fikdme, Ze nahodné chyby jsou zplisobeny
nekontrolovatelnymi vlivy. Chyby opakovanych méteni vytvareji soubor ndhodnych chyb vy-
kazujici urcité statistické zakonitosti, které¢ dovoluji stanovit vliv ndhodnych chyb na piesnost
méfeni.

Budeme-li naptiklad opakovat méfeni délky X tycky stejnym mikrometrem v laboratofi, kde
béhem méteni kolisala teplota maximalné v rozmezi 2 °C a provedeme celkem 100 méfeni,
muzeme naméefené hodnoty rozdélit podle velikosti do skupin. Interval mezi hodnotami v jed-
notlivych skupinach je 0,01 mm, coz je prave piesnost ¢teni na mikrometru. Z takto roztfidée-
nych hodnot lze sestavit zavislost absolutni ¢etnosti namétenych délek v jednotlivych skupi-
nach na naméfené délce a graficky znazornit. Toto rozdéleni naméfenych hodnot, uvedené na
obr. 1, je symetrické a vystihuje jej nejCastéji normalni Gaussovo rozdéleni veliiny.
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Obr. 1

Zakladni otazkou je, kterou ze souboru naméefenych hodnot miiZzeme povazovat za nejspravng;jsi
nebo jakym zpiisobem nejspravnéjsi hodnotu veli€iny z tohoto souboru hodnot ur¢it. Logicky
se nabizi moznost povazovat za nejspravngj$i tu hodnotu, ktera se v souboru nejcastéji opakuje.
Nazyvame ji nejpravdépodobnéjsi hodnota a odpovida ji maximum v normalnim Gaussové roz-
déleni. Z matematického vyjadreni tohoto rozdéleni 1ze dokézat, ze touto hodnotou je aritme-

ticky priomér ze vSech namétfenych hodnot X, . Plati



N (3)

kde x; jsou jednotlivé naméfené hodnoty veliiny X a n je pocet méfeni. Protoze v uvedeném

pfipad¢ je pocet méfeni n = 1000 a ne nekonecné veliky, je ziskany soubor naméfenych hodnot
pouze vybérovym souborem a aritmeticky pramér vypocteny podle vztahu (3) je vybérovy
aritmeticky pramér. Cim vétsi je podet méfeni, tim vice se hodnota aritmetického praméru pfi-
blizi ke skute¢né hodnoté velic¢iny. Dalsi otdzkou je, jak jsou jednotlivé naméfené hodnoty X
rozlozeny okolo hodnoty aritmetického priméru X . Je ziejmé, ze ¢im presncjSim metidlem
budeme popisované méteni délky provadét, tim méne budou naméfené hodnoty rozptyleny ko-
lem hodnoty aritmetického priméru a kfivka rozdéleni bude $tihlejsi.

Miru rozptylu namétenych hodnot X, kolem aritmetického priméru X kvantitativn€ charakte-

rizuje smérodatna odchylka s, jednoho méfeni veli¢iny X, dana vztahem

(4)

Castji budeme pouzivat smérodatnou odchylku aritmetického priméru X, protoZe opa-
kovana méteni budeme vyhodnocovat pomoci aritmetického priméru. Plati

()

Obé tyto odchylky bychom méli pfesnéji nazyvat vybérové smérodatné odchylky, protoze
soubor méteni byl ndhodné¢ vybran ze zékladniho souboru, ktery predstavuje nekonecny pocet
naméfenych hodnot. Chceme-li pocetné stanovit smérodatnou odchylku podle vztahi (4) nebo
(5) mtizeme s vyhodou pouzit kalkulatory, které umoziuji vypocitat ze zadaného souboru hod-
not jak aritmeticky pramér, tak smérodatnou odchylku s, , eventualné s, .

4. NEJISTOTY MERENI

Zatimco chyba charakterizovala rozdil namétené hodnoty od skute¢né (pravé) hodnoty, nejis-
tota méreni charakterizuje rozsah (interval) hodnot méfené velic¢iny kolem vysledku métent,
ktery podle ocekavani obsahuje skute¢nou hodnotu méfené veliiny. Nejistota se stanovi nejen
pro vysledek méfeni, ale také pro métidla, pouzité konstanty, pro korekce apod.

Zikladem urcovani nejistot je statisticky pristup. Predpoklada se urcité rozdéleni pravde-
podobnosti, které popisuje, jak se mohou namétené hodnoty veli¢iny X odchylovat od skute¢né
hodnoty. Zékladni charakteristikou nejistoty je standardni nejistota oznacovana pismenem u
(z angl. uncertainty), a jeji mirou je smérodatna odchylka udavané hodnoty veli¢iny. Stan-
dardni nejistota udava rozsah hodnot okolo namétené (stanovené) hodnoty, ve kterém se s da-



nou pravdépodobnosti nachazi skute¢na hodnota. Standardni nejistoty se podle zdroji, z kte-
rych vznikaji (obdobné jako chyby) déli na standardni nejistoty typu A veli¢iny X a standardni
nejistoty typu B veli¢iny X.

Standardni nejistoty typu A veli¢iny X jsou zpiisobovany ndhodnymi vlivy. Stanovi se z opa-
kovanych méteni ur¢ité hodnoty za stale stejnych podminek na zaklad¢ statistického piistupu a
oznaluji se U, . Nejistoty typu A se zmenSuji se zvétSujicim se poctem opakovanych méfeni.

Standardni nejistoty typu B jsou zplisobovany zndmymi a odhadnutelnymi pfi¢inami vzniku.
Standardni nejistoty typu B veli¢iny X se oznacuji U, . Jejich ur€eni vychazi z odhadu syste-
matickych chyb naméfenych hodnot. Mohou pochazet z riiznych zdroja a pfi urcitém méteni je
vysledna standardni nejistota typu B dana odmocninou ze souctu kvadrati nejistot od jednotli-
vych zdrojl s respektovanim korelaci (vzajemnych zavislosti) mezi jednotlivymi zdroji nejistot.
Protoze se stanoveni nejistot typu A i B provadi na zaklad¢ stejného pfistupu, je mozné skladat
nejistoty typu A a B. Sumaci kvadrat standardni nejistoty typu A a standardni nejistoty typu
B se dostane kvadrat kombinované standardni nejistoty. Hodnoti-li se vysledek méteni stan-
dardni nejistotou, pak se neuvadéji oddélené nejistoty typu A a typu B.

Kombinovana standardni nejistota u udava interval ¢i rozsah hodnot, ve kterém se s pomérné
velkou pravdépodobnosti miize vyskytovat skute¢na hodnota velic¢iny X. V praxi se vSak ¢asto
objevuje pozadavek na zvyseni pravdépodobnosti (sniZeni rizika) a toho se dosdhne zvétSenim
intervalu, ktery pokryva nejistota. Proto se zavadi rozSifena standardni nejistota U, ktera je

dana vztahem
Ux = kU ux ' (6)

kde k, je koeficient rozsifeni nebo pokryti. Rozsifena nejistota ma byt vzdy doplnéna udajem
o velikosti k. Velikost k, se voli 2 az 3. V posledni dobé se doporucuje volit k, =2, tj.
U, =2u,, coz odpovida pravdépodobnosti 95 % pro normalni rozdéleni.

Standardni nejistotu miiZzeme vyjadfovat v jednotkach méfené veliciny, pak hovorime o abso-
lutni standardni nejistoté, nebo pomérem absolutni nejistoty a hodnoty pfislusné veli¢iny,

ktery nazyvame relativni standardni nejistota. Znaménko + se dava pied ¢iselnou hodnotu
nejistoty v ptipadé, ze se pripojuje k hodnoté vysledku méfeni.

5. STANOYENi STANDARDNICH NEJISTOT PRI PRIMEM
MERENI

Podle zpiisobu urceni hodnoty méfené veliiny se déli métfeni na

e piimé méfeni veliciny,

e nepiimé méfeni veliCiny.
Postup pii stanoveni standardnich a rozsifenych nejistot se lisi podle toho, zda se jedna o pfimé
nebo nepiimé méfeni urcité veliciny ¢i velicin.

Pti pfimém meéfeni se nezndma hodnota zjiStuje pfimym porovnanim s mirami (jednotkami)
méiené veliCiny, napi. méfeni délky metrem, méfeni teploty teplomérem, méteni napéti volt-
metrem, stanoveni hmotnosti pomoci vazeni apod.



Meéfeni se provadi bud’ jednou (pii vétSiné technickych méfenich) nebo opakované. Pti opako-
vaném meéteni se vychazi se ze série mefeni provedenych pfi stale stejnych podminkach a ziska
se n naméefenych hodnot. Pfi jediném méfeni by méla byt zarucena dostatecné mald ndhodna
chyba, provadi-li se opakované méieni, mél by byt pocet méteni nejméne 5.

Stanoveni standardni nejistoty pri pfimém méreni. Jestlize opakovanym métenim veliciny
X ziskdme n udaji X,.....X, a vysledek métfeni bude (vyb&rovy) aritmeticky primér dany vzta-
hem (3), je standardni nejistota typu A veliCiny X rovna vybérové smérodatné odchylce arit-
metického praméru

1 )
XA X \/ n (n _ 1) |Z:1: i
kde X je vybérovy aritmeticky pramér.

Pokud je pocet opakovanych méfeni mensi nez 10 a neni mozné urcit kvalifikovany odhad na
zaklad¢ zkuSenosti, 1ze standardni nejistotu typu A stanovit ptiblizn¢ na zakladé vztahu

uxA = kxsi ! (8)

kde k, je koeficient, jehoz velikost zavisi na po¢tu méfeni tak, ze pro pocet n <5 jeho hodnota
zna¢éné vzrista (pro n = 4 je jeho hodnota 1,7 a pro n = 3 je to jiz 2,5). Doporucuje se proto volit
pocet méteni vétsi nez 10, v krajnim piipadé vétsi nez 5.

Standardni nejistoty typu B jsou n€kdy oznaCovany jako systematické nejistoty a v mnoha
piipadech se tak projevuji. Jejich uréovani je zalozeno jako v piipadé nejistot typu A na statis-
tickém pfistupu. Dfive, neZ se pfistoupi k méfeni, je tfeba najit mozné zdroje systematickych
chyb (nejistot typu B).

Zdroje nejistot typu B pfi méfeni (podobné jako systematické chyby) vznikaji v dusledku:
e nedokonalosti méficich pfistroji a méfici techniky,
e pouzitych méficich metod,
e podminek pfi méteni,
e odectu naméfené hodnoty (ukazatel naméfené hodnoty se nachdzi mezi oznaCenymi
dilky stupnice a jeho polohu urci experimentator odhadem),
e adalSich vlivl.

Odhad standardnich nejistot typu B od jednotlivych zdrojt nejistot Z, se provadi nasledujicim
zpusobem:

e Odhadne se pro kazdy zdroj nejistoty maximalni rozsah zmén *Az . , velikost Az .

max !
se voli takova, aby jeji pfekroceni bylo malo pravdépodobné (maximalné piipustna
chyba nebo nejmensi dilek stupnice).

e Uvazi se, které rozdéleni pravdépodobnosti nejlépe vystihuje vyskyt hodnot v inter-
valu Az . , aby bylo mozné z mezni odchylky Az stanovit smérodatnou odchylku
pfislusejici tomuto typu rozdéleni. Je tieba se rozhodnout, jak bude rozdélena pravdé-
podobnost, se kterou miiZe ovliviiujici veli€ina nabyvat jednotlivych hodnot mezi
svymi krajnimi mezemi danymi *Az__ . Nejcastéji se predpoklada rovnomérné rozde-

max 2



leni, pro které je stejnd pravdépodobnost vyskytu libovolné hodnoty leZici mezi kraj-
nimi mezemi. V tomto pfipadé je koeficient y, slouzici k pfepoctu mezni hodnoty

ovliviyjici veli¢iny na smérodatnou odchylku y = V3. Normalni (Gaussovo) rozdéleni

se voli tehdy, je-1i pravdépodobnost malych odchylek zna¢na a velkych odchylek zane-
dbatelna a koeficient y =3.

e Urdi se nejistoty typu B od jednotlivych zdroji Z, ze vztahu
Uy = —22 (9)

kde y udava pomér mezni odchylky ke smérodatné odchylce pro vybrany typ rozdéleni.

Hodnota y nabyva obvykle hodnoty J3, event. 3.
e Urdi se vysledna standardni nejistota typu B podle vztahu

(10)

kde se provadi s¢itani ptes vSechny zdroje nejistot typu B. Odhadnuté nejistoty od jed-
notlivych zdroju se ve vztahu (10) nasobi koeficienty vypoétenymi pomoci funkéni za-
vislosti X = f(Z,,2,,...,Z,). Koeficienty A, (citlivostni koeficienty) se vypo&tou z

relaci

X

= 11
N2 (11)

Az

Pomoci koeficientd A , (citlivosti) Ize prevést jednotlivé slozky nejistoty typu B na
|

jednotky métené veli€iny.

Vztah (10) plati pouze za urcitého piedpokladu, tj. tehdy, jestlize neni mezi jednotlivymi
slozkami nejistoty vazba (korelace). Nastésti tento predpoklad je ve vétsiné méeteni spl-
nén a neni proto nutné pouZzit obecnéjsi vzorec pro vypocet vysledné standardni nejistoty
typu B, ktery zahrnuje korela¢ni koeficienty, popisujici miru vzajemné vazby jednotli-
vych vlivil zptsobujicich nejistoty typu B.

Kombinovana standardni nejistota U, se pfi pfimém méfeni urCuje ze vztahu

U, = JUs +Ug . (12)

Pfi dosazovani do vztahu (12) je vhodné posoudit, jestli néktera slozka nejistoty nema rozho-
dujici vyznam, a druhou je pak mozno zanedbat.



Priklad:

Me¢éteni délky | pfedmétu bylo provadéno mikrometrem 20—krat. Z naméfenych hodnot délky
byla urCena smérodatna odchylka aritmetického priméru s; = 0,01 mm. Smérodatna odchylka
aritmetického primeéru je podle vztahu (7) rovna standardni odchylce u,, typu A. Zdrojem ne-

jistoty typu B je pouze omezena presnost mikrometru, a proto se pro tento pifipad méfeni urci z
maximalni chyby mikrometru, ktera je 0,01 mm. Pfedpoklddame symetrické rozlozeni hodnot

,01
mm

B
0,01

2
Kombinovana standardni nejistota je podle vztahu (12) u, = \/ 0,01 +($j =0,012 mm.
Ob¢ slozky nejistot jsou v tomto piipadé fadove stejné velké, a proto nemizeme ani jednu z
nich zanedbat.

méfenych mikrometrem v intervalu +0,01 mm, a proto podle vztahu (9) je u, =

6. STANOYENi STANDARDNICH NEJISTOT PRI NEPRIMEM
MERENI

Dosud uvedeny postup predpokladal provadéni pfimého méfeni jedné veliCiny s nekolika ovliv-
flyjicimi veli¢inami jako zdroji nejistot typu B. Predpokladejme nyni, Ze ur€ujeme hodnotu ve-
li¢iny na zaklad¢ vztahu, v kterém vystupuje jedna nebo vice pfimo méefenych veli¢in a kon-
stanty.

Necht’ veli¢ina Y je dana funk¢ni zavislosti na jedné nebo nékolika ptimo méfenych veli¢inach
X, akonstantach V, , kter¢ nemaji pfesné hodnoty. Plati

e X Vi VgV Vy )
Piedpokladejme obecny ptipad, kdy méteni se opakuje n—krat a pro i—té méfeni se ziskaji hod-
noty X,,..., X, pfimo métenych veli¢in X,,..., X . Vyslednou hodnotu y stanovime tak, ze do-

sadime vybé&rové aritmetické priméry pfimo méfenych veli¢in do funkéni zavislosti. Standardni
nejistotu pii neptimém méfeni 1ze stanovit stejnym obecnym postupem, jako v ptipadé ptimo
metené veliCiny.

Stanoveni standardni nejistoty pfi neprimém méreni veli¢iny I1ze shrnout do nasledujicich
krokii:
e Stanovime vybérovy aritmeticky pramér y podle vztahu

V=1 (R Ky Koo K ViV ViV, ) (13)

v Ay

kde X; je aritmeticky vybérovy) primér j-té pfimo métené velic¢iny dany vztahem (3).
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Stanovime smérodatn¢ odchylky s pro jednotlivé opakované méfene veliCiny X;
]

podle vztahu (7), které jsou totozné s nejistotami typu A, tj. U, .

Vyslednou standardni nejistotu u,, typu A ur€ime na zakladé€ nejistot od jednotlivych

zdrojti podle vztahu

EH

Up =S, = [D A'S (14)
j=1

Xy Xy Xy Voo VoV
oX |

noty se vypocitaji dosazenim hodnot X; a V, do parcialnich derivaci, a kter¢ pfevad&ji

o)

of
kde ij = jsou prevodni koeficienty, jejichz hod-

jednotlivé nejistoty do jednotek méfené veli¢iny. Pro zjednoduseni zde predpokladame,
ze hodnoty konstant V, nejsou ovlivnény nejistotami.

Jestlize neprovadime opakované méteni, prvni tfi body odpadaji a hodnotu veliciny Y
dostaneme dosazenim jednou méfenych hodnot veli¢in X,,..., X a nejistotu typu A
nepocitame.

Urcime vSechny zdroje slozek nejistoty typu B.

Pro kazdy zdroj nejistoty typu B ur¢ime krajni meze, mezi kterymi by se méla nachazet
jeho skute¢na hodnota.

Pro kazdy zdroj nejistoty zjistime pfedpokladané rozdéleni pravdépodobnosti vyskytu
jednotlivych hodnot mezi krajnimi mezemi a podle typu rozdéleni jim ptifadime hod-
noty koeficientu ( y =3 pro normalni rozdéleni, y = NE) pro rovnomérné rozdélenti).

Podle vztahu (9) vypocteme nejistoty typu B od jednotlivych zdroja.
Vypocteme vyslednou standardni nejistotu U 4 typu B podle vztahu

m |
Uy =\/Z zjuij+Z (Ui (15)
=1 h=1

oY oy . y , . ‘o , o :
kde A, =——, A, =—— jsou pievodni koeficienty ur¢ené pomoci parcialnich deri-
boX, "oV,
vaci, prevadgjici nejistoty od jednotlivych zdrojii do jednotek uréované veliciny.
S pouzitim Gaussova kvadratického zékona §ifeni nejistot ur¢cime kombinovanou stan-
dardni nejistotu u,

u, = JuZ, +ud (16)

Je-li pozadavek na zvySeni pravdépodobnosti (snizeni rizika) vyskytu skute¢né hodnoty
v intervalu <( y-U, ) , ( y+U, )> stanovime roz§ifenou standardni nejistotu U, ktera se

zavadi vztahem

U, =kyu, , (17)

y
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kde k, je koeficient rozsifeni nebo pokryti. Hodnoty koeficientu se obvykle voli od 2
do 3, vét-Sinou se doporucuje volit k, = 2, aby pro normalni rozdéleni odpovidal prav-
dépodobnosti pokryti cca 95 %.

Urcovani nejistot pii nepfimém meéfeni je ¢asto zatizeno mnoha dil¢imi nejistotami rtiznych
velikosti. Vypocet je mozno zjednodusit zanedbanim fddové mensich vyrazi (kvadrati nejis-
tot). Pfipustime-1i zmenseni pravé strany rovnice (16) 0 5 % zanedbanim mensi z nejistot, coz
neovlivni prakticky velikost vysledné nejistoty, bude uvedeny pozadavek na zménu vysledné
nejistoty splnén tehdy, jestlize slozka nejistoty, kterou chceme zanedbat, bude mensi nez 1/3
vetsi. Pii konkrétnim vypoctu miizeme tedy zanedbat vSechny slozky nejistot, pro néz bude
platit

Ju,2+uk2+...<%uim‘,jIx : (18)

Vypocet nejistot pro jednoduché pripady nepfimo méienych veli¢in.

Ptedpokladejme, Ze hodnotu veli¢iny Y pfimo nemétime, ale ur€ujeme ji pomoci jednou mete-
nych hodnot X, X, dvou nepiimo métenych velic¢in X, X, . Zname-li tvar funk¢ni zavislosti
Y = f(X,, X,) a standardni nejistoty pfimo mé&fenych veli¢in U, g, U, 4, lze urcit standardni
nejistotu u ; pomoci vztahu (10). Nejistota U, je zaroven kombinovanou nejistotou U, vztah

(16), protoze hodnoty piimo méfenych veli¢in jsou méfeny pouze jednou. Pro kombinovanou
nejistotu u, dostaneme

2 2
u, = o ulg + o u, . (19)
ox, ) 7 |ex,)

Obecny vzorec (19) pro Sifeni nejistot 1ze ve specidlnich piipadech funkénich zavislosti nahra-
dit jednodussimi vyrazy pro vypocet nejistoty nepiimo métené veliciny.

Neprimo mérena velic¢ina je linearni kombinace pfimo mérenych velicin:
Y = f (X, X,)=aX,+bX, , (20)

kde a, b jsou realna ¢isla. Z kvadratického zakona $iteni nejistot, vztah (19) vyplyva, ze kom-
binovana standardni nejistota veli¢iny Y je

u, =,/a’ul, +b’u’, . (21)

Pro prosty soucet a rozdil dvou veli€in:

Y= (X, %)= X, £X, (22)
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se (21) redukuje na nasledujici vztah

u, = uz, +u’, . (23)

y xB %,B

V pripadé, kdy urcujeme nejistotu veli¢iny, ktera je rovna souctu nebo rozdilu dvou veli-
¢in, je jeji vysledna nejistota rovna odmocniné souctu kvadrati nejistot pFimo mérenych
veli¢in. Pro zpresnéni vysledku ma smysl zpresinovat méreni té veliCiny, jejiz absolutni
nejistota je nejvétsi.

Priklad:

Uréujeme tloustky stény dutého valce. Vnéjsi primér valecku d, =12,1mm , vnitini pramér
d, =8,1mm, rozméry byly zméfeny posuvnym meétitkem. Chyba idaje posuvného métitka je
pro rozméry stejna, m, =m, = 0,1 mm . Pfedpokladame-li, ze hodnoty jsou v rozmezi +0,1 mm
rozlozeny rovnomérné, pak podle vztahu (9)

Ugp =Ug g =—=Mm,

NE

nebot’ pro rovnomérné rozdéleni hodnot plati, ze y = J3.
. ) 1
Oznacime-li tloustku stény X, pak pro ni plati x = 5 (d,—d,).

Nejistota uréeni X je podle vztahu (23) rovna

2 2
o =t + e, 2L (%j {%J —0,041mm.
4% 4% 2\(V3) B

Tloustka stény X je urcena s nejistotou 0,041 mm. Kdybychom chtéli zpfesnit méteni, je tfeba
zptesnit méfeni obou rozméra d, i d,, protoze se podileji na vysledné nejistoté rovnym dilem.

Neprimo mérena veli¢ina je mocnina pfimo mérenych velicin:
my,n
y:f(xl’x2)=axlx2 ’ (24)

kde a, m, n jsou realné konstanty. Z obecného vztahu (10) vyplyva, Ze relativni (pomérna) stan-
dardni nejistota typu B velic¢iny Y je

2,2 2,2
Uy sz Uy, +N7U;, (25)

Pro prosty sou¢in nebo podil dvou veli¢in X,, X, se vyraz (25) redukuje na vztah

Uy, =,Jul +UZ . (26)



V pripadé, kdy urcujeme nejistotu veli¢iny, ktera je rovna sou¢inu nebo podilu dvou ve-
li¢in, je jeji relativni nejistota rovna odmocniné ze souctu kvadratu relativnich nejistot
primo mérenych veli¢in.

Pro zptesnéni vysledku ma smysl zptfesiiovat méteni té veliCiny, jejiz relativni nejistota je nej-
veétsi nebo se ve vztahu (25) vyskytuje ve vy$$i mocning.

Priklad:

Urcujeme nejistotu elektrického odporu R spottebice pro proud 1 =100 mA méteného s maxi-
malni chybou m, =0,5mA, napéti na spotiebici U =200V s maximalni chybou m; =5V .
Ptredpokladame, ze pro hodnoty napéti a proudu v rozmezi chyb plati normalni rozd¢€leni, a
proto podle vztahu (9)

Uy =22 mMA=017mA, u, =2V =17V
3 3

a relativni nejistoty jsou
_o7 =1,7-10", u,, :£:8,5-1O’3.
0 200

rl

oy . " U ] .,
Protoze elektricky odpor souvisi s proudem | a napétim U vztahem R = T plati pro relativni

standardni nejistotu typu B elektrického odporu R urc¢eného z jednoho méteni proudu a napéti
vztah (26).

Pti vypoctu jsme vyuzili defini¢ni vztah pro relativni nejistotu. Velikost relativni nejistoty elek-
trického odporu ¢ini 0,87 %. Z vypoctu vyplyva, zZe hodnota napéti ma pétkrat vétsi relativni
nejistotu nez hodnota proudu. ZlepSeni piesnosti vysledku by bylo mozno doséhnout napft. po-
uzitim voltmetru s lep$i tfidou piesnosti.

7. VYSLEDEK MERENI

Z predchozich odstavci vyplyva, Ze vysledkem méfent je nejen hodnota veli€iny, ale soucasné
1 jeji nejistota. Pfi zpracovani méfeni je tfeba dodrzet urcity postup, ktery shrnujeme do néko-
lika bodt.

V pripadé primo mérené veliciny:
e K pifimo métené velicing X stanovte nebo alespon odhadnéte zdroje vSech systematic-
kych chyb a uvazte, jakym rozdélenim se budou hodnoty v rdmci chyby fidit.
e Vypoctéte standardni nejistotu typu B veli¢iny X podle vztahu (10).
e Je-li veli¢ina méfena opakovang, stanovte jeji aritmeticky primér X a smérodatnou od-
chylku s, ktera je rovna standardni nejistote U, .

e Stanovte kombinovanou standardni nejistotu podle vztahu (12).
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V pripadé nepfimo mérené veliciny:
e 'V piipadé, ze nékteré veli¢iny méfite opakovang, stanovte vyberovy aritmeticky primér
Y dosazenim aritmetickych primérd jednotlivych ptimo méfenych veli¢in X; podle
vztahu (13).
e Stanovte smérodatné odchylky Sy, Pro jednotlivé opakované metené veli¢iny X; podle
vztahu (7), které jsou totozné s nejistotami typu A, tj. U, , .
]
e Vyslednou standardni nejistotu u,, typu A urcete na zaklad€ nejistot od jednotlivych
zdroji podle vztahu (14).
Jestlize neprovadite opakované méfeni, prvni tfi body odpadaji.
e Urcete vSechny zdroje slozek nejistoty typu B piimo méfenych velicin a nepiesnosti
konstant.
e Pro kazdy zdroj nejistoty typu B urCete krajni meze, mezi kterymi by se méla nachazet

skute¢na hodnota a zjistéte predpokladané rozdeleni pravdépodobnosti vyskytu jednot-
livych hodnot mezi krajnimi mezemi a podle typu rozd¢€leni jim ptifad’te hodnoty koe-

ficientu y (y =3 pro normalni rozdéleni, y = NE) pro rovnomeérné rozdéleni). Jestlize
si nejste jisti vybérem rozdéleni, pouzijte hodnotu y = J3.

e Podle vztahu (9) vypoététe nejistoty typu B od jednotlivych zdroju.

e Stanovte vyslednou standardni nejistotu U, typu B podle vztahu (15).

e S pouzitim Gaussova kvadratického zakona §ifeni nejistot, vztah (16) urcete kombino-
vanou standardni nejistotu u, .

e Je-li pozadavek na zvySeni pravdépodobnosti (snizeni rizika) vyskytu skutecné hodnoty

v intervalu <( y-U, ) : ( y+U, )> stanovte rozsifenou standardni nejistotu U, podle
vztahu (17).

Zapis vysledku
Obvykle se vysledek métfeni uvadi ve tvaru

y+Ay 27)

kde y je vysledek méfeni a Ay je nejistota. Pii kazdém udaji nejistoty musi byt jasné uvedeno,
o jakou nejistotu se jedna.

Pro standardni nejistoty typu A se uvadi: pocet opakovanych méfeni a vybérové smérodatné
odchylky.

Pro standardni nejistoty typu B se uvadi: uvazované zdroje nejistot, vychozi hodnoty a hodnoty
vypocitanych nejistot pro jednotlivé zdroje.

Vsechny potiebné udaje je vhodné piehledné sestavit do nasledujici tabulky:

maximalni Jpravdépod]citlivostni [prispévek
veliina hodnota Jrozmezi rozdéleni |koeficient |k nejistoté

Nejistota ve vysledku se zaokrouhluje nejvys na dvé cifry, vzdy nahoru, a hodnota veli€iny se
zaokrouhli tak, aby se fad posledni cifry hodnoty veli¢iny i nejistoty shodoval.
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Priklad:

Mg¢tenim byla stanovena vinova délka svétla helium—neonového laseru A =632,84 nm S nejis-
totou u, =1,29 nm. Nejistotu zaokrouhlime na dvé platné cifry a tomu ptizplisobime i posledni
cifru hodnoty vinové délky.

Zapis vysledku méfeni vinové délky je 4 =(632,8+1,3)nm.

8.  VYROVNANI FUNKCNI ZAVISLOSTI

Pfi mnoha technickych méfenich vysetfujeme zavislost jedné veli¢iny na druhé. Méfime proto
hodnoty jedné veli¢iny pro urcité hodnoty veli¢iny druhé. Piedpokladejme pro jednoduchost,
ze veliCina y je funkci pouze jedné veliCiny x. Zavislost vyjadiujeme zapisem y = f (x) a pro
rizné hodnoty argumentu X méfime hodnoty y. Provedeme-li takova méfeni, je vysledkem sou-
bor hodnot x a y, pfi¢emz hodnoty X,,..., X, nezavisle proménné veli¢iny volime a jim odpovi-
dajici hodnoty V,,..., ¥, dostaneme jako vysledek méfeni. Ukolem obvykle byva uréit nebo po-
tvrdit typ zavislosti y= f (x), eventualné urcit parametry této zavislosti. Chyby namétenych

hodnot zplisobuji, Ze soubor naméfenych hodnot y,,...,y, nespliiuje funkéni zavislost zcela

n
pfesné, a proto se musime zabyvat problémem, jak co nejlépe prolozit namétené hodnoty oce-
kavanou funkéni zavislosti. Pocet namétenych hodnot pfitom nesmi byt ptili§ maly.
Problémem optimalniho vyrovnani namétenych hodnot funkéni zavislosti se zabyva regresni
analyza. Dale probereme jednu z metod Casto pouzivanych v regresni analyze, metodu nej-
menSich ¢tvercil.

Metoda nejmengich étverci (MNC)

Nejznaméjsi metodou, kterou vyrovnavame soubor naméfenych hodnot y,,..., y, explicitné vy-
jadienou funk¢éni zavislosti y = f (X) , je MNC. Tato metoda je pocetné sice dost naro¢na, ale
byva soucasti softwarového vybaveni pocitach i védeckych kalkulatort a je k dispozici 1 ve
cvicéné laboratofi.

Princip MNC vyloZime na nejjednodussim ptipadu, kdy naméfené hodnoty Yy, odpovidajici
hodnotdm X, maji lezet na pfimce prochdzejici pocatkem. NaSim ukolem je tedy namétené
hodnoty co nejlépe vyrovnat linedrni zavislosti y = ax a urcit optimalni hodnotu parametru a a

déle jeho chybu a nejistotu.
MNC je zaloZena na splnéni poZadavku, aby soucet ¢tverct odchylek namérenych hodnot
y; pro jednotliva X, od vyrovnanych hodnot ax,, byl minimalni. Parametr a pritom ur-

cujeme.

Musi tedy platit

Zn:Ayf =min, (28)

i=1

16



kde Ay, =y, —ax; an je pocet méteni. Pro jednotlivé dvojice hodnot X, y, mizeme tedy Ay,
vyjadfit z rozdila

Ayl =Yy, —ax
Ay, =y, —ax,
Ay, =y, —ax,

Pozadavek minima z rovnice (28) je splnén tehdy, je-li derivace vyrazu na levé stran¢ rovnice
podle parametru a rovna nule.

(2]

L0 (29)

Dosazenim za Ay’ do rovnice (28) dostaneme
2

yi —2axy, +a’x’ +..+
2 2,2
+y, —2aX,y, +a’x; +...+
yZ 2y2 2 (30)
ot
+y?—2ax y +a’x’ +...=min
n n/n n
Provedenim derivace levé strany rovnice (29) podle a ziskame vyraz

—2X,Y, +2ax’ —
—2X,Y, +2ax; —

—2X_ Yy, +2ax’
a jeho upravou dale dostaneme

(xf+x§+...+ xf)a—(x1y1+x2y2+...+ X,y ) -

Tento vyraz se podle (29) rovna nule a pro a tedy plati

DXy,
— i=1 )
Z X;
i=1

a (31)

V ptipadé¢ obecné piimky typu y =ax+b bychom dostali mnohem komplikované;jsi vyraz pro
stanoveni minima a hledali bychom dva parametry a, b této funkcni zavislosti z podminek pro
nulové derivace.
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Postupem vypoctu chyb a tedy nejistot @, b typu A se v tomto skriptu nebudeme zabyvat, pro-
toze jeho numericky vypocet je dosti komplikovany a byva soucasti softwarového vybaveni pro

MNC. Pro vypodet nejistot u,, u, parametri a, b budeme chyby parametrti vyplyvajici z vypo-
¢tu povazovat za jejich smérodatné odchylky.

Priklad:

Vyrovnani pfimé¢ umeérnosti metodou nejmensich ¢tvercii. Doba kyvu kyvadla byla méfena
stopkami s mezi¢asem tak, Ze méfeni zapocalo v ¢ase t = 0, dale byl zaznamenavan okamzik
prichodu kyvadla rovnovaznou polohou po kazdém kyvu. Bylo naméteno celkem 5 hodnot
casu.

i (poradové Cislo méfeni) 1 2 3 4 5
t. (namé&fené Casy v s) 4,1 7,8 12,0 16,2 | 199

Dale predpokladame, ze doba kyvu se s Casem neménti, tj. namétené hodnoty t; by mély lezet
na pfimee t; = ai, kde i odpovidaji hodnotadm nezéavisle proménné X a t;, hodnotam zavisle pro-
ménné Y v obecné funkcni zavislosti y = ax.

Nameétené hodnoty chceme co nejlépe vyrovnat ptimkou jdouci pocatkem. Zavislost naméie-
nych a vyrovnanych hodnot ¢asu na poradovém ¢isle méfeni je na obr. 2.

Parametr a vypocéteme podle vztahu (31)
5

20 o

_ it
=il -y
i=1
Na zakladé vypocteného a, coz je zaroven urcend doba kyvu 7 =a =4s, mizeme stanovit vy-
rovnané hodnoty t;.

t. (namé&fené Casy v s)) 4,1 7,8 12,0 16,2 19,9
ai (vyrovnané hodnotyvs) |4 8 12 16 20
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t[s]

20

15 1

10 -

Obr. 2

Skupinova metoda

Pro naméfené hodnoty Y;, o kterych predpokladame, ze spliuji funkéni zavislost y =ax, je
mozné provést vyrovnani také skupinovou metodou. Tato metoda je zaloZena na grafické me-
todé€ hledani téZist€ bodi reprezentujici namétené hodnoty. Pfedpokladame, ze plati

n

D (y;—ax)=0, tedy Zn: y, = azn: X, , kde n je pocet méfeni.
i=1

i=1 i=1

Pro a dostaneme vztah

n

ZYi

a="-L— (32)

>

Pfitom musime pfedpokladat, Ze vSechny body jsou zméfeny stejné piesné a pfisuzujeme jim
stejnou vahu.

Vyrovnani linedrni zavislosti je samoziejm¢e jednodussi nez vyrovnani obecnéjsich zavislosti.
Proto se vzdy, pokud je to mozné, snazime prevést meéfenou funkéni zavislost na linedrni, napf.
vhodnou matematickou tpravou.
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Priklad:
Mgftime hodnoty veli¢iny N vyhovujici funkéni zavislosti typu N = N, exp(—xx), a ikolem je
znamétenych dvojic X;, N, urcithodnotu u . Zavislost pfevedeme na linearni Gpravou do tvaru
N
In—2 = ux,
N
coz je jiz rovnice ptimky prochazejici poc¢atkem, protoze pro x=0, je N =N, a tloha se re-

. . N
dukuje na funkéni zavislost typu y =ax, kde y =1In WO a uréovany parametr a = .
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