Kmitani

Predpokladejme, Ze hmotny bod (kostka) hmotnosti m je spojeny s pruzinou. Na prvnim
obrazku (obr. 2.1) je pruzina napinana tak, Ze kostku tdhneme vpravo. Pruzina, podle zakona
akce a reakce, se snazi obnovit nenapjaty stav a tdhne kostku doleva. Ten je zndzornén na dalSim
obrazku. Na tfetim obrazku je znazornéna opacna situace, pruzinu stlacujeme vnéjsi silou
doleva, a pruzina vratnou silou ptisobi smérem doprava. Vysledkem silového ptlisobeni je
kmitavy pohyb hmotného bodu ve sméru osy Y.

Na obr. 2.1 je sila F vratna sila pruziny, y je okamzita vychylka hmotného bodu. Za po&atek
je zvolen stfed kostky v nenapjatém stavu pruziny.
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Jestlize se omezime na malé vychylky hmotného bodu a zanedbame odpor prostiedi, plisobi na
hmotny bod pouze vratna sila F pruziny, ktera souvisi s vychylkou y vztahem

F=—ky, @

kde k je kladna konstanta, ktera je zaroven charakteristickou konstantou pruziny. Nazyva se
tuhost pruziny a zavisi zejména na materidlu, z kterého je pruzina vyrobena.
Vztah (1) pro silu vyplyva z platnosti Hookova zakona. Znaménko (-) ve vztahu vyjadiuje, ze
sila pruziny je v kazdém okamziku namifena proti vychylce hmotného bodu.

Dosadime-li vztah (1) do 2. Newtonova zakona, ziskame pohybovou rovnici pro vySetfovany
ptipad pohybu hmotného bodu. Pro velikost sily ve sméru osy Y plati vztah

d?y
ma=m—-=-ky , 2
presaia (2)



kterou mizeme prepsat do tvaru

d’y k
L AL 3
dt? my @)

Jestlize vytesime tuto diferencialni rovnici (feSeni je uvedeno na konci kapitoly) a pouzijeme
pocate¢ni podminku, Ze v ¢ase t = 0 ma hmotny bod vychylku y = A a velikost rychlosti v =0
, dostaneme vztah pro okamzitou vychylku y hmotného bodu

y:Acos\/Et .
m

Vztah, ktery jsme obdrzeli pro pohyb hmotného bodu, odpovidd harmonickému kmitavému
pohybu. O spravnosti vztahu je mozné se presvédcit dosazenim do puvodni diferencidlni
rovnice (3).

Stejné tak je feSenim rovnice (3) i funkce sinus, o které plati, Ze je posunuta oproti funkci

. V4 , - vir o, .
cosinus o 7 Zvolime zapis okamzité vychylky hmotného bodu ve tvaru

y:Asin[\/%tJr(poj , 4)

kde v zavorce jsme pfipojili fazové posunuti ¢, , které respektuje obecné zadani pocate¢nich
podminek. A je maximalni vychylka, nazyvana amplituda vychylky. Funkce (4) rovnéz
vyhovuje ptivodni diferencialni rovnici (3).

Zavedeme-li dobu kmitu T (dobu, ktera je potfebna k tomu, aby se hmotny bod z vychylky A
dostal do vychylky — A a znovu se vratil do A), frekvenci kmita f =_I_1 a uhlovou frekvenci

o =2xf , mizeme vztah (4) prepsat do tvaru
y = Asin(ot+g,) . (5)

Vztah (5) udava okamzitou vychylku hmotného bodu p#i harmonickém kmitavém pohybu.

. fk
Porovnanim vztaht (4) a (5) vidime, ze @=,/— . Grafické znazornéni prubéhu vychylky,
m

rychlosti a zrychleni na €ase pro nenulovou hodnotu fazového posunuti je na obr. 2.2.
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Obr. 2.2

Objekt vykonavajici kmity (hmotny bod, téleso) se ¢asto nazyva oscilator. Je-li vychylka
popsana vztahem (5), jedna se o harmonicky oscilator a ® je vlastni thlova frekvence
oscilatoru. Charakteristickou konstantou pruziny je tuhost k.

Reseni rovnice (3):

Jedna se o linearni diferencialni rovnici druhého fadu. ReSeni se hleda ve tvaru
y =Ce™. Po dosazeni do rovnice (3) dostavame

ACeM+ 5C e"=0.
m

..k . . y
Po ozna¢eni — = @’ postupujeme nasledovné:
m

AP+a’=0
/12 — _a)Z
A=*lw
Reseni y je tedy nasledujici.

—iat

“Ce™,

y=C,e
Provedeme nasledujici upravy:

y=C,e”*+C,e™ =C,(cosat+isinawt)+C,(cosat —isinwt) =

=(C,+C,)cosat+i(C, —C,)sinat = K, cosat + K, sin at,

kde K, =C,+C, a K, =i(C,-C,).



Reseni y =K, cosat+K,sinat lze dale prepsat do tvaru vztahu (5) (pokud oznadime
Asing, =K, Acosg, =K,)
K

y = Asin(ot+¢,), kde A>=K?+K? a tg(pozK—l,
2



Tlumené kmitani

Harmonické kmitani popsané pohybovou rovnici (3) by bylo mozné realizovat pouze ve vakuu
a jesté bychom museli zanedbat vnitini tieni v materialu pruziny. Pfi kmitani ve vzduchu nebo
jiném prostiedi se kmity tlumi. O odporu prostfedi miizeme ptedpokladat, ze je tmérny
velikosti rychlosti hmotného bodu v, a mifi proti ni. K sile F piistupuje tedy sila odporu

prostfedi a pohybova rovnice (3) se zméni na tvar
mazde:—ky—Bﬂ : (6)

kde druhy ¢len na pravé strané rovnice je sila odporu prostiedi, B > 0. Rovnici mizeme upravit
do tvaru

q? d
dt2’+2bd—>t’+w§y=o, (7

B k : : :
konstanta b = om se nazyva konstanta Gtlumu, — = @} (&imZ vyjadfujeme, Ze se jedna o
m m

thlovou frekvenci netlumeného oscilatoru). Reseni rovnice (7) (je uvedeno na konci kapitoly)
pro malé hodnoty b ma tvar

y=Ae"sin(wt+g¢,) , (8)
kde @ je uhlova frekvence tlumenych kmitu.
Vztah (8) popisuje okamzitou vychylku tlumenych kmitl, které jsou charakterizovany
zmenSujici se amplitudou kmitl. Amplituda vychylky tlumenych kmiti se zmenSuje tim
rychleji, ¢im vétsi je konstanta utlumu. Pfi velkém tlumeni vychyleny oscilator jiz periodicky

neprochéazi rovnovaznou polohou. Takovému pohybu fikdme aperiodicky pohyb. Zndzornéni
tlumeného a aperiodického kmitavého pohybu jsou na obr. 2.3 a, b.

y /\/\/\r/l\t
VvV

Obr.2.3a Obr.2.3b

Zavedeme nékteré konstanty uzivané k charakteristice tltumeného harmonického kmitu. Pomér

- dvou ¢ na ujici X1
Yin dvou po sobé nasledujicich maxim
Yom



Yim = Ae™™ sin (a)t:l. + (00) )
Y = Ae ) sin(o(t,+T)+¢,)

funkce (8) je roven

Yim_ _ gbT
Yom
Zavadi se oznaceni
p=e" 9)

A veli¢ina f se nazyva atlum kmith. Pfi vyjadfeni y,,, a Y,,, jsme nikde nevyuzili toho, ze t1

je ¢as odpovidajici maximu funkce (8). Tedy Gtlum g je pomérem libovolnych dvou vychylek
y, které zauyjme hmotny bod konajici tlumeny kmit v ¢asovém odstupu rovném dob¢ kmith T.
Ptirozeny logaritmus utlumu In £ se nazyva logaritmicky dekrement a uziva se pro n¢j symbol
4

G=Ing=0bT. (10)

Vedle logaritmického dekrementu § definovaného rovnici (10) byva také zavadén dekadicky
logaritmicky dekrement 9" jako dekadicky logaritmus utlumu

9 =logf=(loge)in3=0,434 9. (11)

. A
Doba 1, za kterou obalka y'= Ae™ kmitu klesne na hodnotu — se nazyva relaxa¢ni doba. Z
€

A = % rovnice plyne pro relaxa¢ni dobu podminka bz =1 a odtud
e
1
T=—. 12
0 (12)

Reseni rovnice (7):

Opét se jednd o linearni diferencialni rovnici druhého fadu. Reseni se hleda ve tvaru
y =Ce™. Charakteristicka rovnice ma tvar

A2 +2bA+af =0

Ay =—bE0* - .

Jejim fesenim je:
Rozebereme tfi mozné piipady:
1. b=w,: Refeniy ma v tomto piipadé tvar y =C,e ™+ C,te™ =e™(C, +C,t)

2. b>w,: b’ -af >0, D=\b’ -

Reseni y je nasledujici y =C, ooy C, e P !im y =0. Jedna se o aperiodicky

pohyb.



3. b<w,: 4 =-b+i\ai -b*, 1, =-b-iJaf-b*. Oznadime-li o= e -b*, lze

feSeni y psat ve tvaru
y=e"(C,e“+C,e™).
Budeme postupovat jako Vv piipad¢ feSeni harmonického oscilatoru netlumeného.

y=e"(C,e+C,e™)=e™[C,(cosat +isinet)+C,(cosat —isinet) ]

=e"[(C,+C,)cosmt +i(C, —C,)sinat |=e™ (K, cosat + K,sin at),

kde K, =C,+C, a K, =i(C,-C,).

Reseni y = K, cosat + K, sinat 1ze piepsat do tvaru vztahu (8) (pokud oznagime Asing, = K,
a Acosg, =K,)

K

y=Aesin(at+¢,), kde A>=K?+K? a tgg, :K—l.
2



Vynucené kmity

Vzhledem k tomu, Ze kmitani je vzdy tlumené, musi pisobit né¢jaka vnéjsi budici sila, aby
periodicky pohyb neustal. Tato budici sila musi mit také harmonicky pribéh, zapiseme ji ve
tvaru F = F,sinQt . Pohybovou rovnici pak lze napsat ve tvaru

2
m?jTgl:—ky—Bg—{+Fosith. (13)
Rovnici mizeme upravit do tvaru
2
%+2b3—¥+a)§y:%sinﬂt. (14)

Reseni Ize hledat ve tvaru y = C,e*+C,e”+ f (). Reseni C e”+C,e™ je stejné jako pro
harmonicky oscilator tlumeny (feSeni diferencialni rovnice bez pravé strany. Staci najit jedno
feSeni rovnice f (t) s pravou stranou. Budeme ho hledat ve tvaru f (t) = Asin(Qt+¢;).

Dosadime-li toto feSeni do rovnice (14), dostavame
. . F, .
—AQ?sin(Qt + ¢, ) + 2bAQ COs (Qt + ¢, ) + ) Asin (Qt + ¢, ) = —2sinQt .
m

Tuto rovnici budeme déle upravovat.

—AQ? [sinQtcos g, + cosQtsin ¢, | + 2bAQ[cos Qt cos g, —sin Qtsin g, | +

. . F .
+Aw; [sinQtcos g, + cosQtsin g, | = —Lsin Ot
m

A[(a)(f - Q) cos g, — 2bQsin %]Sin Qt+ A[(wg - Q)sing, + 2chos%}coth = %sin Qt.

Porovname-li ¢leny u SinQt a u cosQt
R
m
A[(mj -Q)sing, + ZbQCOS(/)O] =0,

A[(a)(f — Q) cos g, — 2bQsin qoo] =

ziskame, pokud A # 0, vyraz pro go.

2bQ

LI e

Abychom ziskali vyraz pro amplitudu, musime vyrazy jesté upravit.



2
A’ [(a)g —Q? )2 cos’ g, — 4bQ( @} — ) cos @, sin g, + 4b°Q2’ sin’ %} - (5)

m
A? [(a)g - QZ)Z Sin? @, +4bQ (@ — Q) cos g, sin g, +4b°Q° cos’ %} -0

Sectenim poslednich dvou rovnic dostavame

2
A [(a)g -7 )2 + 4b2Q2J = (i) . Odtud jizZ jednoduse zjistime vztah pro amplitudu.
m

3 |on

A= : (15)
[(a)j —o?) + 4b2§22}2

Zavislost amplitudy na budici frekvenci je zndzornéna na obr. 2.4

Obr. 2.4

Je vidét, ze amplituda dosahuje maxima pro budici frekvenci, kterou oznac¢ime Qr a nazyvame

jirezonancni frekvence. Jev, ke kterému dochdazi, rist amplitudy nade vSechny meze, se nazyva
rezonance.

Urcéeni rezonanéni frekvence:

iA E[z(wg —Qz)(—ZQ)JerzQ](—;j E 20(af - Q% - 2b%)
- = = - O

3 3
40 (o - +aver | [(of -0) w02 |



Q=0, &) - -2 =0

Q =,/af —20° (16)

Je-li je tlumeni malé, je rezonan¢ni frekvence blizka vlastni frekvenci harmonického oscilatoru
Q, = w,. Mechanické soustavy vykazuji jednu nebo vice vlastnich frekvenci. Pokud na né

pusobi velkd vnéjsi budici sila s frekvenci, ktera je blizka jedné z nich, mohou vznikajici nucené
kmity zplisobit destrukci soustavy.
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