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1 Uvod do numerické matematiky

1.1 Matematické modelovani

Pro detailnéjsi obeznameni s pojmy, uvadénymi nize, doporucuji konzultovat monografii Michaela T.
Heathe [3], piipadné néjakd z mnoha skript o numerické matematice, kterd v poslednich letech vysla —
napiiklad [2], édsti toho skripta jsou dostupné i on-line.

Systém — ¢ést prostiedi, kterou lze vnimat oddélené od jejiho okoli. Systém od okoli oddéluje néjaka
hranice, at uz fyzickd, ¢ myslenkova.

Abychom mohli zkoumat chovani néjakého systému, muzeme

e provadét experimenty anebo

e popsat systém matematicky — sestavit jeho matematicky model.

V réamci predmétu Modelovdni systémi a procesi jsme si ukazovali ruzné modely, popisujici chovén{
systému ve spojitém ¢i diskrétnim case a popis systému témito modely délili na vnéjsi a vnitini (stavovy)
popis.

Zavazi na pruziné

Kmity zdvazi na pruziné popisuje diferencidlni rovnice harmonickych kmitu
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Model vgvoje dluhu
Finanéni model vyvoje zadluzeni muze mit tvar diferen¢ni rovnice
y(n+1) = [1+a(n)] - y(n) —x(n)

kde y(n) je vyska dluhu (hodnota y(0) bude odpovidat vysce puvodni pujéky), « je v Case proménnd
urokovéd mira a x(n) jsou splatky dluhu.

K zkoumani matematickych modelu systému jsme pouzivali Matlab a Simulink.

V pristich prednagkach si struéné povime



e co vlastné pocita¢ musi umét, aby dokézal s dostatecnou piesnosti pocitat s matematickymi modely
realného svéta,

e jaké matematické algoritmy se ve vybranych piipadech pouzivaji, a

e pro¢ neni dobré pocitaci vzdycky slepé vérit.

1.2 Pozice numerické matematiky

realny problém - — reseni problému
experimenty a méreni
analyza
modelu
matematicka Gloha teoretické
(matematicky model) exaktni metody reseni ulohy
Y
jednodussi numericka numerické
matematicka Gloha uloha reseni Glohy
priblizné metody numerické metody

Numericka tloha - jasny a jednoznaény popis funkéniho vztahu mezi koneéngm poctem vstupnich a
vystupnich dat.

Data — vyjadritelna koneénym poctem ¢Eisel.

= Je to matematicky model redlného problému, jenz muze byt v koneéném case realizovan na pocitaci.
Numericky algoritmus — zajima nas realizace aritmetickych operaci s ¢isly, nikoliv logické operace.
Konstrukce a analyza metod a algoritmu pro realizaci numerickych tloh na pocitacich: numericka

matematika.

Vstupni a vystupni data jsou vlastné danymi a hledanymi objekty numerické tlohy [2].

1.3 Numericka tloha

Toto je numerickd uloha



Reseni rovnice 2 4+ a122 4+ asx + a3 = 0 je mozno poéitat numericky pro konkrétni vstupni vektor
a= [a17a27a3] € R3.

Vystupem numerické metody feseni bude vektor x = [z1, x9, 73, 24] € C*

Toto neni numerickd tloha
Resen{ rovnice y”(z) — y(x)? = 0 za danych pocétecnich podminek nelze hledat numericky.

Numericky piistup pouze pro vysetfeni hodnot ve vybranych bodech = € {x;}}

Ta mnozina z € {z;}7 bude typicky z; = ¢ + i - A, spojity interval aproximujeme diskrétnim.

2 Zobrazeni cisel v pocitaci

Cela cisla, pevna a plovouci fadova carka

Pocita¢ = binarni logika, bindrni reprezentace Cisel.

Cela éisla — ekvivalenty ve dvojkové soustavé, jeden (nejvyssi) bit na znaménko
Priklad 1. 6619 = 010000105, —12619 = 111111104

Pevnéa fadova ¢arka — pevny pocet biti pro celou a desetinnou ¢ast Cisla
Priklad 2. 5,310010 ~ 101010105 (= 101,010105), 7,5625,0 = 11110010,
Plovouci radova ¢arka — pirevod na tvar m - 10"

Celd cisla reprezentujf i ¢isla piirozend ve dvojndsobném rozsahu (nepotiebujeme zdporné ¢isla). Napiiklad
na osmi bitech mtiZzeme reprezentovat rozsah 256 hodnot bud jako pfirozend ¢isla na intervalu (0, 255)
nebo jako celd ¢isla typicky v rozsahu (—128,127) (tzv. doplrikovy kdd, existuji i jiné varianty s rozsahy
(—127,127), ty ale maji problém s dvéma reprezentacemi ¢isla 0).

@ notace oznacuje pocet biti pred a za desetinnou ¢arkou [1]: Q3.5 je osmibitové éislo, jez muze nabyvat
hodnot 000,00000 az 111,11111, tedy 0,00000, 0,03125, . ..7,93750, 7,96875.

Zobrazeni Cisel v pocitaci

Definice 3. Cislo x lze reprezentovat v semilogaritmickém tvaru s normalizovanou mantisou
jako

a a a
xzsgnx(l—&-;—i—-“-l-;)qb
q q q
kde ¢ > 1 je zdklad, a; € {0,1,...,q — 1} jsou cislice mantisy a b € {my,...,ma} je exponent.
Reprezentace z pokryva pouze podmnozinu R — mé pouze 2(q — 1)¢'~*(mg — my + 1) + 1 prvki
= nékterd redlnd c¢isla nelze piesné reprezentovat.

Piedpokladd se, ze b je v intervalu (mq,ms) reprezentovdno rovnomérné.



3 Typy chyb

realny problém - — reseni problému
experimenty a méreni
chyba (matematického) analyza
modelu modelu
matematicka uloha teoretické
(matematicky model) exaktni metody reseni ulohy
. sum v datech,
chyba aproximace chyba metody v zaokrouhlovaci chyby
jednodussi numericka numerické
matematicka Gloha uloha reseni ulohy
A
priblizné metody numerické metody

Pti tvorbé matematického modelu tlohy z redlného svéta jsme vzdy nuceni provést urcitd priblizeni
a nékteré skutecnosti si idealizovat. Rozdil feSeni idealizovaného problému a feSeni redlného problému
nazyvame chybou matematického modelu nebo také jenom chybou modelu. Z velikosti této chyby posuzu-
jeme zpétné vhodnost ¢i nevhodnost zvoleného aproximace reality.

Jestlize k Feseni matematické tlohy pouzijeme metodu, kterd ndm neposkytne presné (teoretické) feseni
dané tlohy, pak chybu, které se dopustime, nazyvame chybou metody. Typickym piikladem je chyba,
které se dopustime, kdyz za limitu nekonecné posloupnosti vezmeme néktery jeji ¢len s dostatecné velkym
indexem. Casto Fesfme matematickou tlohu tim, ze pomoci jistych metod ji nahradi- me (aproximujeme)
tlohou jednodussi — obvykle jiz lohou numerickou — a rozdil feseni téchto dvou tloh nazyvame chybou
aproximace. Tato chyba se ¢asto bere jakou sou¢ast chyby metody.

K posouzeni piesnosti vysledku musime jesté vzit v ivahu chyby (§um) ve vstupnich datech dané jednak
chybami méfeni, jednak zpusobené zobrazenim vstupnich dat do nesouvislé mnoziny reprezentujici data
v pocitaci. Posledni skupinou chyb jsou chyby zaokrouhlovaci. Do této skupiny zahrnujeme vsechny
nepiesnosti zpusobené realizaci algoritmu v pocitaci véetné neptesného provadéni aritmetickych operaci.

3.1 Chyby vypoctu

Relativni a absolutni chyba

Cislo x v numerickém algoritmu reprezentovano pfiblizenim =

Definice 4. Absolutni chybou A(z) aproximace ¢isla x ¢islem & oznac¢ujeme rozdil



Relativni chybou R(z) aproximace ¢&isla 2 ¢islem Z oznacujeme podil

Tr—x

,x#0

Vlastnosti A(z) a R(z)

Aritmetické operace mohou mit na nepfesné reprezentace ¢isel devastujici vliv (naptiklad podil velkého
a malého ¢isla).

Relativni chyba se vzdy vyrazné zvetsi pii odéitani dvou blizkych ¢&isel:

Alx £ y)

Rz +y) = T iyl

Nésobeni ani délenf nemaji na A(x) a R(z) vyraznéjsi vliv.
Piiklady chyb vypoctu

Mgjme ¢isla 21 = 758320, xo = 757940, reprezentovéna jako &1 = 758330 a Zo = 757930. Plati A(x1) =
10, A(z2) = 10,

10
- <132-107° - <132-1075.
R(@1) = 7ega5g = 1821077 Riw2) = 7y < 1,32-10
Odéitdni
Méme-li v = z; — x5 = 380, bude © = &1 — T3 = 400. Proto A(v) = |[v — 7| =20 a
A(v) 20
R(v) = = = <0,053.
W) =TT =380 =

Relativni chyba rozdilu v = x1 — x4 je o tii fady vyssi.

4 Typy numerickych tuloh

Matematicka tloha A jeji formalizace

Méjme dény dva vektorové prostory %, (vstupni data) a %, (vystupni data).
Definice 5. Ulohou rozumime relaci

y=U(z), z € B,y € B,

= transformuje posloupnost vstupnich dat na posloupnost vysledk.

4.1 Korektnost tuloh

Korektni uloha Definice

Definice 6. Rekneme, ze tiloha je korektni, pokud

1. ke kazdému x € £, existuje jediné y € %,,

2. TeSeni spojité zavisi na datech, tedy pokud z,, — z a U(x,,) = yn, pak také y, — y = U(z).

Nekorektni tlohy — nejednoznaéné fesitelné problémy, intervalové odhady, nevhodna formulace zadani

Piiklad 7. Urcete matici A spliiujci rovnici Ax = b méte-li dany hodnoty x a b. Urcete /4.



4.2 Podminénost tiloh

Dobie podminéné tlohy Definice

Podil

se nazyva ¢islo podminénosti dlohy.

Definice 8. Budeme tikat, ze korektni tiloha je dobfe podminénad, jestlize mald zména ve vstupnich
datech vyvold malou zménu feseni (resp. Cp, ~ 1).

Taxonomie tiloh
uloha

/\

‘dobfe podminéné‘ ‘épatné podminénéu‘
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