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6. p̌rednáška K611MA
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Úvod Algoritmus Složitost NP-úplné problémy Analýza algoritmů

Algoritmy a programy
Co je co

Algoritmus:

• myšlenka řešeńı nějakého problému

• konečný počet krok̊u řešeńı

• vyjaďrujeme nejčastěji slovně nebo pseudokódem

Program:

• implementace algoritmu ve zvoleném programovaćım jazyce

Bez algoritmu nelze napsat program.
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Analýza složitosti algoritmů
Proč nás to vlastně zaj́ımá

Ideálńı kombinace: efektivńı algoritmus + efektivńı implementace

Analýza algoritmu:

• poskytne p̌redpověd’ výkonnosti algoritmu

• je vhodněǰśı než experimenty

• umožńı výběr vhodné varianty řešeńı

Asymptotická složitost pamět’ová × složitost časová
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Analýza složitosti algoritmů (2)
Předpověd’ chováńı

Analýza efektivity: Identifikace efektivńıch a neefektivńıch část́ı
algoritmu umožńı sousťredit se na ty části, jejichž úprava p̌rinese
nejvyš̌śı nár̊ust výkonu.

Předpověd’ výkonnosti programu

Velké projekty poťrebuj́ı apriorńı odhad výkonnosti pro daný
hardware – je ťreba učinit odhad bez znalosti detail̊u programového
kódu.
Identifikace úzkých ḿıst a jejich vhodné ošeťreńı ještě p̌red
vlastńım naprogramováńım.

Jan Přikryl 11MA – šestá p̌rednáška
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Analýza efektivity: Identifikace efektivńıch a neefektivńıch část́ı
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Analýza složitosti algoritmů (3)
Ově̌reńı vlastnost́ı

Vhodněǰśı než experimenty

Experimenty ově̌ŕı chováńı pouze ve vybraných krizových p̌ŕıpadech
– ḿısto

”
dokázali jsme, že daný algoritmus funguje správně“ lze

pouze tvrdit:
”
nenalezli jsme způsob, jak prokázat, že algoritmus je

špatně“.
Záruky funkčnosti poskytuje jedině formálńı analýza.

Výběr vhodné varianty

Ne vždy je nejvhodněǰśı varianta ta, jenž je v počtu instrukćı
nejefektivněǰśı a tedy nejrychleǰśı – nap̌r. implementace pro
jednočipový poč́ıtač × pracovńı stanice.
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Výběr vhodné varianty
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Ilustračńı p̌ŕıklad
Fibonacciho posloupnost

Poprvé popsána italským matematikem Leonardem z Pisy, známým
také jako Fibonacci (1202).

Růstu populace kráĺık̊u za poněkud idealizovaných podḿınek.

Č́ıslo F (n) popisuje velikost populace po n měśıćıch,
p̌redpokládáme-li, že

• prvńı měśıc se narod́ı jediný pár,

• nově narozené páry jsou produktivńı od druhého měśıce svého
života,

• každý měśıc zplod́ı každý produktivńı pár jeden daľśı pár,

• kráĺıci nikdy neuḿıraj́ı, nemaj́ı predátory.
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Ilustračńı p̌ŕıklad
Stavy populace kráĺık̊u

Fibonacciho č́ıslo Stav

F (1) = 1 zač́ınáme s jedńım párem
F (2) = 1 ještě jsou p̌ŕılǐs mlad́ı
F (3) = 2 tento měśıc již zplod́ı prvńı potomky
F (4) = 3 druhý pár potomk̊u
F (5) = 5 prvńı potomci ťret́ı generace

Obecně
F (n) = F (n − 1) + F (n − 2)

Jak efektivně zjistit F (n) pro zvolené n?
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Explicitńı řešeńı
Př́ımé vyjáďreńı F (n)

Explicitńı nerekurzivńı vztah pro n-tý člen Fibonacciho
posloupnosti je

F (n) =
φn − (1− φ)n√

5
,

kde φ je hodnota zlatého řezu,

φ =
1 +
√

5

2
= 1,61803398874989 · · · ≈ 1,618.

Algoritmus 1

Spočti

F (n) =
φn − (1− φ)n√

5
.
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Analýza Algoritmu 1
Aneb co všechno může dopadnout špatně

Reprezentace č́ısel v plovoućı řádové čárce má svá omezeńı. V
poč́ıtači budeme vztah reprezentovat jako

F (n) =
1,61803n − 0,61803n

2,23606
.

Jaké budou výsledky?

F (2) = 1,00000 je v pǒrádku
F (3) = 1,78884 zaokrouhĺıme na 2
F (20) = 6764,69 ještě zaokrouhĺıme na 6765
F (21) = 10945,4 už zaokrouhĺıme na 10945 ḿısto 10946
F (25) = 75020,6 by mělo být 75025

Existuje p̌resněǰśı varianta výpočtu?

Jan Přikryl 11MA – šestá p̌rednáška
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poč́ıtači budeme vztah reprezentovat jako

F (n) =
1,61803n − 0,61803n

2,23606
.
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F (2) = 1,00000 je v pǒrádku
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Rekurzivńı algoritmus
Výpočet podle definice

Hodnoty F (0) až F (2) p̌redpoč́ıtáme, zbytek lze s jejich pomoćı
vyjáďrit.

Algoritmus 2

Require: n ≥ 0
Ensure: y = F (n)

1: if n = 0 then
2: y ⇐ 0
3: else if n ≤ 2 then
4: y ⇐ 1
5: else
6: y ⇐ F (n − 1) + F (n − 2)
7: end if

Jak efektivńı je daný algoritmus?

Jan Přikryl 11MA – šestá p̌rednáška
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Rekurzivńı algoritmus
Efektivita

Posloupnost výpočtu F (5):

F (5)

F (3)

F (1)F (2)

F (4)

F (2)F (3)

F (1)F (2)

Počet krok̊u pro F (n) je τ(n) = 3 · F (n)− 2.
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Dynamické programováńı
Varianta

”
shora dol̊u“

Technika matematické
optimalizace.

Dekompozice problému na
identické podproblémy.

Dva základńı p̌ŕıstupy:

• shora dol̊u – řeš́ıme
podproblémy postupně a
pamatujeme si řešeńı

• zdola nahoru – vy̌reš́ıme
všechny poťrebné
podproblémy a skládáme je

Algoritmus 3

Require: n ≥ 0
Ensure: y = F (n)

1: Alokuj f [1 . . . n]
2: f [0]⇐ 0
3: f [2]⇐ f [1]⇐ 1
4: for i = 3 to n do
5: f [i ]⇐

f [i − 1] + f [i − 2]
6: end for
7: y ⇐ f [n]

Jan Přikryl 11MA – šestá p̌rednáška
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Dynamické programováńı
Varianta

”
zdola nahoru“

Algoritmus 3 poťrebuje pole n
prvk̊u pro uchováńı minulých
členů posloupnosti.
Jde to ale i bez něj.

Algoritmus 4

Require: n ≥ 0
Ensure: y = F (n)

1: if n = 0 then
2: y ⇐ 0
3: else
4: a⇐ 1, b ⇐ 1
5: for i = 3 to n do
6: c ⇐ a + b
7: a⇐ b, b ⇐ c
8: end for
9: y ⇐ b

10: end if

Jan Přikryl 11MA – šestá p̌rednáška
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Maticová varianta
Jiná explicitńı forma

Pro členy Fibonacciho posloupnosti plat́ı také[
1 1
1 0

]n
=

[
Fn+1 Fn

Fn Fn−1

]

Použit́ım opakovaného mocněńı sńıž́ıme počet krok̊u na O(log n).
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Maticová varianta
Pomoćı opakovaného mocněńı

Algoritmus 5

Require: n ≥ 0
Ensure: y = F (n)

1: if n = 0 then
2: y ⇐ 0
3: else

4: M⇐
[

1 1
1 0

]
5: M⇐

matpow(M, n − 1)
6: y ⇐ M[0, 0]
7: end if

Algoritmus 5a

Require: n ≥ 0,A[2× 2]
Ensure: B =matpow(A, n)

1: if n > 1 then
2: B⇐ matpow(A, n/2)
3: B⇐ BA
4: end if
5: if n je liché then

6: B⇐ A

[
1 1
1 0

]
7: end if
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Porovnáńı variant
Vlastnosti jednotlivých algoritmů

Algoritmus Pamět’ové nároky Časová složitost

1 O(1) O(log N)
2 O(N) O(F (N))
3 O(N) O(N)
4 O(1) O(N)
5 O(log N) O(log N)
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Asymptotická složitost
Velká O notace

Jakým způsobem se bude chováńı algoritmu měnit v závislosti na
velikosti (počtu, objemu) vstupńıch dat?

Dva základńı typy:

• časová složitost – vliv na dobu výpočtu

• pamět’ová složitost – nároky na operačńı pamět’

Znač́ıme:

• O(N) – lineárńı složitost,

• O(N2) – kvadratická složitost,

• O(log N) – logaritmická složitost.

Jan Přikryl 11MA – šestá p̌rednáška
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Asymptotická složitost
Velká O notace

Vliv asymptotické časové složitosti

Pro O(N2) má zdvojnásobeńı objemu vstupńıch dat za následek
čty̌rnásobnou dobu vykonáváńı algoritmu.
Pro O(log N) může ḿıt čty̌rnásobný počet dat na vstupu za
následek dvojnásobnou dobu vykonáváńı algoritmu.
Pro O(1) je doba vykonáváńı algoritmu nezávislá na velikosti
vstupu.

Vliv asymptotické pamět’ové složitosti

Pro O(N) má zdvojnásobeńı velikosti vstupu za následek
dvojnásob vysoké nároky na operačńı pamět’.
Pro O(2N) čty̌rnásobná velikost vstupu zosminásob́ı pamět’ové
nároky.
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Asymptotická složitost
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2 Vývojová stádia algoritmu

3 Asymptotická složitost
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Rozhodovaćı úlohy, ťŕıda P
Velmi krátce z teorie výpočetńı složitosti

Jako rozhodovaćı úlohu označujeme úlohu, jej́ımž řešeńım jsou
výroky

”
ANO“ respektive

”
NE“.

Běžné úlohy v matematice lze snadno p̌revést na rozhodovaćı úlohy.

Definice

Rozhodovaćı úloha L nálež́ı do ťŕıdy P, pokud existuje
deterministický Turingův stroj, který tuto úlohu rozhodne v
polynomiálńım čase.
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Př́ıklady rozhodovaćıch úloh v ťŕıdě P

Minimálńı kostra grafu – existuje kostra s ohodnoceńım menš́ım,
než c?

Nejkraťśı cesta v grafu – existuje cesta mezi dvěma uzly s
ohodnoceńım menš́ım, než c?

Lineárńı programováńı – existuje arg maxx w
>
x > c za daných

omezuj́ıćıch podḿınek?

Komprese dat (LZW) – p̌ridá komprese řetězce s do slovńıku slovo
t?
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Tř́ıda NP
Nedeterministicky polynomiálńı úlohy

Definice

Rozhodovaćı úloha L nálež́ı do ťŕıdy NP, pokud existuje
nedeterministický Turingův stroj, který tuto úlohu rozhodne v
polynomiálńım čase.

Nederministický Turing̊uv stroj: vstupům může odpov́ıdat v́ıce,
než jedna jediná akce (sekvence ⇒strom).

Plat́ı P ⊆ NP.
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Př́ıklady rozhodovaćıch úloh v ťŕıdě NP

Všechny úlohy ťŕıdy P.

Izomorfismus grafu – lze dané dva grafy nakreslit stejně?

Faktorizace č́ısel – pro dané n a k , existuje f : 1 < f < k , f |n?

Všechny NP-úplné úlohy.
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Tř́ıda NP-úplných úloh
Nejtěžš́ı z ťŕıdy NP

Tř́ıda NP-úplných problémů je ťŕıdou rozhodovaćıch úloh, pro něž
plat́ı následuj́ıćı definice:

Definice

Rozhodovaćı úloha L je NP-úplná, pokud nálež́ı do ťŕıdy NPa
zároveň jde o úlohu NP-těžkou

Co to znamená:

• Jakékoliv řešeńı L lze ově̌rit v polynomiálńım čase

• Jakýkoliv problém z ťŕıdy NP lze p̌revést na L transformaćı
vstupů opět v polynomiálńım čase

Tyto typy úloh uḿıme řešit pouze p̌ribližně!
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Př́ıklady NP-úplných problémů

Problém batohu – lze zabalit batoh tak, aby jeho hmotnost
nep̌resáhla m a cena věćı byla alespoň c?

Problém obchodńıho cestuj́ıćıho – existuje v grafu hamiltonovská
kružnice o délce nejvýše c?

Obarveńı grafu – lze uzly daného grafu obarvit nejvýše c barvami
tak, aby soused́ıćı uzly neměly stejnou barvu?

Problém č́ınského listonoše (pouze na sḿı̌seném grafu) – existuje v
grafu eulerovská kružnice o délce nejvýše c?
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