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Obsah prednasky

(1) Uvod

Analyza algoritmi




Algoritmy a programy

Co je co

Algoritmus:

e myslenka FeSeni néjakého problému
o koneény pocet krokl FeSeni

e vyjadfujeme nejcastéji slovné nebo pseudokédem
Program:
e implementace algoritmu ve zvoleném programovacim jazyce

Bez algoritmu nelze napsat program.




Analyza slozitosti algoritmi

Pro¢ nas to vlastné zajima

IdedIni kombinace: efektivni algoritmus + efektivni implementace

Analyza algoritmu:

e poskytne predpovéd vykonnosti algoritmu
¢ je vhodnéjsi nez experimenty

e umozni vybér vhodné varianty ¥eseni

Asymptotickd sloZitost pamétova x sloZitost €asova




Analyza sloZitosti algoritmi (2)

Predpovéd chovani

Analyza efektivity: Identifikace efektivnich a neefektivnich ¢asti
algoritmu umozZni soustfedit se na ty ¢asti, jejichZ Gprava pfinese
nejvyssi narist vykonu.




Uvod Algoritmus SloZitost NP-dplné problémy

Analyza sloZitosti algoritmi (2)

P¥edpov&d chovani

Analyza efektivity: Identifikace efektivnich a neefektivnich ¢asti
algoritmu umozZni soustfedit se na ty ¢asti, jejichZ Gprava pfinese
nejvyssi ndrist vykonu.

P¥edpovéd vykonnosti programu

Velké projekty pottebuji apriorni odhad vykonnosti pro dany
hardware — je t¥eba uéinit odhad bez znalosti detailli programového
kodu.

Identifikace Gizkych mist a jejich vhodné oSetFeni jesté pred
vlastnim naprogramovanim.
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Uvod Algoritmus SloZitost NP-dplné problémy

Analyza sloZitosti algoritmi (3)

OvéFeni vlastnosti

Vhodné&jsi nez experimenty

Experimenty ové&fi chovani pouze ve vybranych krizovych p¥ipadech
— misto , dokazali jsme, Ze dany algoritmus funguje spravné" Ize
pouze tvrdit: ,,nenalezli jsme zplsob, jak prokazat, Ze algoritmus je
Spatné&”.

Zaruky funk&nosti poskytuje jedin& formalni analyza.
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Uvod Algoritmus  SloZitost NP-tplné problémy

Analyza sloZitosti algoritmi (3)

OvéFeni vlastnosti

Vhodné&jsi nez experimenty

Experimenty ovéFi chovani pouze ve vybranych krizovych p¥ipadech
— misto , dokazali jsme, Ze dany algoritmus funguje spravné" Ize
pouze tvrdit: ,,nenalezli jsme zplsob, jak prokazat, Ze algoritmus je
Spatné&”.

Zaruky funkénosti poskytuje jediné formalni analyza.

| \

Vybér vhodné varianty

N4

Ne vzdy je nejvhodnéjsi varianta ta, jenZ je v poctu instrukci
nejefektivnéjsi a tedy nejrychlejsi — napF. implementace pro
jednocipovy pocitac X pracovni stanice.
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Obsah prednasky

@ Vyvojova stadia algoritmu
Algoritmus pomoci explicitniho ¥eSenfi
Rekurzivni algoritmus
Dynamické programovani

Maticova varianta pomoci opakovaného mocnéni




[lustraéni ptiklad

Fibonacciho posloupnost

Poprvé popsana italskym matematikem Leonardem z Pisy, zndmym
také jako Fibonacci (1202).

Rastu populace krélikd za ponékud idealizovanych podminek.
Cislo F(n) popisuje velikost populace po n mésicich,
pfedpokladame-li, Ze

e prvni mésic se narodi jediny par,

e nové& narozené pary jsou produktivni od druhého mésice svého
Zivota,

kaZdy mésic zplodi kazdy produktivni par jeden dal$i par,

krélici nikdy neumiraji, nemaji predatory.




[lustraéni ptiklad
Stavy populace krélika

Fibonacciho &islo Stav

F(1) =1 =za&ndme s jednim pdrem
F(2) =1 jest& jsou pfilis mladi
F(3) = tento mésic jiz zplodi prvni potomky
F(4) =3 druhy par potomki
F(5) = prvni potomci t¥eti generace
Obecné
F(n)=F(n—-1)+ F(n—2)
Jak efektivné zjistit F(n) pro zvolené n? %%%




Explicitni feSeni
P¥imé vyjad¥eni F(n)

Explicitni nerekurzivni vztah pro n-ty ¢len Fibonacciho
posloupnosti je
9" —(1-9)"

kde ¢ je hodnota zlatého Fezu,

1+46
2

¢ — 1,61803398874989 - - - ~ 1,618.



Explicitni feSeni
P¥imé vyjad¥eni F(n)

Explicitni nerekurzivni vztah pro n-ty ¢len Fibonacciho
posloupnosti je
9" —(1-9)"

kde ¢ je hodnota zlatého Fezu,

¢ = 1 +2\/§ = 1,61803398874989 - - - ~ 1,618.
Algoritmus 1
Spotti
= &m0
V5 5
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Analyza Algoritmu 1

Aneb co vsechno miZze dopadnout Spatné

Reprezentace &isel v plovouci ¥adové ¢arce ma svd omezeni. V
pocitali budeme vztah reprezentovat jako

~1,61803" — 0,61803"

F
(n) 2.23606

Jaké budou vysledky?
F(2) = 1,00000 je v po¥adku
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Analyza Algoritmu 1

Aneb co vsechno miZze dopadnout Spatné

Reprezentace &isel v plovouci ¥adové ¢arce ma svd omezeni. V
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Analyza Algoritmu 1

Aneb co vsechno miZze dopadnout Spatné

Reprezentace &isel v plovouci ¥adové ¢arce ma svd omezeni. V
pocitali budeme vztah reprezentovat jako

~1,61803" — 0,61803"

F
(n) 2.23606

Jaké budou vysledky?

F(2) = 1,00000 je v poradku

F(3) = 1,78884 zaokrouhlime na 2

F(20) = 6764,69 jest& zaokrouhlime na 6765

F(21) = 10945,4 u? zaokrouhlime na 10945 misto 10946




Analyza Algoritmu 1

Aneb co vsechno miZze dopadnout Spatné

Reprezentace &isel v plovouci ¥adové ¢arce ma svd omezeni. V
pocitali budeme vztah reprezentovat jako

~1,61803" — 0,61803"

F
(n) 2.23606

Jaké budou vysledky?

F(2) = 1,00000 je v poradku

F(3) = 1,78884 zaokrouhlime na 2

F(20) = 6764,69 jest& zaokrouhlime na 6765

F(21) = 10945,4 u? zaokrouhlime na 10945 misto 10946
F(25) = 75020,6 by m&lo byt 75025

Existuje p¥esnéjsi varianta vypoctu? %%




Rekurzivni algoritmus
Vypolet podle definice

Hodnoty F(0) az F(2) ptedpotitdme, zbytek lze s jejich pomoci
vyjadFit.




Uvod Algoritmus SloZitost NP-tplné problémy

Rekurzivni algoritmus
Vypolet podle definice

Hodnoty F(0) az F(2) ptedpotitdme, zbytek lze s jejich pomoci
vyjadrit.

Algoritmus 2
Require: n >0
Ensure: y = F(n)
1: if n =0 then
y<0
else if n < 2 then
y<1
else
y<Fn-1)+F(n-2)
end if

ey s e R

=] F = £ 9Dae



Uvod Algoritmus SloZitost NP-tplné problémy

Rekurzivni algoritmus
Vypolet podle definice

Hodnoty F(0) az F(2) ptedpotitdme, zbytek lze s jejich pomoci
vyjadrit.

Algoritmus 2
Require: n >0
Ensure: y = F(n)
1: if n =0 then
y<0
else if n < 2 then
y<1
else
y<Fn-1)+F(n-2)
end if

ey s e R

Jak efektivni je dany algoritmus?

=] F = £ 9Dae



Rekurzivni algoritmus
Efektivita

Posloupnost vypottu F(5):
F(5)
)

N

Potet krokt pro F(n) je 7(n) =3 F(n) — 2.

=] F = = £ 9Dae




Dynamické programovani

Varianta ,,shora dolt*

Technika matematické
optimalizace.

Dekompozice problému na
identické podproblémy.

Dva zakladni pFistupy:

e shora dolii — feSime
podproblémy postupné a
pamatujeme si ¥eSeni

e zdola nahoru — vyfe$ime
v8echny pottebné
podproblémy a skladame je

i
it
N)
pe)
o)




Uvod Algoritmus SloZitost NP-dplné problémy

Dynamické programovani

Varianta ,,shora doli*

Technika matematické

optimalizace. Algoritmus 3

Dekompozice problému na
identické podproblémy.

1:

Dva zdkladni p¥istupy: 2.
e shora doli — fe$ime 3:
podproblémy postupné a 4k
pamatujeme si feSeni 5:

¢ zdola nahoru — vyfesime
v8echny pottebné
podproblémy a skladame je

Require: n >0
Ensure: y = F(n)

@

Alokuj f[1...n]

fl0] <0

fl2] < fll] <1

for i =3 to ndo
flil <
fli—1] 4 f[i — 2]

end for

y <= f[n]
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Dynamické programovani

Varianta ,,zdola nahoru*

Algoritmus 3 potfebuje pole n
prvki pro uchovani minulych
¢lentd posloupnosti.

Jde to ale i bez négj.




Uvod Algoritmus SloZitost NP-dplné problémy

Dynamické programovani

Varianta ,,zdola nahoru*

Algoritmus 4

Require: n >0
Ensure: y = F(n)
1: if n =0 then
Algoritmus 3 potfebuje pole n 2 y<0

prvki pro uchovani minulych 3: else
¢lentd posloupnosti. 4. a<lb<«1
Jde to ale i bez néj. 5. fori=3tondo
6: c<a+b
7 a<bb<c
8: end for
9: y<b

10: end if e
] \x@%
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Maticova varianta

Jind explicitni forma

Pro ¢leny Fibonacciho posloupnosti plati také
1 11" [ Fap1 Fa
1 0] I

PouZitim opakovaného mocnéni snizime poZet krokid na O(log n).




Uvod Algoritmus SloZitost NP-tplIné problémy

Maticova varianta

Pomoci opakovaného mocnénf

Algoritmus 5 Algoritmus 5a

Require: n >0
Ensure: y = F(n)
1: if n =0 then

22 y<0
3: else

11
4: M<:{1 0]
5: M <

matpow(M, n — 1)
6: y < MJ[0,0]
7. end if

Require: n > 0,A[2 x 2]
Ensure: B =matpow(A, n)
1: if n > 1 then
2: B < matpow(A, n/2)

33 B<BA

4. end if

5: if n je liché then
11

6: B<A [ 10 }

7. end if




Porovnani variant

Vlastnosti jednotlivych algoritmi

Algoritmus Pamétové naroky Casova sloZitost

1 0o(1) O(log N)
2 O(N) O(F(N))
3 O(N) O(N)
4 0(1) O(N)
5 O(log N) O(log N)
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© Asymptoticka sloZitost




Asymptoticka slozitost
Velka O notace

Jakym zpiisobem se bude chovani algoritmu ménit v zavislosti na
velikosti (pottu, objemu) vstupnich dat?

Dva zakladni typy:

e Casova slozitost — vliv na dobu vypoctu

e pamétova slozitost — niroky na opera&ni pamét
Znatime:

e O(N) — linearni slozitost,

e O(N?) - kvadraticka slozitost,

e O(log N) — logaritmicka sloZitost.




Uvod Algoritmus SloZitost NP-tplné problémy

Asymptoticka slozitost
Velka O notace

Pro O(N?) mé zdvojnasobeni objemu vstupnich dat za nasledek
EtyFnasobnou dobu vykonavani algoritmu.

Pro O(log N) mize mit &tyfndsobny polet dat na vstupu za
nasledek dvojnasobnou dobu vykonavani algoritmu.

Pro O(1) je doba vykonavani algoritmu nezdvisla na velikosti
vstupu. )
\Vliv asymptotické pamétové slozitosti
Pro O(N) ma zdvojndsobeni velikosti vstupu za ndsledek
dvojndsob vysoké ndroky na operaéni pamét.

Pro O(2N) &ty¥nasobnd velikost vstupu zosmindsobi pam&tové
ndroky.
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Asymptoticka slozitost

2000 =

1500

1000

Slozitost
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® NP-lplné problémy




Uvod Algoritmus  Slozitost NP-dplné problémy
Rozhodovaci dlohy, tfida P

Velmi kratce z teorie vypocetni sloZitosti

vyroky ,,ANO" respektive ,NE".

Jako rozhodovaci tlohu ozna¢ujeme tlohu, jejimz YeSenim jsou
polynomialnim &ase.

Bé&zné ulohy v matematice Ize snadno prevést na rozhodovaci tlohy.

Rozhodovaci tloha L nileZi do t¥idy P, pokud existuje

deterministicky Turinglv stroj, ktery tuto Glohu rozhodne v

Jan P¥ikryl
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Ptiklady rozhodovacich dloh v t¥idé P

Minimalni kostra grafu — existuje kostra s ohodnocenim mensim,
nez c?

Nejkratsi cesta v grafu — existuje cesta mezi dvéma uzly s
ohodnocenim mensim, nez c?

Linedrni programovani — existuje arg max, w ' x > ¢ za danych
omezujicich podminek?

Komprese dat (LZW) — p¥idd komprese fetézce s do slovniku slovo
t?




Uvod Algoritmus  Slozitost NP-dplné problémy
N 7/
T¥da NP

Nedeterministicky polynomidlni tlohy

polynomialnim &ase.

Rozhodovaci tloha L ndlezi do tfidy NP, pokud existuje

nedeterministicky Turinglv stroj, ktery tuto tlohu rozhodne v
Plati P C N'P.

Nederministicky Turingliv stroj: vstupim miiZe odpovidat vice,
neZ jedna jedind akce (sekvence =-strom).

Jan P¥ikryl
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P¥iklady rozhodovacich dloh v t¥id&¢ NP

Vsechny ulohy tfidy P.
Izomorfismus grafu — Ize dané dva grafy nakreslit stejné?

Faktorizace &isel — pro dané n a k, existuje f : 1 < f < k,f|n?

Vsechny NP-(plné dlohy.




Uvod Algoritmus  Slozitost NP-dplné problémy

T¥ida NP-dplnych dloh

Nejt&zsi z tridy NP

T¥ida NP-Gplnych problémi je t¥idou rozhodovacich tloh, pro néz
plati nasledujici definice:

Rozhodovaci tloha L je NP-tiplnd, pokud ndlezi do t¥idy N'Pa
zaroveii jde o tlohu NP-téZkou

Co to znamena:

o Jakékoliv feSeni L lze ovéfit v polynomidlnim Zase

e Jakykoliv problém z tfidy NP Ize pFevést na L transformaci
vstupll opét v polynomialnim &ase

Tyto typy dloh umime ¥esit pouze p¥iblizné!
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P¥iklady NP-dplnych problémi

Problém batohu — Ize zabalit batoh tak, aby jeho hmotnost
neptresdhla m a cena véci byla alesponi c?

Problém obchodniho cestujiciho — existuje v grafu hamiltonovska
kruZnice o délce nejvyse c?

Obarveni grafu — Ize uzly daného grafu obarvit nejvySe ¢ barvami
tak, aby sousedici uzly nemé&ly stejnou barvu?

Problém &inského listonoe (pouze na smi¥eném grafu) — existuje v
grafu eulerovska kruznice o délce nejvyse c?
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