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Vyvojova stddia algoritmu
Aneb intuitivni stadia geneze

V literatufe Ize narazit na tvrzeni, Ze jakékoliv feSeni problému
spadd do nékteré z ndsledujicich kategorii:
® Na prvni pohled zfejmy postup
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Celkové jde o postupny vyvoj ,inteligence® algoritmu od vétSinou
naivniho a Casové neefektivniho postupu ke sloZitéj$im, ale
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Vyvojova stddia algoritmu

Primitivni a naivni feSeni

e Zakladni urover pokusti problém uchopit, pokud se
nevyzname (nebo jsme lini)

o Prohledavani pfili§ rozsahlého prostoru moZnych ¥eSeni

e V&tsinou je to to, co véds napadne jako prvni ;-).

Razeni seznamu zdm&nou sousednich prvkii (bubble-sort) &i
zat¥id ovanim vZdy jednoho prvku na sprdvnou pozici (insert-sort,
ten ma oviem své opodstatn&ni).




Vyvojova stddia algoritmu

Metodicka FeSeni

e Hlubsi analyza problému

o Netrividlni metodicky postup

e Rozdéleni tlohy na podproblémy

Razeni seznamu rekurzivni metodou merge-sort, respektive
quick-sort. Mozna heap-sort, i kdyZ ten aspofi z¢asti patfi i na dalsi
stranku.




Vyvojova stddia algoritmu

Chytra ¥eSenf

Casto specializovana

VyZaduji uz jit do hloubky zpracovavaného problému,
analyzovat vlastnosti dat

VétSinou neni na prvni pohled jasné, pro¢ to funguje

Lehkd nebyva ani analyza sloZitosti

Snad zaména pseudondhodnych za kvazindhodnd &isla pro
generovani vzorki v Monte-Carlo simulacich. Nebo sekvenénf{
Monte-Carlo.




Odbocka

Rozdil mezi pseudondahodn

m a kvazindhodnym

Uniform Random Scatter
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Rozdé&leni algoritmi podle zpisobu implementace

KdyZ dva délaji totéZ, nemusi to byt stejnym zplsobem

Existuje mnoho rlznych moZnych pf¥istupli k algoritmizaci postupu
Feseni:

@ Rekurzivni vs. iterativni pFistup
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Rozdé&leni algoritmi podle zpisobu implementace

Rekurzivni vs. iterativni p¥istup

Rekurze: pfi ¥eSeni dlohy provadi algoritmus sdm sebe nad
vybranou podmnoZinou vstupnich dat.

)

Iterace: p¥i Feseni tlohy provadi algoritmus opakovang& (v cyklu)
stejnou dlohu nad ménici se mnoZinou dat.

Vypotet Fibonacciho posloupnosti F(n) = F(n—1) + F(n— 2) lze
provadét obéma zpisoby.




Rozdé&leni algoritmi podle zpisobu implementace

Logické programovéni (algoritmus=logika+¥izeni)

Pouziti prostfedk matematické logiky k vyjad¥eni postupu
vypoctu.
Logicky program je dan

e vyrokovou logikou — zapis odvozovacich pravidel

e Fizenim — zpracovani zapsanych pravidel néjakou formou

automatického dokazovani

P¥iklad deklarativniho programovani: vyrokova logika pouze Fika,
jaky vypolet se ma provést a nikoliv, jak tento vypolet provést.




Rozdé&leni algoritmi podle zpisobu implementace

Sériovy vs. paralelni vypocet

P¥i sériovém vypoctu pocitdme vzdy jenom jednu instrukci,
algoritmus se vykonava jedinkrat. Varianta: SISD.

Paralelni vypofet znamena vice instanci algoritmu na vice
procesorech nebo potitatich. Varianty: MISD, SIMD, MIMD.

SIMD: GPU modernich grafickych karet.
MIMD: distribuované vypotty Seti@home, GIMPS a podobné.




Vyhoda paralelniho pfistupu

Jak vypada vevnit¥ graficka karta

GeForce GTX 280 Graphics Processing Architecture
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Rozdé&leni algoritmi podle zpisobu implementace

Deterministicky vs. nedeterministicky p¥istup

Deterministicky p¥istup odpovida striktni definici algoritmu: vZdy
dospéje ke stejnému vysledku.
Nedeterministicky algoritmus obsahuje jeden nebo vice bodd, v

nichZ nasledujici krok neni pevné uréen a nahodné se zvoli jedna z
pfedem definovanych akci — nedospéje vzdy ke stejnému vysledku.

Baleni (mého) batohu na hory.




Rozdé&leni algoritmi podle zpisobu implementace

P¥esné vs. pfiblizné Fedeni

Nékteré ulohy trvaji vyfesit prili§ dlouho nebo je nelze vyfesit v
rozumném Case vibec.

Pro ,t&zké" problémy je &asto postalujici alespofi pfiblizné (tém&¥
optimdlni) ¥eZeni.

Problém obchodniho cestujiciho: Zkuste si zoptimalizovat cestu
pres stovku zastdvek pro kuryra UPS/DHL /FedExu.




Zakladni postupy pfi algoritmizaci

Aneb rozdéleni podle navrhového paradigmatu

@ Rozdél a panuj

® Redukce

© Linedrni programovani

® Dynamické programovani

@ Hladové algoritmy (greedy methods)
@ Probabilistické a heuristické algoritmy




Rozdél a panuj

Divide and Conquer

Klasicky ptistup k dekompozici problému na jednodu$si podilohy
stejného problému (divide) a spojeni jejich Fedeni v jeden celek
(conquer).

e Casto spojen s rekurzi

Podproblémy nemusi byt nutné zcela stejného typu
Viyhody: snadnd paralelizace, rychlost, vhodny pro
konceptudlné slozité problémy

Nevyhody: pamé&tova naroénost, rekurze

Jiz zminény merge-sort, jenZ déli Yazena data na mensi
podmnoZziny, jez pak Fadi stejnym pFistupem do té doby, neZ narazi
na jednoprvkovou mnoZinu dat — ta je sefazena vzdy.

Dalsi priklady: FFT, metoda pileni intervalu v_numerice. = -




Redukce

P¥evod do dualni reprezentace

Redukci nazyvdme transformaci feSeného problémy na jiny,
ekvivalentni problém, jenZ umime ¥eSit efektivngji.
slozitosti

e PYevddime sloZité tlohy na dlohy s n

v/

iZ8i asymp

totickou

e | za cenu pfevodu bude FeSeni trvat kratsi dobu
prvku z tohoto vektoru.

Hledani medidnu mnoZiny dat. Prvnim krokem mize byt sefazenf{

celé mnoZiny do vektoru dat, druhym potom vybér prostfedniho




Linedrni programovani

Jednoduchy p¥istup k optimalizaci

Optimaliza&ni postup na nalezeni vdZzeného maxima soustavy
linedrnich rovnic a nerovnic za ur&itych pevnych omezeni

e Problém vyjadfime soustavou rovnic, nerovnic a omezenf{

e Tuto soustavu ndm vy¥esi n&jaky genericky ¥e$i¢ (simplexovd
metoda)

e Neni to programovaci postup per se

o Castou variantou je celo&iselné programovani (prostor omezen
na celd &isla)

Nalezeni maximalniho toku mezi dvéma uzly orientovaného grafu.
Optimalizace délky zelenych pro SSZ snizujici délky front vozidel

na semaforech. %




Dynamické programovani

Jak si uSetfit praci

P¥i YeSenf sloZitych problémi s uréitou strukturou se &asto velké
bloky poddloh poditaji vicekrat. Dynamické programovani
zamezuje opakovanému vypoltu zapamatovanim si vysledki
vyfeSenych podproblémd

e Podobné paradigmatu rozdél a panuj — podulohy ale jsou
rizného typu

e Pokud se v feSeni dlohy nevyskytuji opakujici se shodné
podulohy, nijak ndm DP nepomiize

Nalezeni nejkrat$i cesty mezi dvéma uzly orientovaného
ohodnoceného grafu. “%:;i




Hladové algoritmy
Greedy Algorithms

Urcitou t¥idu uloh Ize ¥esit vyb&rem lokalniho optima (maxima,
minima) v kazdém kroku algoritmu a mit zaruZeno, Ze dojdeme ke
globalnimu optimu.

Vybér nejmensiho po&tu platidel pro uréitou sumu.
Nefunguje pro denominace 1,7,10.




Probabilistické a heuristické metody

Probabilisticky pfistup pouZivaji randomizované algoritmy,
naptiklad Monte-Carlo metody. Vysledkem je (rychly) intervalovy
odhad YeSeni na uréité hladiné pravdépodobnosti.

Heuristické metody pouZzivaji k YeSeni hruby odhad na zakladé
zku8enosti programatora ¢&i odpozorovanych obvyklych vysledkd.
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© Konetné automaty a Turinglv stroj

Koneény automat

Turingiiv stroj
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Matematické modely pocitac

Jiz v roce 1936 se Alan Turing, Alonso Church a Kurt Godel
zabyvali teoretickymi zdklady, na nichz by se dala moderni
poditatova véda definovat.
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Matematické modely pocitac

Jiz v roce 1936 se Alan Turing, Alonso Church a Kurt Godel
zabyvali teoretickymi zaklady, na nichz by se dala moderni
poditatova véda definovat.

Nezavisle na sobé hledali univerzalni model, ktery by z hlediska
funkce bez ohledu na fyzikaln{ vlastnosti popsal chovani
libovolného vypoctu — algoritmu.

Nejéasté&ji zmifiovanym YeSenim se stal model Alana Turinga, ktery
byl zaloZen na matematické abstrakci vypoletniho stroje jako
kone&ného automatu.




Co je to koneény automat
Finite State Machine (FSM)

Primitivni automat, jenz &te symboly néjaké definované abecedy na
vstupu a podle nich ptechazi mezi rliznymi vnitfnimi stavy. Nema

vnitfni pamét.

MiZe byt deterministicky nebo nedeterministicky.
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Turinglv stroj

Formalni popis

Motivace: Existuje mechanicky proces, kterym je mozno
rozhodnout o pravdivosti libovolného matematického teorému nebo
vyroku.

Turinglv stroj simuluje praci matematika p¥i vytvareni dikazu:
e nekonend tabule (pro psani i &tenf)
e mozek (Fidici jednotka)

Formalizace Turingova stroje

e misto tabule oboustranné nekonetnd paska
e misto k¥idy Eteci a zapisovaci hlava, kterou lze posouvat

e misto mozku koneéna Fidici jednotka




Uvod Teoreticky zdklad Kone¢né automaty Prvotisla Nejvy33

Turinglv stroj

Vlastnosti

Takovy stroj mél n&kolik zakladnich vlastnosti:

e musel nahradit sloZitou symboliku matematickych krokd. V
takovém pf¥ipadé $lo kazdou koneénou mnoZzinu symboli
nahradit pouze dvéma symboly (jako je 0 a 1) a prazdnou
mezerou, kterd by oba symboly oddélovala.

e podobné jako si matematik zapisuje poznamky na papir, md
Turinglv stroj k zdpisu nekonecnou pasku skladajici se z
bun&k, do/ze kterych se symbol zapisuje/&te.

¢ nad touto paskou je mozné provadét za pomoci &teci hlavy
operace Cteni, zapisu a posunu pasky (read, write, shift left,
shift right).

e protoZe je mozné symboly &ist, zapisovat nebo se posunovat
po pasce, je pro Turinglv stroj diileZity vnit¥ni stav, ve kterém
operaci &teni provadime (&teny symbol a stav uréuji dalsi akciw
a prechod do daléiho stavu) : Wg

o & = = A0




Turinglv stroj

Formalni definice

Klasicky Turingliv stroj je kone¢ny automat, jenZ miizeme popsat
sedmici T ={Q,T,b,X,d,qo, F}, kde

Q je kone&na mnoZina vnit¥nich stavi,

[" je kone¢nd mnoZina symbolli abecedy na pasce,

b €T je symbol pro prdzdné policko,

Y C T\ {b} je mnoZina vstupnich symbold na pasce,

d: Q@xT— QxT x{L,P} je pfechodova funkce, popisujici
zménu stavu, zapis na pasku a posun hlavy,

® go € Q je polatelni stav stroje,
F C Q je mnoZzina koncovych (akceptovanych) stav.

Cokoliv, co odpovida tomuto formalnimu zapisu, je Turinglv stroj.%%%

RN Ge
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@ Prvodisla
Vlastnosti prvocisel
Zajimavosti
Mersennova ¢&isla

Fermatova &isla

Faktorizace prvocisel %




Prvocisla

Definice

Zndme dvé& skupiny ptirozenych &isel n € N.




Uvod Teoreticky zaklad Kone¢né automaty Prvogisla Nejvy33

Prvocisla

Definice

Zname dvé& skupiny pFirozenych &isel n € N.

Prvotislem nazyvdme takové pfirozené Cislo n € N, které je beze
zbytku délitelné pravé dvéma riznymi pFirozenymi &isly a to
jedni¢kou a samo sebou.

Cislo 1 tedy neni prvoislo.

[m} = =
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Prvodisla

Definice

Zname dvé& skupiny pFirozenych &isel n € N.

Prvodislo
Prvodislem nazyvdme takové prirozené &islo n € N, které je beze

zbytku délitelné pravé dvéma riznymi pFirozenymi &isly a to
jedni¢kou a samo sebou.
Cislo 1 tedy neni prvodislo.

v,
Cislo slozené

Celé ¢islo rizna od jedné, jez neni prvolislem, nazyvame slozené

Cislo.

[m} = =



Prvocisla

Vlastnosti prvocisel:

e Pro prvotislo p plati p|a-b = (p|a) vV (p]|b).
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Vlastnosti prvocisel:

e Pro prvotislo p plati p|a-b = (p|a) vV (p]|b).
o KaZdé sloZené &islo Ize jednozna&né vyjadfit jako soutin
prvodisel.

Napfiklad 42 =2-21=2-3-7. l
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Prvocisla

Vlastnosti prvocisel:

e Pro prvotislo p plati p|a-b = (p|a) vV (p]|b).
o KaZdé sloZené &islo Ize jednozna&né vyjadfit jako soutin
prvodisel.

Napfiklad 42 =2-21=2-3-7. I

e Pokud p je prvotisloaa€Z: 0<a< p, pak p|(aP — a).

o Ke v8em celym kladnym &isliim a € Z : a > 0 Ize nalézt
prvodislo p:a < p < 2a.

Necht a = 42. Nerovnici p : 42 < p < 84 spliiuji prvotisla 43, 47, 53, 59,
61, 67, 71, 73, 79, a 83. %
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Prvodisla

P&kné od zadatku ...

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 3 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
61 62 63 64 65 66 67 68 69 70
172 73 74 75 76 77 78 79 80
81 82 83 84 8 86 87 83 89 90
91 92 93 94 9 96 97 98 99 100

101 102 103 104 105 106 107 108 109 110
111 112 113 114 115 116 117 118 119 120

Uméli byste pokracovat dal?

[m} = =



Kolik je prvocisel?

Oznatme 7(N) poket prvotisel < N.
Potitejme zkusmo hustotu prvo&isel gy v intervalu (1, N):
o v desitce &isel je 7(10) = 4 prvodisla, tedy

~m(10) 4
010 ="~ =19~ 04

e ve stovce &isel je m(100) = 25 prvotisel, tedy

7(100) 25
- -2 02
0100 = —y55” = 150 ~ O

e v tisicovce &isel je 7(1000) = 168 prvotisel, tedy
m(1000) 168 — 0,168

01000 = “1000 1000 %%




Kolik je prvocisel?

Hustoty prvodisel

V roce 1792 si mlady C. F. Gauss v3iml, Zze w(N) je p¥iblizn& rovna

podilu N/InN.
N 10 10° 103 10% 10° 10°
oN 0,400 | 0,250 | 0,168 | 0,123 | 0,096 | 0,078

1/InN | 0,434 | 0217 | 0,145 | 0,108 | 0,086 | 0,072
N/InN || 4,3429 | 21,715 | 144,76 | 1085,7 | 8685,9 | 72382
m(N) 4 25 168 | 1229 | 9592 | 78498
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Kolik je prvotisel?

Prvotiselnad véta

Nejedna se o ndhodny jev, pfi dostate¢né velkém N je hustota
prvocisel v intervalu (1, N) rovna

1
l -
N N TN

Gaussovi bylo tehdy patndct let. Diikaz tohoto tvrzeni pfisel az
0 100 let pozdéji.

Prvodiselna véta

Jan P¥ikryl




Co jesté vime o prvocislech?

Eukleidiiv diikaz

Prvotisel je nekone¢n& mnoho:

Pfedpokladejme, Ze existuje nejvétsi prvodislo a oznaéme jej
Pm
Sestrojime soucin v3ech prvolisel az do py:

M
i=1

Cislo N + 1 nemiize byt délitelné ani jednim z prvolisel p;, jeZ

déli N.

To znamend, e N + 1 je bud prvocislo, nebo &islo sloZené, jez

ma ve svém rozkladu jiné prvolislo py > pum.

Spolu s Eukleidem jsme dospéli ke sporu! %

Musi tedy platit, Ze prvocisel je nekoneéné mné!gho.
< .




Eukleiddv diikaz
Eukleidiiv ditkaz je klasicky existenéni diikaz: Re&i pouze otdzku
vdechna prvodisla.

existence nekone¢né mnoZiny prvodisel, nefesi otazku jak nalézt




Goldbachova hypotéza

Goldbachova hypotéza ¥ika, Ze kazdé sudé &islo vétsi nez 2 Ize
vyjadFit jako soucet dvou prvocisel, napfiklad

8 = 345
10 = 3+7
12 = 5+7
14 = 3+11
16 = 5+11
18 = 7+11

Experimentéln& prov&feno do hodnot 2 x 1017




Zajimavosti

Parova prvolisla

Parova prvotisla: jejich rozdil je 2 (naptiklad 17 a 19), nejv&tsi
dosud znamé prvodiselné pary jsou

16869987339975 . 2171960 4 1
100314512544 015 . 2171960 4 1

Odhaleni chyby matematického koprocesoru origindlniho Intel
Pentium P5 (The Intel FDIV Bug).




Zajimavosti
The Intel FDIV Bug (1)

Thomas Nicely, Lynchburg College, Virginia (1994): Numericky
vypocet soultu harmonické Fady s parovymi prvocisly.

O jaké Fady jde:

e harmonicka ¥ada
o0
1
E - = 0
n
n=1
e prvodiselnd harmonicka ¥Fada
(o]
1
E - = 0
Vp p

ODb& tyto Yady diverguji. %




Zajimavosti
The Intel FDIV Bug (2)

Oproti tomu
pp 3 5 7 20 131 7
Vp2
= 1,902160583104
konverguje.

V &ervnu 1994 Thomas Nicely obdrzel po povyseni starého
pod&itate na P5 hodnotu

1,9021605778

lisici se od plvodnich vypocltl na i486 — a v Fijnu ozndmil chybu .
v FPU Pentia. Jct




Zajimavosti
The Intel FDIV Bug (3)

Tim Coe, Vitesse Semiconductor, Southern California

o _ 4195835 _ 5.7-(22-3*.5.37+1)
3145727 3.220 1 o
=1,33382044 . ..

FPU v Pentiu P5 v8ak davala hodnotu

. 4195835 5 x 7 x 119881
3145727 13 x 241979

= 1,33373906. ..

Chyba nastava pfi reprezentaci &isel typu M, = 2" — 1, co? jsou
tak zvana Mersennova &isla.
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Mersennova d&isla

Definice

Marin Mersenne (1588-1648) uvefejnil ve své knize
Cogitata Physica-Mathematica (1644) tvrzeni, Ze

¢isla tvaru

2" -1
jsou prvotisly pro
n=2,3,57,13,17,19,31,67,127,257 a jsou ¢&isla
sloZena pro ostatni pfirozena &isla n < 257.

Jestlize 2" — 1 je prvodislo, pak se nazyvda Mersennovo prvocislo.

Lze dokazat, Ze pokud je 2" — 1 prvolislo, je i n prvocislem. .

CIARY- = = z ©ac



Mersennova d&isla

OvéFovani

Prvodiselny charakter Mersennovych &isel nebylo snadné dokazat:

e Euler (1750): 23! — 1 je prvoislo.
e Lucas (1876): 2127 — 1 je prvotislo.
e Pervouchine (1883): Mersenne zapomnél na 261 — 1.

e Powers (?) ukazal, Ze existuji dal3i &isla, kterd Mersenne
neuvedl: 289 — 1 2 2107 1.

Mersenniv interval n < 257 byl (pln& prozkouman v roce 1947 a
bylo dokadzano, Ze spravné tvrzeni obsahuje 12 exponenti:

n=23,5,7,13,17,19, 31,61, 89, 107, 127.




Mersennova d&isla

Uvod Teoreticky zaklad Kone¢né automaty Prvogisla Nejvy33
Vypod&et novych

Ms21, Meo7, M1 279,

K dne$nimu dni bylo nalezeno dalSich 35 Mersennovych prvocisel
-+ s Ma2643801, Maz112609-
(GIMPS (The Great Internet Mersenne Prime Search)
Paralelizované hledanf jehly v kupce sena:
e Distribuovany vypocet ve volnych cyklech procesoru
e Zatim posledni Mersennovo prvoéislo bylo nalezeno
6. zari 2008 ve tvaru

237 156 667 1
e http://www.mersenne.org/

Jan P¥ikryl

i



http://www.mersenne.org/

Fermatova ¢&isla

A jejich vztah k prvodislim

Je znamo, ze F, je

Fo=2%"+1.

e prvocislem pro 0 < n<4a

Pro nezaporné n > 0 nazyvame n-tym Fermatovym ¢&islem vyraz

e (islem sloZenym pro 5 < n < 23.
N?

Fermat se plivodné domnival, Ze F, jsou obecné prvodisla.

Jak vlastn& rozhodneme, na jaké soulinitele rozlozit slozené &islo
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Faktorizace prvocisel

Pro¢ to?

Zakladni véta artimetiky

Kazdé prirozené Cislo vétsi nez 1 Ize jednoznaéné rozloZit na soucin
prvocisel.

Nalezeni rozkladu malych &isel na prvodisla je relativné jednoduché:

Zkouska dé&lenim

Pro vypocet prvoliselnych soudiniteld &isla N stai otestovat
v8echna prvodisla p; < v/ N. Prvodinitele ziskdme napftiklad
pouzitim Eratostenova sita.

[m] = =




Faktorizace prvocisel

Jak faktorizovat velkd prvocisla

Narocnost faktorizace vyrazné roste s délkou prvoéisla.

Praktické dasledky:

e (+) kryptografie (3ifrovani vefejnym klitem, RSA),
e (-) vypolet multiplikativnich funkei —
Va,b: f(ab) = f(a) - f(b),
e (-) kompresni algoritmy.
Metody prosévani:
e Erastothenovo sito
o (Generické—Specialni) prosévani &iselného pole

e Pollardova p-metoda
e Rozklad na Fet&zové zlomky %%%




Faktorizace prvocisel
Metody

Pro rozklad velkych &isel na prvoliselné soulinitele se pouZzivaji
celotiselné vlastnosti eliptickych k¥ivek

v =x3+ax+b

Na strankdch
http://www.alpertron.com.ar/ECM.HTM

v

muiZete ovéFit G¢innost téchto matematickych metod.



http://www.alpertron.com.ar/ECM.HTM
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Faktorizace Fermatovych ¢isel

Jak na né&

e Euler (1732) nalezl rozklad
F5 =641-6700417 = 4294967 297.

o 73dné dal¥f prvodislo tvaru F, = 22" 4+ 1 neni pro n > 24
znamo.

Dgjiny faktorizace

Rozklad Fermatovych &isel se od doby Eulera stal velkou soutéZi o
vhodné algoritmy.

Samostatny mikrokosmos numerické matematiky: F,, roste v po&tu

cifer zavratné rychle — algoritmus vhodny pro faktorizaci F,, nemusi

byt pouZitelny pro Fpi1. B

[m] = =



Faktorizace Fermatovych ¢isel
Fe

V roce 1880 Landry zvefejnil soudin
F6 = 274177 - P14.

Algoritmus, kterym Landry k tomuto vysledku dospél, nebyl nikdy
publikovan.




Faktorizace Fermatovych ¢isel

F7

V roce 1970 Morrison a Brillhart nalezli pomoci metod fetézovych
zlomki soucin

F7 = 59649589127 497 217 - p2».

V letech 1877-1970 bylo objeveno nékolik nevelkych soudinitel(
Fermatovych &isel ve tvaru k - 272 4+ 1 pro n > 9.

Naptiklad jiz v roce 1903 Western nalezl

Fg = 2424833 x C143,

kde Ci4g je celé 148-ciferné &islo.




Faktorizace Fermatovych ¢isel
Fg a Fg

V roce 1980 Brent a Pollard nalezli soudin

Fs = 1238926361552897 X pe2

Pollardovou p-metodou.

V roce 1990 skupina matematikl a pocitatovych odborniki kolem
Pollarda pouzila vice nez 700 pracovnich stanic rozmisténych po
celém sv&t& a odvodili metodou SNFS (Special Number Field
Sieve) pro

Fg = 2424833 x Pag X Pgg.




Faktorizace Fermatovych ¢isel

Soudasnost

V ¥ijnu 2003 John Cosgrave se spolupracovniky na St. Patrick’s
College nalezli soutinitele Fermatova &islu

Faazgreo = (3 x 22478785 1 1) . k.

Faktorizace:

e neni kompletni pro viechna Fermatova &isla, o kterych vime,
Ze jsou rozloziteln3d,

e napfiklad pro Fi2 neni zndm sou&initel Cy1g7 o velikosti 1187
cifer,

e podobné& pro Fi3, Fis, F16, F17, F1s, F19, F21 @ F23 chybi ‘
soutinitele riiznych cifernych délek. %%




Faktorizace Fermatovych ¢isel
Prehled

257

65 537

641-6700417

274177 - 67280421310721

59649589127 497217 - 5704689 200 685 129 054 721
1238927497 217 - pgo

2424 833 - pag - pog

O© 0O NO Ol b~ WDN K- OIS

V tabulce oznaduje py k-ciferné prvodislo. Nap¥iklad
Fe = 274177 - 67280421310721 = 274177 - p14. %%%

oy @ = = = 9ac
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@O Nejvyssi spoletny délitel

Eukliddv algoritmus
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Nejvyssi spole¢ny délitel

Definice

V celo&iselné aritmetice délime se zbytkem: je
a=qb+r.

Pro dvojici celych &isel a a b ma smysl hledat nejvyssi celé &islo d,
které obé &isla déli beze zbytku.

e

Nejvyssi spolecny délitel

Nejvyssi spole¢ny délitel dvou nenulovych celych &isel a € Z a
b € Z je nejvétsi nenulové pfirozené &islo d € Z — 0 takové, Ze
dla A d|b.

Zapisujeme gcd(a, b) = d.
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Nejvyssi spole¢ny délitel

Definice

V celo&iselné aritmetice délime se zbytkem: je
a=qb+r.

Pro dvojici celych &isel a a b ma smysl hledat nejvyssi celé &islo d,
které obé &isla déli beze zbytku.

e

Nejvyssi spolecny délitel

Nejvyssi spole¢ny délitel dvou nenulovych celych &isel a € Z a
b € Z je nejvétsi nenulové ptirozené Cislo d € Z — 0 takové, Ze
dla A d|b.

Zapisujeme gcd(a, b) = d.

| A\

Nesoudé&lna &isla

Cisla a € Z a b € Z nazyvame nesoud&Ina (relative primes), 2
pokud gcd(a, b) = 1. st




Euklidova ¢&isla

Euklidova ¢&isla

Cisla definovana rekurenci

nazyvame Euklidova ¢&isla.

e,=€e16ee63...6e,.1+1

Prvni &tyfi Euklidova ¢&isla

jsou prvocisla.

€1
€2
€3

€4

1+1=2
2+1=3
2x3+1=7

2x3x7+1=43
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Euklidova ¢&isla

Pokragovani

Dal3i Euklidova ¢&isla aZ na eq

s = 2.3.7-434+1=1807=13-139 (1)
e = 2.3.7-43.1807+1=23263443 (2)
e = 547 - 607 x 1033-31051  (3)
g = 29881 -67003-9119521 - 6212157481  (4)

jsou sloZena Cisla. Pro v8echna ¢&isla eg. .. e17 je dokadzano, Ze jsou
to slozena ¢isla.

Euklidova ¢&isla jsou nesoudélna ¢&isla, protoZe jejich nejvétsi
spole¢ny délitel je roven 1:

ged(em, en) = 1.

[m] = =

Qg
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Euklidav algoritmus

Chytré ¥eSeni problému

Plvodné formulovdn geometricky cca 300 p¥.n.l. Eukleidés hledal
nejdelsi uselku, kterd by se beze zbytku vesla do dvou delSich
uselek.
Diikaz
@ Necht a a b jsou nenulovd celd &isla, jejichz ged() potitame.
® Pokud a > b, platia=gb+ r.
© Pokud existuje d takové, Ze d|a a d|b, pak také d|r, protoze
pro a=sd a b= td bude r = (s — gt)d.
O Je tedy ged(a, b) = ged(b, r) a stadi tedy hledat ged(b, r).
@ Protoze r < b, vypolet v konecném poctu krokl skon&i
stavem r = 0.

[m} = =
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@ Modularni aritmetika




O &em to vlastné vSechno je

Kratkd motivaéni vlozka

Modularni aritmetika je aritmetikou na mnoziné celych ¢&isel Z

v niz se &isla opakuji po dosaZeni urdité hodnoty n, jiz nazyvame
modul.

Na rozdil od béznych celodiselnych operaci se zde po kazdé operaci

provede jesté celotiselné déleni modulem n a vysledkem operace je
zbytek po tomto déleni.

[V

V modularni aritmetice modulo 7 maji &isla 8 a 71 shodné
reprezentace, protoze 8mod7 = 1 a zaroveri 71 mod7 = 1.




K &emu to vlastné vsechno je

Kratkd motivaéni vlozka

Celotiselnd aritmetika v pocita&ich je moduldrni.

25010 je v osmibitové aritmetice rovno 4 (tedy 260 mod 28).
12-16 je v osmibitové aritmetice rovno 252 (co? je —4 mod 28).

Praktické aplikace modularni aritmetiky:

e pFenos zprav — ochrana zprav proti chybam, komprese,
zajisténi integrity, utajovani,

e vypocetni technika — haSovaci funkce, pseudonahodna ¢&isla,
dvojkova komplementarni reprezentace celych &isel, aritmetika

s VELKYMI celymi &sly. %%
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@ Délitelnost a kongruence %



Délitelnost

P¥ipomenuti

Na mnoZiné celych &isel Z méjme definovana dvé &isla: a, b.

I-yil'ka'me, Ze a déli b, pokud existuje libovolné ¢ € Z takové, Ze
b= ac.

Pro zkriceny zapis toho vztahu pouZivdme symbol a|b.

Pro spole&ny délitel c &isel a a b plati, Ze c|a a zarovefi c|b.




Délitelnost

Nejvétsi spole¢ny délitel

Cislo d oznatujeme jako nejvétsiho spoletného délitele &isel a a
b a zapisujeme d = gcd(a, b), pokud plati, Ze

e Cislo d je spole¢ny délitel a a b, a
e pokud existuje ¢ # d takové, Ze c|a a zarovefi c|b, pak také
cld.

Cislo gcd(a, b) je tedy nejvétsim kladnym celym &islem je déli jak
a, tak i b, s vyjimkou gcd(0,0) = 0.




Kongruence

P¥ipomenuti

UvaZujme libovolny modul n takovy, Ze n € N a zvolme si dvé celd
isla a, b € Z.

Pokud v moduldrni aritmetice plati, Ze amod n a bmod n jsou si
rovny (maji stejny zbytek po d&leni n), ¥fikdme, Ze Ze a je
kongruentni s b modulo n a zapisujeme

a = b(mod n).

Je tedy 8 = 71 (mod 7), 8 je kongruentni s 71 modulo 7.
Pozor na zdporng &isla: —1 = 7 (mod 8).




Kongruence
P¥iklady

M&jme abecedu velkych pismen Zeské abecedy, {A,A, B,...,Z,7},
reprezentovanou numerickymi hodnotami {1,2,...,42}. Nad touto
abecedou provadime v8echny matematické operace moduldrné,

s modulem 42.

V takové moduldrni aritmetice jsou si rovny napfiklad reprezentace

celych ¢isel —41, 43 a 320328919, protoze zbytek po déleni 42 je
vZdy 1:

—41=43(mod 42) & —41=43+42.(-2),
—41 = 320328919 (mod 42) <« —41 = 320328919 + 42 - (—7626880),
320328919 = 43 (mod 42) <« 320328919 = 43 + 42 - 7626878.

Znak A miZe tedy reprezentovat libovolné z &isel —41, 43 a

3203289109. %%%




Kongruence
P¥iklady

MnoZinu v8ech celych &isel, ktera jsou kongruentni s né€jakym m
modulo n je zvykem nazyvat tfida kongruence a zapisovat ji m,
bez uvedeni modulu kongruence.

Napfiklad &islo 3 v modulu 5 miZe zastupovat i vSechna &isla s
nim kongruentni (...,—7,—2,3,8,13,...). V textech bude tato
t¥ida kongruence oznaZovéna jako 3.

Vlastnosti kongruence modulo n umoZiiuji po&itat pouze se zbytky
po déleni timto modulem a vysledek pak zobecnit na vSechna &isla.
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Vlastnosti moduldrni aritmetiky

Uzav¥eni

Modularni aritmetika je uzav¥ena vici operacim s¢itdni a ndsobenf:

a+b = a+b,
a—b = a—b,
a-b = a-b.

V aritmetice modulo 7 by m&lo platit 2 +
—1€6 jevysledek 9 —1 =8¢ 1.

=<
—+
NI
[«)]]
I
ol

Podobné zkuste v aritmetice modulo 7 ové&fi




Vlastnosti moduldrni aritmetiky

Komutativita a asociativita

S&itani a nasobeni v moduldrni aritmetice je komutativni a

asociativni:

Y]
o ol

(3+b) +

(a-b)-

ol 0l




Vlastnosti moduldrni aritmetiky

Komutativita

Pro s€itani a nasobeni v modularni aritmetice existuje identita, pro
s¢itani i inverze:

Il
v Ol vl

V moduldrni aritmetice modulo 7 je 28 € 0 a 15 € 1. Pro jejich
soucet plati (28 + 15)mod 7 = 43 mod 7 = 1.

V moduldrni aritmetice modulo 3 je 10 € 1 a 8 € 2. Pro jejich
soutin plati (10 - 8) mod 3 = 80mod 3 = 2.

Jak dopadne soulet 57 a -73 v aritmetice modulo 87 %

=] F = = £ DA




Vlastnosti moduldrni aritmetiky

Modularni déleni

Pokud
a-d=b-d(modn)

obecné neplati, Ze také

a = b(modn).

Jsou dvé varianty

® Pro d a n nesoud&Ind je opravdu a-d = b - d (mod n).
@®Prod#0jea-d=b-d(modn-d).




Vlastnosti moduldrni aritmetiky

P¥iklady na modularni déleni

Pro 170 =35(mod3) — 5-34 =5-7(mod 3) je 34 = 7 (mod 3),
protoZe 3 a 5 jsou nesoudélna &isla.

Z kongruence 10 = 6 (mod4) — 5-2=3-2(mod?2 - 2) plyne
5 =3(mod?2).

Co vyjde pro 10 = 6 (mod 3) ?
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Definice

Pierre de Fermat, 1640

Pro a € Z a prvotislo p € N takové, Ze p 1 a plati
a1 =1 (mod p)
a v alternativnim tvaru

aP = a(mod p)
Ve skuteZnosti je a?(P) = 1(mod p), kde ¢(p) je takzvani
Eulerova funkce.

Malad Fermatova véta je zdkladnim stavebnim kamenem algoritmu
generovani Sifrovaciho kli¢e asymetrické Sifry RSA. Je také nutnou

podminkou pro prvodisla. %




Multiplikativni inverze

Definice

Pro a€ Z a n € N je celé &islo x multiplikativni inverzi, pokud
splfiuje podminku
a-x=1(mod n). (5)

Pro nejmensi multiplikativni inverzi plati, Ze x je nejmensi
moznou kladnou multiplikativni inverzi k a a oznatujeme ji a=*.

Z Malé Fermatovy véty pfitom plyne, Ze
a~l=aP"2(mod p). (6)

pro a € Z a prvotiselnd p € N takova, Ze p 1 a.




Multiplikativni inverze
P¥iklad

Chceme spotitat a~1 pro n =11 a a = —3. Volime postupn&
x =1,2,..., prvni kladné &islo x spliiujici vztah (5) je x = 7:
—3.7=1(mod 11).
PouZitim Malé Fermatovy v&ty (6) mame

—1 — (_q\11-2 1 -
a =(-3) (mod 11), tedy a—* = —19683 (mod 11) coZ je to
samé, jako a~! = 7 (mod 11) protoZe jde o stejnou t¥idu
kongruence.

Zkuste si to nyni sami pron=7 a a=>5. V;(




T¥i ndmoftnici, opice a kokosy

Problém

Na pustém ostrové ztroskotaji tfi ndmotnici. Jedind potrava,
kterou b&hem dne nasli, je hromada kokosovych ofechi.

V noci se prvni ndmotnik probudi, spravedlivé rozdé&li hromadu na
tfi dily, pfitemZ jeden kokos zbyde — ten dostane opice. Svou
tfetinu ndmo¥nik ukryje, zbytek navrsi zpatky a jde zase spat.
Postupné hromadu stejnym zplisobem ,tfetina pro mne, jeden
kokos opici, zbytek vratit" zmensi jeho oba druhové.

Rano si hromadu rozdéli na tfetiny, opét zbyde jeden kokos, ten
dostane opice.

Kolik musi byt v plivodni hromadé kokosli, aby to fungovalo?




T¥i ndmoftnici, opice a kokosy
Regeni (1)

Prvni ndamofnik za¢ind s hromadou obsahujici n = 1 (mod 3)
kokosovych ofechi.

Druhy namotnik délil hromadu s

2(n—1
my = % =1(mod3)
ofechy, tfeti ndmof¥nik pferozdéloval
2 -1
my = % = 1(mod3)

ofechl a ve zbylé hromadg jich muselo zlstat

_ -1) _
ms3 = —5 = 1 (mod3). %%

=] F = = £ DA




T¥i ndmoftnici, opice a kokosy
Regeni (2)

Hodnotu ms spocteme jako

.2 2 8  38_
373" T3 T T T T 7

a rovnici v moduldrni aritmetice YeSime pro n

8n — 38 = 27 (mod 81) = 8n = 65 (mod 81).

Délit osmi nemizZeme, mizeme ale ndsobit multiplikativni inverzi
(pro jejiz vypolet nelze pouZit Fermatovu vétu — prot?):

n=8"1.65=71-65=79(mod81).

Nejmensi pocet kokosli v hromadé je tedy 79 (ale miZze byt i 160,

241, ...). o8

u]
o)
|

i
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ISBN

Neboli International Standard Book Number

M3 ho kazdd kniha, identifikuje zemi &i region pivodu, nakladatele
a vydani. Existuje ve verzi ISBN-10 a ISBN-13. Na posledni pozici
kazdého ISBN je kontrolnf cifra.

Méjme ISBN 0-552-13105-9. Kontrolni cifra ISBN-10 se poé&itd v
modulu 11, pro p¥ipad zbytku 10 se pouzije znak X.

Kontrolni soucet je
0-10+5-94+5-842-74+1-64+3-54+1-440-34+5-24+9-1=
143 mod 11 = 9. Uvedené ISBN je opravdu platné.

Coz takhle 80-85609-70-37




Rodné &islo
Varianta po roce 1954

Jednoznatny identifiktor ob¥anti CR a SR obsahujici tidaj
o datumu narozeni, pohlavi a do roku 2004 i lokalité porodnice.

MuZ narozen 22. tnora 1959, rozlidujici troj&isli 177 (Zlin?).
Posledni cifra rodného &isla zajistuje délitelnost ciferného souttu
jedendacti, musi mit proto hodnotu 590222177 mod 11 = 6.
Odpovidajici rodné &islo ma tvar 590222 /1776.

O kohopak asi jde?




Uvod Teoreticky zdklad Kone¢né automaty Prvotisla Nejvy3¥

Generatory pseudonahodnych &isel
Matematické piblizeni k U(0, 1)

Jednou z moZnosti je linearni kongruentni generator (LCG,
Linear Congruence Generator).

UZivatel zvoli xp (pevné nebo tfeba odvozené od aktudlniho &asu).
Potom xx1+1 = (a- xk + b) mod m, kde a, b a m jsou zvolené
parametry uréujici kvality generatoru.

Jedna z moznych voleb je tfeba a = 1664525, b = 1013904223 a
m =232

LCG jsou velmi citlivé na volby parametrii. Pokud dodrzime jisté
predpoklady, generator pracuje s periodou m, ale i to je v mnoha
p¥ipadech statistickych vypot¢tl (nap¥iklad u vicerozmérné Monte
Carlo integrace) Zalostné& malo.
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Jan P¥ikryl



Aritmetika velkych Cisel

Co s &isly, kterd pocitat nedokaZe reprezentovat?

Registry v dneSnich procesorech jsou vétSinou 32 nebo 64 bitové:

e nejvétsi bindrni &islo, s nimz podital dokdze pohodIné
pracovat, je tedy 232 respektive 204,

e nejvétsi binarni Cislo, jeZ miZeme reprezentovat v 1GB
operalni paméti, je 2109511627776 i3k rychle s nim ale
budeme schopni poéitat?

Jak se ale algoritmy typu RSA efektivn& vypo¥adavaji se s€itanim
¢i ndsobenim celych &isel v aritmetice velkych moduli (tfeba
340282366920938463463374607431768211507)? Jak provadét
operace s tfidami Cisel, kterd se do paméti poc&itale prosté
nevejdou?




Vs

V pristim dile uvidite

V p¥isti prednadce si vysvétlime Cinskou vétu o zbytcich (Chinese
Reminder Theorem).

A podivdme se, jak funguje Sifrovaci algoritmus RSA.




	Úvod
	Teoretický základ algoritmizace
	Intuitivní typy algoritmu
	Rozdelení algoritmu podle implementace
	Základní postupy pri algoritmizaci

	Konecné automaty a Turinguv stroj
	Konecný automat
	Turinguv stroj

	Prvocísla
	Vlastnosti prvocísel
	Zajímavosti
	Mersennova císla
	Fermatova císla
	Faktorizace prvocísel

	Nejvyšší spolecný delitel
	Eukliduv algoritmus

	Modulární aritmetika
	Delitelnost a kongruence
	Delitelnost
	Kongruence

	Vlastnosti císel v modulární aritmetice
	Malá Fermatova veta
	Opice a kokosy

	Príklady
	Kontrolní soucty
	Pseudonáhodná císla
	Aritmetika velkých císel


