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2 Teoretický základ algoritmizace

2.1 Intuitivńı typy algoritmů

Vývojová stádia algoritmu Aneb intuitivńı stádia geneze

V literatuře lze narazit na tvrzeńı, že jakékoliv řešeńı problému spadá do některé z následuj́ıćıch kategoríı:

1. Na prvńı pohled zřejmý postup

2. Metodický postup

3. Chytrý postup

4. Geniálńı nápad

Celkově jde o postupný vývoj
”
inteligence“ algoritmu od většinou naivńıho a časově neefektivńıho po-

stupu ke složitěǰśım, ale efektivněǰśım metodám řešeńı.

Vývojová stádia algoritmu Primitivńı a naivńı řešeńı

• Základńı úroveň pokus̊u problém uchopit, pokud se nevyznáme (nebo jsme ĺıńı)

• Prohledáváńı př́ılǐs rozsáhlého prostoru možných řešeńı
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• Většinou je to to, co vás napadne jako prvńı ;-).

Př́ıklad

Řazeńı seznamu záměnou sousedńıch prvk̊u (bubble-sort) či zatřid’ováńım vždy jednoho prvku na správnou
pozici (insert-sort, ten má ovšem své opodstatněńı).

Vývojová stádia algoritmu Metodická řešeńı

• Hlubš́ı analýza problému

• Netriviálńı metodický postup

• Rozděleńı úlohy na podproblémy

Př́ıklad

Řazeńı seznamu rekurzivńı metodou merge-sort, respektive quick-sort. Možná heap-sort, i když ten aspoň
zčásti patř́ı i na daľśı stránku.

Vývojová stádia algoritmu Chytrá řešeńı

• Často specializovaná

• Vyžaduj́ı už j́ıt do hloubky zpracovávaného problému, analyzovat vlastnosti dat

• Většinou neńı na prvńı pohled jasné, proč to funguje

• Lehká nebývá ani analýza složitosti

Př́ıklad

Snad záměna pseudonáhodných za kvazináhodná č́ısla pro generováńı vzork̊u v Monte-Carlo simulaćıch.
Nebo sekvenčńı Monte-Carlo.

Odbočka Rozd́ıl mezi pseudonáhodným a kvazináhodným
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2.2 Rozděleńı algoritmů podle implementace

Rozděleńı algoritmů podle zp̊usobu implementace Když dva dělaj́ı totéž, nemuśı to být
stejným zp̊usobem

Existuje mnoho r̊uzných možných př́ıstup̊u k algoritmizaci postupu řešeńı:

1. Rekurzivńı vs. iterativńı př́ıstup

2. Logické programováńı (algoritmus=logika+ř́ızeńı)

3. Sériový vs. paralelńı výpočet

4. Deterministický vs. nedeterministický př́ıstup

5. Přesné vs. přibližné řešeńı

Rozděleńı algoritmů podle zp̊usobu implementace Rekurzivńı vs. iterativńı př́ıstup

Rekurze: při řešeńı úlohy provád́ı algoritmus sám sebe nad vybranou podmnožinou vstupńıch dat.

m

Iterace: při řešeńı úlohy provád́ı algoritmus opakovaně (v cyklu) stejnou úlohu nad měńıćı se množinou
dat.

Př́ıklad 1. Výpočet Fibonacciho posloupnosti F (n) = F (n− 1) +F (n− 2) lze provádět oběma zp̊usoby.

Typický př́ıklad rekurze je postup rozděl a panuj.

Počátečńı množina dat při iterativńım postupu je množinou vstupńıch dat.

Fibonacciho posloupnost zmı́ńıme detailněji v sedmé přednášce.

Rozděleńı algoritmů podle zp̊usobu implementace Logické programováńı (algoritmus=logika+ř́ızeńı)

Použit́ı prostředk̊u matematické logiky k vyjádřeńı postupu výpočtu.

Logický program je dán

• výrokovou logikou – zápis odvozovaćıch pravidel

• ř́ızeńım – zpracováńı zapsaných pravidel nějakou formou automatického dokazováńı

Př́ıklad deklarativńıho programováńı: výroková logika pouze ř́ıká, jaký výpočet se má provést a
nikoliv, jak tento výpočet provést.

K paradigmatu deklarativńıho programováńı můžeme kromě logického programováńı ještě začlenit třeba
funkcionálńı programováńı (Lisp) nebo regulárńı výrazy.

Automatické dokazováńı neńı konkrétńı implementaćı zapsané logiky postupu výpočtu, je implemento-
vané jako nějaký obecně platný algoritmický postup, jehož vstupem je seznam výrok̊u a vstupńı data a
výstupem je rozhodnut́ı o tom, jestli pro daný vstup výrok plat́ı nebo ne (respektive výstup generovaný
na základě vstupńıho seznamu výrok̊u).
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Rozděleńı algoritmů podle zp̊usobu implementace Sériový vs. paralelńı výpočet

Při sériovém výpočtu poč́ıtáme vždy jenom jednu instrukci, algoritmus se vykonává jedinkrát. Varianta:
SISD.

Paralelńı výpočet znamená v́ıce instanćı algoritmu na v́ıce procesorech nebo poč́ıtač́ıch. Varianty: MISD,
SIMD, MIMD.

Př́ıklad 2. SIMD: GPU moderńıch grafických karet. MIMD: distribuované výpočty Seti@home, GIMPS
a podobné.

Flynnova taxonomie poč́ıtačových architektur: SISD (Single Instruction, Single Data stream) je kla-
sický sériově vykonávaných algoritmus, klasický jednoprocesorový jednojádrový poč́ıtač. SIMD (Single
Instruction, Multiple Data streams) je vektorový př́ıstup k výpočtu, kdy jednu instrukci (např́ıklad ope-
raci sč́ıtáńı) provád́ıme najednou nad vektorem n dat. MISD (Multiple Instruction, Single Data stream)
je poněkud neobvyklý postup při němž v́ıce procesor̊u poč́ıtá nad stejnými daty; využ́ıvá se při ochraně
systémů proti chybám. MIMD (Multiple Instruction, Multiple Data streams) označuje zcela distribuo-
vaný výpočet.
http://en.wikipedia.org/wiki/Flynn’s_taxonomy

Výhoda paralelńıho př́ıstupu Jak vypadá vevnitř grafická karta

Celkem 10 ALU skupin, v každé 3 × 8 ALU jednotek (3 st́ınovaćı procesory a 8 texturovaćıch jednotek v jedné
skupině).

Výhodou moderńıch grafických karet nVidia a ATI je možnost využ́ıt hardware karty i k běžným mate-
matickým výpočt̊um – viz CUDA a AMD Stream. Karty se pak chovaj́ı přibližně jako SIMD architektura.

Rozděleńı algoritmů podle zp̊usobu implementace Deterministický vs. nedeterministický
př́ıstup

Deterministický př́ıstup odpov́ıdá striktńı definici algoritmu: vždy dospěje ke stejnému výsledku.

Nedeterministický algoritmus obsahuje jeden nebo v́ıce bod̊u, v nichž následuj́ıćı krok neńı pevně určen
a náhodně se zvoĺı jedna z předem definovaných akćı – nedospěje vždy ke stejnému výsledku.

Př́ıklad 3. Baleńı (mého) batohu na hory.

Rozděleńı algoritmů podle zp̊usobu implementace Přesné vs. přibližné řešeńı

Některé úlohy trvaj́ı vyřešit př́ılǐs dlouho nebo je nelze vyřešit v rozumném čase v̊ubec.

Pro
”
těžké“ problémy je často postačuj́ıćı alespoň přibližné (téměř optimálńı) řešeńı.

Př́ıklad 4. Problém obchodńıho cestuj́ıćıho: Zkuste si zoptimalizovat cestu přes stovku zastávek pro
kurýra UPS/DHL/FedExu.
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2.3 Základńı postupy při algoritmizaci

Základńı postupy při algoritmizaci Aneb rozděleńı podle návrhového paradigmatu

1. Rozděl a panuj

2. Redukce

3. Lineárńı programováńı

4. Dynamické programováńı

5. Hladové algoritmy (greedy methods)

6. Probabilistické a heuristické algoritmy

Rozděl a panuj Divide and Conquer

Klasický př́ıstup k dekompozici problému na jednodušš́ı podúlohy stejného problému (divide) a spojeńı
jejich řešeńı v jeden celek (conquer).

• Často spojen s rekurźı

• Podproblémy nemuśı být nutně zcela stejného typu

• Výhody: snadná paralelizace, rychlost, vhodný pro konceptuálně složité problémy

• Nevýhody: pamět’ová náročnost, rekurze

Př́ıklad 5. Již zmı́něný merge-sort, jenž děĺı řazená data na menš́ı podmnožiny, jež pak řad́ı stejným
př́ıstupem do té doby, než naraźı na jednoprvkovou množinu dat – ta je seřazená vždy.

Daľśı př́ıklady: FFT, metoda p̊uleńı intervalu v numerice.

Redukce Převod do duálńı reprezentace

Redukćı nazýváme transformaci řešeného problémy na jiný, ekvivalentńı problém, jenž umı́me řešit efek-
tivněji.

• Převád́ıme složité úlohy na úlohy s nižš́ı asymptotickou složitost́ı

• I za cenu převodu bude řešeńı trvat kratš́ı dobu

Př́ıklad 6. Hledáńı mediánu množiny dat. Prvńım krokem může být seřazeńı celé množiny do vektoru
dat, druhým potom výběr prostředńıho prvku z tohoto vektoru.

Lineárńı programováńı Jednoduchý př́ıstup k optimalizaci

Optimalizačńı postup na nalezeńı váženého maxima soustavy lineárńıch rovnic a nerovnic za určitých
pevných omezeńı

• Problém vyjádř́ıme soustavou rovnic, nerovnic a omezeńı

• Tuto soustavu nám vyřeš́ı nějaký generický řešič (simplexová metoda)

• Neńı to programovaćı postup per se

• Častou variantou je celoč́ıselné programováńı (prostor omezen na celá č́ısla)
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Př́ıklady

Nalezeńı maximálńıho toku mezi dvěma uzly orientovaného grafu.

Optimalizace délky zelených pro SSZ snižuj́ıćı délky front vozidel na semaforech.

Dynamické programováńı Jak si ušetřit práci

Při řešeńı složitých problémů s určitou strukturou se často velké bloky podúloh poč́ıtaj́ı v́ıcekrát. Dy-
namické programováńı zamezuje opakovanému výpočtu zapamatováńım si výsledk̊u vyřešených pod-
problémů

• Podobné paradigmatu rozděl a panuj – podúlohy ale jsou r̊uzného typu

• Pokud se v řešeńı úlohy nevyskytuj́ı opakuj́ıćı se shodné podúlohy, nijak nám DP nepomůže

Př́ıklad 7. Nalezeńı nejkratš́ı cesty mezi dvěma uzly orientovaného ohodnoceného grafu.

Hladové algoritmy Greedy Algorithms

Určitou tř́ıdu úloh lze řešit výběrem lokálńıho optima (maxima, minima) v každém kroku algoritmu a
mı́t zaručeno, že dojdeme ke globálńımu optimu.

Př́ıklad 8. Výběr nejmenš́ıho počtu platidel pro určitou sumu. Nefunguje pro denominace 1,7,10.

Probabilistické a heuristické metody

Probabilistický př́ıstup použ́ıvaj́ı randomizované algoritmy, např́ıklad Monte-Carlo metody. Výsledkem
je (rychlý) intervalový odhad řešeńı na určité hladině pravděpodobnosti.

Heuristické metody použ́ıvaj́ı k řešeńı hrubý odhad na základě zkušenost́ı programátora či odpozoro-
vaných obvyklých výsledk̊u.

3 Konečné automaty a Turing̊uv stroj

3.1 Konečný automat

Matematické modely poč́ıtač̊u

Již v roce 1936 se Alan Turing, Alonso Church a Kurt Gödel zabývali teoretickými základy, na nichž by
se dala moderńı poč́ıtačová věda definovat.

Nezávisle na sobě hledali univerzálńı model, který by z hlediska funkce bez ohledu na fyzikálńı vlastnosti
popsal chováńı libovolného výpočtu – algoritmu.

Nejčastěji zmiňovaným řešeńım se stal model Alana Turinga, který byl založen na matematické abstrakci
výpočetńıho stroje jako konečného automatu.
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Co je to konečný automat Finite State Machine (FSM)

Primitivńı automat, jenž čte symboly nějaké definované abecedy na vstupu a podle nich přecháźı mezi
r̊uznými vnitřńımi stavy. Nemá vnitřńı pamět’.

Může být deterministický nebo nedeterministický.

Nedeterministický konečný automat nemá pevnou tabulky přechod̊u, ale změna stavu nastane pouze s
určitou pravděpodobnost́ı.

3.2 Turing̊uv stroj

Turing̊uv stroj Formálńı popis

Motivace: Existuje mechanický proces, kterým je možno rozhodnout o pravdivosti libovolného matema-
tického teorému nebo výroku.

Turing̊uv stroj simuluje práci matematika při vytvářeńı d̊ukazu:

• nekonečná tabule (pro psańı i čteńı)

• mozek (ř́ıd́ıćı jednotka)

Formalizace Turingova stroje

• mı́sto tabule oboustranně nekonečná páska

• mı́sto kř́ıdy čtećı a zapisovaćı hlava, kterou lze posouvat

• mı́sto mozku konečná ř́ıdićı jednotka

Turing̊uv stroj Vlastnosti

Takový stroj měl několik základńıch vlastnost́ı:

• musel nahradit složitou symboliku matematických krok̊u. V takovém př́ıpadě šlo každou konečnou
množinu symbol̊u nahradit pouze dvěma symboly (jako je 0 a 1) a prázdnou mezerou, která by oba
symboly oddělovala.

• podobně jako si matematik zapisuje poznámky na paṕır, má Turing̊uv stroj k zápisu nekonečnou
pásku skládaj́ıćı se z buněk, do/ze kterých se symbol zapisuje/čte.

• nad touto páskou je možné provádět za pomoćı čtećı hlavy operace čteńı, zápisu a posunu pásky
(read, write, shift left, shift right).

• protože je možné symboly č́ıst, zapisovat nebo se posunovat po pásce, je pro Turing̊uv stroj d̊uležitý
vnitřńı stav, ve kterém operaci čteńı provád́ıme (čtený symbol a stav určuj́ı daľśı akci a přechod
do daľśıho stavu)
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Protože se chováńı tohoto stroje vyv́ıj́ı podle tabulky přechod̊u, můžeme ř́ıci, že každý následuj́ıćı stav
lze jednoznačně určit na základě čteného symbolu a aktuálńıho stavu.

Chováńı Turingova stroje je proto deterministické.

Turing̊uv stroj Formálńı definice

Klasický Turing̊uv stroj je konečný automat, jenž můžeme popsat sedmićı T ≡ {Q,Γ, b,Σ, δ, q0, F}, kde

• Q je konečná množina vnitřńıch stav̊u,

• Γ je konečná množina symbol̊u abecedy na pásce,

• b ∈ Γ je symbol pro prázdné poĺıčko,

• Σ ⊆ Γ \ {b} je množina vstupńıch symbol̊u na pásce,

• δ : Q×Γ→ Q×Γ×{L,P} je přechodová funkce, popisuj́ıćı změnu stavu, zápis na pásku a posun
hlavy,

• q0 ∈ Q je počátečńı stav stroje,

• F ⊆ Q je množina koncových (akceptovaných) stav̊u.

Cokoliv, co odpov́ıdá tomuto formálńımu zápisu, je Turing̊uv stroj.

4 Prvoč́ısla

Prvoč́ısla Definice

Známe dvě skupiny přirozených č́ısel n ∈ N.

Prvoč́ıslo

Prvoč́ıslem nazýváme takové přirozené č́ıslo n ∈ N, které je beze zbytku dělitelné právě dvěma r̊uznými
přirozenými č́ısly a to jedničkou a samo sebou.

Č́ıslo 1 tedy neńı prvoč́ıslo.

Č́ıslo složené

Celé č́ıslo r̊uzná od jedné, jež neńı prvoč́ıslem, nazýváme složené č́ıslo.

Prvoč́ısla

Vlastnosti prvoč́ısel:

• Pro prvoč́ıslo p plat́ı p | a · b ⇒ (p | a) ∨ (p | b).

• Každé složené č́ıslo lze jednoznačně vyjádřit jako součin prvoč́ısel.

Vzorový rozklad

Např́ıklad 42 = 2 · 21 = 2 · 3 · 7.

• Pokud p je prvoč́ıslo a a ∈ Z : 0 < a < p, pak p | (ap − a).

• Ke všem celým kladným č́ısl̊um a ∈ Z : a > 0 lze nalézt prvoč́ıslo p : a < p ≤ 2a.

Př́ıklad

Necht’ a = 42. Nerovnici p : 42 < p ≤ 84 splňuj́ı prvoč́ısla 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, a 83.
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Prvoč́ısla Pěkně od začátku ...

Seznam prvoč́ısel

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
61 62 63 64 65 66 67 68 69 70
71 72 73 74 75 76 77 78 79 80
81 82 83 84 85 86 87 88 89 90
91 92 93 94 95 96 97 98 99 100

101 102 103 104 105 106 107 108 109 110
111 112 113 114 115 116 117 118 119 120

Uměli byste pokračovat dál?

Kolik je prvoč́ısel?

Označme π(N) počet prvoč́ısel ≤ N .

Poč́ıtejme zkusmo hustotu prvoč́ısel %N v intervalu 〈1, N〉:

• v deśıtce č́ısel je π(10) = 4 prvoč́ısla, tedy

%10 =
π(10)

10
=

4

10
= 0,4

• ve stovce č́ısel je π(100) = 25 prvoč́ısel, tedy

%100 =
π(100)

100
=

25

100
= 0,25

• v tiśıcovce č́ısel je π(1000) = 168 prvoč́ısel, tedy

%1000 =
π(1000)

1000
=

168

1000
= 0,168

Kolik je prvoč́ısel? Hustoty prvoč́ısel

V roce 1792 si mladý C. F. Gauss všiml, že π(N) je přibližně rovna pod́ılu N/ lnN .

N 10 102 103 104 105 106

%N 0,400 0,250 0,168 0,123 0,096 0,078
1/ lnN 0,434 0,217 0,145 0,108 0,086 0,072
N/ lnN 4,3429 21,715 144,76 1085,7 8685,9 72382
π(N) 4 25 168 1229 9592 78498

Matematici někdy ṕı̌śı, že

π(N) ∼ N

lnN

a ř́ıkaj́ı, že π(N) se asymptoticky bĺıž́ı k N/ lnN .

Kolik je prvoč́ısel? Prvoč́ıselná věta

Domněnka

Nejedná se o náhodný jev, při dostatečně velkém N je hustota prvoč́ısel v intervalu 〈1, N〉 rovna

lim
N→∞

%N =
1

lnN
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Gaussovi bylo tehdy patnáct let. Důkaz tohoto tvrzeńı přǐsel až o 100 let později.

Prvoč́ıselná věta

lim
N→∞

π(N)
N

ln(N)

= 1

4.1 Vlastnosti prvoč́ısel

Co ještě v́ıme o prvoč́ıslech? Eukleid̊uv d̊ukaz

Prvoč́ısel je nekonečně mnoho:

• Předpokládejme, že existuje největš́ı prvoč́ıslo a označme jej pM

• Sestroj́ıme součin všech prvoč́ısel až do pM :

N = 2 · 3 · 7 · · · pM =

M∏
i=1

pi

• Č́ıslo N + 1 nemůže být dělitelné ani jedńım z prvoč́ısel pi, jež děĺı N .

• To znamená, že N + 1 je bud’ prvoč́ıslo, nebo č́ıslo složené, jež má ve svém rozkladu jiné prvoč́ıslo
pN > pM .

• Spolu s Eukleidem jsme dospěli ke sporu!

• Muśı tedy platit, že prvoč́ısel je nekonečně mnoho.

Eukleid̊uv d̊ukaz

Eukleid̊uv d̊ukaz je klasický existenčńı d̊ukaz: Řeš́ı pouze otázku existence nekonečné množiny prvoč́ısel,
neřeš́ı otázku jak nalézt všechna prvoč́ısla.

Goldbachova hypotéza

Goldbachova hypotéza ř́ıká, že každé sudé č́ıslo větš́ı než 2 lze vyjádřit jako součet dvou prvoč́ısel,
např́ıklad

8 = 3 + 5

10 = 3 + 7

12 = 5 + 7

14 = 3 + 11

16 = 5 + 11

18 = 7 + 11

Experimentálně prověřeno do hodnot 2× 1017
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4.2 Zaj́ımavosti

Zaj́ımavosti Párová prvoč́ısla

Párová prvoč́ısla: jejich rozd́ıl je 2 (např́ıklad 17 a 19), největš́ı dosud známé prvoč́ıselné páry jsou

16 869 987 339 975 · 2171960 ± 1

100 314 512 544 015 · 2171960 ± 1

Odhaleńı chyby matematického koprocesoru originálńıho Intel Pentium P5 (The Intel FDIV Bug).

Zaj́ımavosti The Intel FDIV Bug (1)

Thomas Nicely, Lynchburg College, Virginia (1994): Numerický výpočet součtu harmonické řady s
párovými prvoč́ısly.

O jaké řady jde:

• harmonická řada
∞∑
n=1

1

n
→∞

• prvoč́ıselná harmonická řada
∞∑
∀p

1

p
→∞

Obě tyto řady diverguj́ı.

Zaj́ımavosti The Intel FDIV Bug (2)

Oproti tomu

∞∑
∀p2

1

p2
=

1

3
+

1

5
+

1

7
+ · · ·+ 1

29
+

1

31
+ . . .

= 1,902160583104

konverguje.

V červnu 1994 Thomas Nicely obdržel po povýšeńı starého poč́ıtače na P5 hodnotu

1,9021605778

lǐśıćı se od p̊uvodńıch výpočt̊u na i486 – a v ř́ıjnu oznámil chybu v FPU Pentia.

Zaj́ımavosti The Intel FDIV Bug (3)

Tim Coe, Vitesse Semiconductor, Southern California

c =
4195835

3145727
=

5 · 7 · (23 · 34 · 5 · 37 + 1)

3 · 220 − 1
=

= 1,33382044 . . .

FPU v Pentiu P5 však dávala hodnotu

c =
4195835

3145727
=

5× 7× 119881

13× 241979
= 1,33373906 . . .

Chyba nastává při reprezentaci č́ısel typu Mn = 2n − 1, což jsou tak zvaná Mersennova č́ısla.
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4.3 Mersennova č́ısla

Mersennova č́ısla Definice

Marin Mersenne (1588-1648) uveřejnil ve své knize Cogitata Physica-Mathematica (1644) tvrzeńı, že
č́ısla tvaru

2n − 1

jsou prvoč́ısly pro n = 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 67, 127, 257 a jsou č́ısla složená pro ostatńı přirozená č́ısla
n ≤ 257.

Definice

Jestliže 2n − 1 je prvoč́ıslo, pak se nazývá Mersennovo prvoč́ıslo.

Lze dokázat, že pokud je 2n − 1 prvoč́ıslo, je i n prvoč́ıslem.

Mersennova č́ısla Ověřováńı

Prvoč́ıselný charakter Mersennových č́ısel nebylo snadné dokázat:

• Euler (1750): 231 − 1 je prvoč́ıslo.

• Lucas (1876): 2127 − 1 je prvoč́ıslo.

• Pervouchine (1883): Mersenne zapomněl na 261 − 1.

• Powers (?) ukázal, že existuj́ı daľśı č́ısla, která Mersenne neuvedl: 289 − 1 a 2107 − 1.

Mersenn̊uv interval n ≤ 257 byl úplně prozkoumán v roce 1947 a bylo dokázáno, že správné tvrzeńı
obsahuje 12 exponent̊u:

n = 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 61, 89, 107, 127.

Mersennova č́ısla Výpočet nových

K dnešńımu dni bylo nalezeno daľśıch 35 Mersennových prvoč́ıselM521,M607,M1 279, . . . ,M42 643 801,M43 112 609.

GIMPS (The Great Internet Mersenne Prime Search)

Paralelizované hledáńı jehly v kupce sena:

• Distribuovaný výpočet ve volných cyklech procesoru

• Zat́ım posledńı Mersennovo prvoč́ıslo bylo nalezeno 6. zář́ı 2008 ve tvaru

237 156 667 − 1.

• http://www.mersenne.org/
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4.4 Fermatova č́ısla

Fermatova č́ısla A jejich vztah k prvoč́ısl̊um

Pro nezáporné n ≥ 0 nazýváme n-tým Fermatovým č́ıslem výraz

Fn = 22
n

+ 1.

Je známo, že Fn je

• prvoč́ıslem pro 0 ≤ n ≤ 4 a

• č́ıslem složeným pro 5 ≤ n ≤ 23.

Fermat se p̊uvodně domńıval, že Fn jsou obecně prvoč́ısla.

Jak vlastně rozhodneme, na jaké součinitele rozložit složené č́ıslo N?

4.5 Faktorizace prvoč́ısel

Faktorizace prvoč́ısel Proč to?

Základńı věta artimetiky

Každé přirozené č́ıslo větš́ı než 1 lze jednoznačně rozložit na součin prvoč́ısel.

Nalezeńı rozkladu malých č́ısel na prvoč́ısla je relativně jednoduché:

Zkouška děleńım

Pro výpočet prvoč́ıselných součinitel̊u č́ısla N stač́ı otestovat všechna prvoč́ısla pi <
√
N . Prvočinitele

źıskáme např́ıklad použit́ım Eratostenova śıta.

Faktorizace prvoč́ısel Jak faktorizovat velká prvoč́ısla

Náročnost faktorizace výrazně roste s délkou prvoč́ısla.

Praktické d̊usledky:

• (+) kryptografie (šifrováńı veřejným kĺıčem, RSA),

• (-) výpočet multiplikativńıch funkćı – ∀a, b : f(ab) = f(a) · f(b),

• (-) kompresńı algoritmy.

Metody proséváńı:

• Erastothenovo śıto

• (Generické—Speciálńı) proséváńı č́ıselného pole

• Pollardova ρ-metoda

• Rozklad na řetězové zlomky
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Faktorizace prvoč́ısel Metody

Pro rozklad velkých č́ısel na prvoč́ıselné součinitele se použ́ıvaj́ı celoč́ıselné vlastnosti eliptických křivek

y2 = x3 + a x+ b

Na stránkách

http://www.alpertron.com.ar/ECM.HTM

můžete ověřit účinnost těchto matematických metod.

Faktorizace Fermatových č́ısel Jak na ně

• Euler (1732) nalezl rozklad

F5 = 641 · 6 700 417 = 4 294 967 297.

• Žádné daľśı prvoč́ıslo tvaru Fn = 22
n

+ 1 neńı pro n ≥ 24 známo.

Dějiny faktorizace

Rozklad Fermatových č́ısel se od doby Eulera stal velkou soutěž́ı o vhodné algoritmy.

Samostatný mikrokosmos numerické matematiky: Fn roste v počtu cifer závratně rychle – algoritmus
vhodný pro faktorizaci Fn nemuśı být použitelný pro Fn+1.

Faktorizace Fermatových č́ısel F6

V roce 1880 Landry zveřejnil součin
F6 = 274 177 · p14.

Algoritmus, kterým Landry k tomuto výsledku dospěl, nebyl nikdy publikován.

Faktorizace Fermatových č́ısel F7

V roce 1970 Morrison a Brillhart nalezli pomoćı metod řetězových zlomk̊u součin

F7 = 59 649 589 127 497 217 · p22.

V letech 1877-1970 bylo objeveno několik nevelkých součinitel̊u Fermatových č́ısel ve tvaru k · 2n+2 + 1
pro n ≥ 9.
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Western, 1903

Např́ıklad již v roce 1903 Western nalezl

F9 = 2 424 833× C148,

kde C148 je celé 148-ciferné č́ıslo.

Faktorizace Fermatových č́ısel F8 a F9

V roce 1980 Brent a Pollard nalezli součin

F8 = 1238926361552897× p62

Pollardovou ρ-metodou.

V roce 1990 skupina matematik̊u a poč́ıtačových odborńık̊u kolem Pollarda použila v́ıce než 700 pra-
covńıch stanic rozmı́stěných po celém světě a odvodili metodou SNFS (Special Number Field Sieve)
pro

F9 = 2 424 833× p49 × p99.

Faktorizace Fermatových č́ısel Současnost

V ř́ıjnu 2003 John Cosgrave se spolupracovńıky na St. Patrick’s College nalezli součinitele Fermatova
č́ıslu

F2478782 = (3× 22478785 + 1) · k.

Faktorizace:

• neńı kompletńı pro všechna Fermatova č́ısla, o kterých v́ıme, že jsou rozložitelná,

• např́ıklad pro F12 neńı znám součinitel C1187 o velikosti 1187 cifer,

• podobně pro F13, F15, F16, F17, F18, F19, F21 a F23 chyb́ı součinitele r̊uzných ciferných délek.

Faktorizace Fermatových č́ısel Přehled

n Fn = 22
n

+ 1
0 3
1 5
2 7
3 257
4 65 537
5 641 · 6 700 417
6 274 177 · 67 280 421 310 721
7 59 649 589 127 497 217 · 5 704 689 200 685 129 054 721
8 1 238 927 497 217 · p62
9 2 424 833 · p49 · p99

V tabulce označuje pk k-ciferné prvoč́ıslo. Např́ıklad F6 = 274 177 · 67 280 421 310 721 = 274 177 · p14.

5 Nejvyšš́ı společný dělitel

Nejvyšš́ı společný dělitel Definice
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V celoč́ıselné aritmetice děĺıme se zbytkem: je

a = qb+ r.

Pro dvojici celých č́ısel a a b má smysl hledat nejvyšš́ı celé č́ıslo d, které obě č́ısla děĺı beze zbytku.

Nejvyšš́ı společný dělitel

Nejvyšš́ı společný dělitel dvou nenulových celých č́ısel a ∈ Z a b ∈ Z je největš́ı nenulové přirozené
č́ıslo d ∈ Z− 0 takové, že d|a ∧ d|b.

Zapisujeme gcd(a, b) = d.

Nesoudělná č́ısla

Č́ısla a ∈ Z a b ∈ Z nazýváme nesoudělná (relative primes), pokud gcd(a, b) = 1.

Euklidova č́ısla

Euklidova č́ısla

Č́ısla definovaná rekurenćı
en = e1 e2 e3 . . . en−1 + 1

nazýváme Euklidova č́ısla.

Prvńı čtyři Euklidova č́ısla

e1 = 1 + 1 = 2

e2 = 2 + 1 = 3

e3 = 2× 3 + 1 = 7

e4 = 2× 3× 7 + 1 = 43

jsou prvoč́ısla.

Euklidova č́ısla Pokračováńı

Daľśı Euklidova č́ısla až na e6

e5 = 2 · 3 · 7 · 43 + 1 = 1 807 = 13 · 139 (1)

e6 = 2 · 3 · 7 · 43 · 1 807 + 1 = 3 263 443 (2)

e7 = 547 · 607× 1 033 · 31 051 (3)

e8 = 29 881 · 67 003 · 9 119 521 · 6 212 157 481 (4)

jsou složená č́ısla. Pro všechna č́ısla e9 . . . e17 je dokázáno, že jsou to složená č́ısla.

Fact 9. Euklidova č́ısla jsou nesoudělná č́ısla, protože jejich nejvěťśı společný dělitel je roven 1:

gcd(em, en) = 1.

5.1 Euklid̊uv algoritmus

Euklid̊uv algoritmus Chytré řešeńı problému

Původně formulován geometricky cca 300 př.n.l. Eukleidés hledal nejdeľśı úsečku, která by se beze zbytku
vešla do dvou deľśıch úseček.

Důkaz
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1. Necht’ a a b jsou nenulová celá č́ısla, jejichž gcd() poč́ıtáme.

2. Pokud a > b, plat́ı a = qb+ r.

3. Pokud existuje d takové, že d|a a d|b, pak také d|r, protože pro a = sd a b = td bude r = (s− qt)d.

4. Je tedy gcd(a, b) = gcd(b, r) a stač́ı tedy hledat gcd(b, r).

5. Protože r < b, výpočet v konečném počtu krok̊u skonč́ı stavem r = 0.

6 Modulárńı aritmetika

O čem to vlastně všechno je Krátká motivačńı vložka

Modulárńı aritmetika je aritmetikou na množině celých č́ısel Z v ńıž se č́ısla opakuj́ı po dosažeńı
určité hodnoty n, již nazýváme modul.

Na rozd́ıl od běžných celoč́ıselných operaćı se zde po každé operaci provede ještě celoč́ıselné děleńı
modulem n a výsledkem operace je zbytek po tomto děleńı.

Př́ıklad

V modulárńı aritmetice modulo 7 maj́ı č́ısla 8 a 71 shodné reprezentace, protože 8 mod 7 = 1 a zároveň
71 mod 7 = 1.

K čemu to vlastně všechno je Krátká motivačńı vložka

Celoč́ıselná aritmetika v poč́ıtač́ıch je modulárńı.

Př́ıklad pro osmibitová č́ısla

250+10 je v osmibitové aritmetice rovno 4 (tedy 260 mod 28). 12-16 je v osmibitové aritmetice rovno 252
(což je −4 mod 28).

Praktické aplikace modulárńı aritmetiky:

• přenos zpráv – ochrana zpráv proti chybám, komprese, zajǐstěńı integrity, utajováńı,

• výpočetńı technika – hašovaćı funkce, pseudonáhodná č́ısla, dvojková komplementárńı reprezen-
tace celých č́ısel, aritmetika s VELKÝMI celými č́ısly.

7 Dělitelnost a kongruence

7.1 Dělitelnost

Dělitelnost Připomenut́ı

Na množině celých č́ısel Z mějme definována dvě č́ısla: a, b. Ř́ıkáme, že a děĺı b, pokud existuje libovolné
c ∈ Z takové, že b = ac.

Pro zkrácený zápis toho vztahu použ́ıváme symbol a|b.

Pro společný dělitel c č́ısel a a b plat́ı, že c|a a zároveň c|b.

17



Dělitelnost Největš́ı společný dělitel

Č́ıslo d označujeme jako největš́ıho společného dělitele č́ısel a a b a zapisujeme d = gcd(a, b), pokud
plat́ı, že

• č́ıslo d je společný dělitel a a b, a
• pokud existuje c 6= d takové, že c|a a zároveň c|b, pak také c|d.

Č́ıslo gcd(a, b) je tedy největš́ım kladným celým č́ıslem jež děĺı jak a, tak i b, s výjimkou gcd(0, 0) = 0.

7.2 Kongruence

Kongruence Připomenut́ı

Uvažujme libovolný modul n takový, že n ∈ N a zvolme si dvě celá č́ısla a, b ∈ Z.

Pokud v modulárńı aritmetice plat́ı, že amodn a bmodn jsou si rovny (maj́ı stejný zbytek po děleńı n),
ř́ıkáme, že že a je kongruentńı s b modulo n a zapisujeme

a ≡ b (modn).

Př́ıklad

Je tedy 8 ≡ 71 (mod 7), 8 je kongruentńı s 71 modulo 7.[0.5ex] Pozor na záporná č́ısla: −1 ≡ 7 (mod 8).

Kongruence Př́ıklady

Mějme abecedu velkých ṕısmen české abecedy, {A, Á,B, . . . ,Z, Ž}, reprezentovanou numerickými hodno-
tami {1, 2, . . . , 42}. Nad touto abecedou provád́ıme všechny matematické operace modulárně, s modulem
42.

V takové modulárńı aritmetice jsou si rovny např́ıklad reprezentace celých č́ısel −41, 43 a 320328919,
protože zbytek po děleńı 42 je vždy 1:

−41 ≡ 43 (mod 42) ⇔ −41 = 43 + 42 · (−2),

−41 ≡ 320328919 (mod 42) ⇔ −41 = 320328919 + 42 · (−7626880),

320328919 ≡ 43 (mod 42) ⇔ 320328919 = 43 + 42 · 7626878.

Znak A může tedy reprezentovat libovolné z č́ısel −41, 43 a 320328919.

Kongruence Př́ıklady

Množinu všech celých č́ısel, která jsou kongruentńı s nějakým m modulo n je zvykem nazývat tř́ıda
kongruence a zapisovat ji m, bez uvedeńı modulu kongruence.

Př́ıklad

Např́ıklad č́ıslo 3 v modulu 5 může zastupovat i všechna č́ısla s ńım kongruentńı (. . . ,−7,−2, 3, 8, 13, . . . ).
V textech bude tato tř́ıda kongruence označována jako 3.

Vlastnosti kongruence modulo n umožňuj́ı poč́ıtat pouze se zbytky po děleńı t́ımto modulem a výsledek
pak zobecnit na všechna č́ısla.

8 Vlastnosti č́ısel v modulárńı aritmetice

Vlastnosti modulárńı aritmetiky Uzavřeńı
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Modulárńı aritmetika je uzavřená v̊uči operaćım sč́ıtáńı a násobeńı:

a+ b = a+ b,

a− b = a− b,
a · b = a · b.

Př́ıklady

V aritmetice modulo 7 by mělo platit 2 + 6 = 1. Pro 9 ∈ 2 a −1 ∈ 6 je výsledek 9− 1 = 8 ∈ 1.

Podobně zkuste v aritmetice modulo 7 ověřit 2 · 6 = 5.

Vlastnosti modulárńı aritmetiky Komutativita a asociativita

Sč́ıtáńı a násobeńı v modulárńı aritmetice je komutativńı a asociativńı:

a+ b = b+ a,

a · b = b · a,(
a+ b

)
+ c = a+

(
b+ c

)
,(

a · b
)
· c = a ·

(
b · c

)
.

Vlastnosti modulárńı aritmetiky Komutativita

Pro sč́ıtáńı a násobeńı v modulárńı aritmetice existuje identita, pro sč́ıtáńı i inverze:

0 + a = a,

a+−a = 0,

1 · a = a.

Př́ıklady

V modulárńı aritmetice modulo 7 je 28 ∈ 0 a 15 ∈ 1. Pro jejich součet plat́ı (28+15) mod 7 = 43 mod 7 =
1.[0.2ex] V modulárńı aritmetice modulo 3 je 10 ∈ 1 a 8 ∈ 2. Pro jejich součin plat́ı (10 · 8) mod 3 =
80 mod 3 = 2.

Jak dopadne součet 57 a -73 v aritmetice modulo 8?

Vlastnosti modulárńı aritmetiky Modulárńı děleńı

Pokud
a · d ≡ b · d (modn)

obecně neplat́ı, že také
a ≡ b (modn).

Jsou dvě varianty

1. Pro d a n nesoudělná je opravdu a · d ≡ b · d (modn).

2. Pro d 6= 0 je a · d ≡ b · d (modn · d).
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Vlastnosti modulárńı aritmetiky Př́ıklady na modulárńı děleńı

Modulárńı děleńı pro d a n nesoudělná

Pro 170 ≡ 35 (mod 3) −→ 5 · 34 ≡ 5 · 7 (mod 3) je 34 ≡ 7 (mod 3), protože 3 a 5 jsou nesoudělná č́ısla.

Modulárńı děleńı pro obecné d 6= 0

Z kongruence 10 ≡ 6 (mod 4) −→ 5 · 2 ≡ 3 · 2 (mod 2 · 2) plyne 5 ≡ 3 (mod 2).

Co vyjde pro 10 ≡ 6 (mod 3) ?

9 Malá Fermatova věta

Definice Pierre de Fermat, 1640

Pro a ∈ Z a prvoč́ıslo p ∈ N takové, že p - a plat́ı

ap−1 ≡ 1 (mod p)

a v alternativńım tvaru
ap ≡ a (mod p)

Ve skutečnosti je aφ(p) ≡ 1(mod p), kde φ(p) je takzvaná Eulerova funkce.

Malá Fermatova věta je základńım stavebńım kamenem algoritmu generováńı šifrovaćıho kĺıče asymet-
rické šifry RSA. Je také nutnou podmı́nkou pro prvoč́ısla.

Multiplikativńı inverze Definice

Pro a ∈ Z a n ∈ N je celé č́ıslo x multiplikativńı inverźı, pokud splňuje podmı́nku

a · x ≡ 1 (mod n). (5)

Pro nejmenš́ı multiplikativńı inverzi plat́ı, že x je nejmenš́ı možnou kladnou multiplikativńı inverźı
k a a označujeme ji a−1.

Z Malé Fermatovy věty přitom plyne, že

a−1 ≡ ap−2 (mod p). (6)

pro a ∈ Z a prvoč́ıselná p ∈ N taková, že p - a.

Multiplikativńı inverze Př́ıklad

Výpočet inverze

Chceme spoč́ıtat a−1 pro n = 11 a a = −3. Voĺıme postupně x = 1, 2, . . . , prvńı kladné č́ıslo x splňuj́ıćı
vztah (5) je x = 7: −3 · 7 ≡ 1 (mod 11).

Výpočet inverze pomoćı Malé Fermatovy věty

Použit́ım Malé Fermatovy věty (6) máme a−1 ≡ (−3)11−2 (mod 11), tedy a−1 ≡ −19683 (mod 11) což
je to samé, jako a−1 ≡ 7 (mod 11) protože jde o stejnou tř́ıdu kongruence.

Zkuste si to nyńı sami pro n = 7 a a = 5.
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9.1 Opice a kokosy

Tři námořńıci, opice a kokosy Problém

Na pustém ostrově ztroskotaj́ı tři námořńıci. Jediná potrava, kterou během dne našli, je hromada koko-
sových ořech̊u.

V noci se prvńı námořńık probud́ı, spravedlivě rozděĺı hromadu na tři d́ıly, přičemž jeden kokos zbyde –
ten dostane opice. Svou třetinu námořńık ukryje, zbytek navrš́ı zpátky a jde zase spát. Postupně hromadu
stejným zp̊usobem

”
třetina pro mne, jeden kokos opici, zbytek vrátit“ zmenš́ı jeho oba druhové.

Ráno si hromadu rozděĺı na třetiny, opět zbyde jeden kokos, ten dostane opice.

Kolik muśı být v p̊uvodńı hromadě kokos̊u, aby to fungovalo?

Tři námořńıci, opice a kokosy Řešeńı (1)

Prvńı námořńık zač́ıná s hromadou obsahuj́ıćı n ≡ 1 (mod 3) kokosových ořech̊u.

Druhý námořńık dělil hromadu s

m1 =
2(n− 1)

3
≡ 1 (mod 3)

ořechy, třet́ı námořńık přerozděloval

m2 =
2(m1 − 1)

3
≡ 1 (mod 3)

ořech̊u a ve zbylé hromadě jich muselo z̊ustat

m3 =
2(m2 − 1)

3
≡ 1 (mod 3).

Tři námořńıci, opice a kokosy Řešeńı (2)

Hodnotu m3 spočteme jako

m3 =
2

3
m2 −

2

3
= · · · = 8

27
n− 38

27
≡ 1 (mod 3)

a rovnici v modulárńı aritmetice řeš́ıme pro n

8n− 38 ≡ 27 (mod 81)⇒ 8n ≡ 65 (mod 81).

Dělit osmi nemůžeme, můžeme ale násobit multiplikativńı inverźı (pro jej́ıž výpočet nelze použ́ıt Ferma-
tovu větu – proč?):

n ≡ 8−1 · 65 ≡ 71 · 65 ≡ 79 (mod 81).

Nejmenš́ı počet kokos̊u v hromadě je tedy 79 (ale může být i 160, 241, . . . ).

10 Př́ıklady

10.1 Kontrolńı součty

ISBN Neboli International Standard Book Number

Má ho každá kniha, identifikuje zemi či region p̊uvodu, nakladatele a vydáńı. Existuje ve verzi ISBN-10
a ISBN-13. Na posledńı pozici každého ISBN je kontrolńı cifra.

Př́ıklad výpočtu kontrolńı cifry ISBN-10
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Mějme ISBN 0-552-13105-9. Kontrolńı cifra ISBN-10 se poč́ıtá v modulu 11, pro př́ıpad zbytku 10 se
použije znak X. Kontrolńı součet je 0·10+5·9+5·8+2·7+1·6+3·5+1·4+0·3+5·2+9·1 = 143 mod 11 = 9.
Uvedené ISBN je opravdu platné.

Což takhle 80-85609-70-3?

Rodné č́ıslo Varianta po roce 1954

Jednoznačný identifikátor občan̊u ČR a SR obsahuj́ıćı údaj o datumu narozeńı, pohlav́ı a do roku 2004
i lokalitě porodnice.

Př́ıklad výpočtu kontrolńı cifry

Muž narozen 22. února 1959, rozlǐsuj́ıćı trojč́ısĺı 177 (Zĺın?). Posledńı cifra rodného č́ısla zajǐst’uje
dělitelnost ciferného součtu jedenácti, muśı mı́t proto hodnotu 590222177 mod 11 = 6. Odpov́ıdaj́ıćı
rodné č́ıslo má tvar 590222/1776.

O kohopak asi jde?

10.2 Pseudonáhodná č́ısla

Generátory pseudonáhodných č́ısel Matematické přibĺıžeńı k U(0, 1)

Jednou z možnost́ı je lineárńı kongruentńı generátor (LCG, Linear Congruence Generator).

Jak funguje LCG

Uživatel zvoĺı x0 (pevné nebo třeba odvozené od aktuálńıho času). Potom xk+1 = (a ·xk + b) modm, kde
a, b a m jsou zvolené parametry určuj́ıćı kvality generátoru. Jedna z možných voleb je třeba a = 1664525,
b = 1013904223 a m = 232.

LCG jsou velmi citlivé na volby parametr̊u. Pokud dodrž́ıme jisté předpoklady, generátor pracuje s pe-
riodou m, ale i to je v mnoha př́ıpadech statistických výpočt̊u (např́ıklad u v́ıcerozměrné Monte Carlo
integrace) žalostně málo.

10.3 Aritmetika velkých č́ısel

Aritmetika velkých č́ısel Co s č́ısly, která poč́ıtač nedokáže reprezentovat?

Registry v dnešńıch procesorech jsou většinou 32 nebo 64 bitové:

• největš́ı binárńı č́ıslo, s ńımž poč́ıtač dokáže pohodlně pracovat, je tedy 232 respektive 264,

• největš́ı binárńı č́ıslo, jež můžeme reprezentovat v 1GB operačńı paměti, je 21099511627776 . . . jak
rychle s ńım ale budeme schopni poč́ıtat?

Jak se ale algoritmy typu RSA efektivně vypořádávaj́ı se sč́ıtáńım či násobeńım celých č́ısel v aritmetice
velkých modul̊u (třeba 340282366920938463463374607431768211507)? Jak provádět operace s tř́ıdami
č́ısel, která se do paměti poč́ıtače prostě nevejdou?

V př́ı̌st́ım d́ıle uvid́ıte

V př́ı̌st́ı přednášce si vysvětĺıme Čı́nskou větu o zbytćıch (Chinese Reminder Theorem).

A pod́ıváme se, jak funguje šifrovaćı algoritmus RSA.
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