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2 Teoreticky zaklad algoritmizace

2.1 Intuitivni typy algoritmu

Vyvojova stadia algoritmu Aneb intuitivni stddia geneze

V literatufe 1ze narazit na tvrzeni, ze jakékoliv feseni problému spadéd do nékteré z nasledujicich kategorii:

1. Na prvni pohled zfejmy postup
2. Metodicky postup

3. Chytry postup

4. Genidlni napad

Celkové jde o postupny vyvoj ,inteligence* algoritmu od vétSinou naivniho a ¢asové neefektivniho po-
stupu ke slozitéjsim, ale efektivnéjsim metoddam FeSeni.

Vyvojova stadia algoritmu Primitivni a naivni feseni

e Zakladni trovenn pokusu problém uchopit, pokud se nevyzndme (nebo jsme lin{)

e Prohledavéni piilis rozsdahlého prostoru moznych feseni



e Vétsinou je to to, co vas napadne jako prvnf ;-).

Priklad
Razeni seznamu zaménou sousednich prvki (bubble-sort) ¢i zatiid ovanim vzdy jednoho prvku na spravnou

pozici (insert-sort, ten m4 ovsem své opodstatnéni).

Vyvojova stadia algoritmu Metodicka feSeni

e Hlubsi analyza problému
e Netrivialni metodicky postup
e Rozdéleni ilohy na podproblémy
Priklad
Razen{ seznamu rekurzivni metodou merge-sort, respektive quick-sort. Mozn4 heap-sort, i kdyz ten aspon

zCasti patii i na dalsi stranku.

Vyvojova stadia algoritmu Chytra reSeni

Casto specializovana

Vyzaduji uz jit do hloubky zpracovavaného problému, analyzovat vlastnosti dat

Vétsinou neni na prvni pohled jasné, proc¢ to funguje

Lehka nebyva ani analyza slozitosti

Priklad

Snad zdména pseudondhodnych za kvazindhodn4 ¢éisla pro generovani vzorku v Monte-Carlo simulacich.
Nebo sekvenéni Monte-Carlo.

Odbocka Rozdil mezi pseudonidhodnym a kvazindhodnym

Uniform Random Scatter Quasi-Random Scatter
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2.2 Rozdéleni algoritmti podle implementace

Rozdéleni algoritmt@ podle zpisobu implementace Kdyz dva délaji totéz, nemusi to byt
stejnym zptisobem

Existuje mnoho raznych moznych pristupu k algoritmizaci postupu reSeni:

1. Rekurzivni vs. iterativni ptistup
2. Logické programovéni (algoritmus=logika+iizeni)

Sériovy vs. paralelni vypocet

- W

Deterministicky vs. nedeterministicky ptistup

5. Pfesné vs. ptiblizné feseni

Rozdéleni algoritmu podle zpuasobu implementace Rekurzivni vs. iterativni pristup

Rekurze: pfi feseni tlohy provadi algoritmus sam sebe nad vybranou podmnozinou vstupnich dat.

)

Iterace: pri feseni tlohy provadi algoritmus opakované (v cyklu) stejnou tlohu nad ménici se mnozinou
dat.

Priklad 1. Vypocet Fibonacciho posloupnosti F(n) = F(n — 1) + F(n — 2) lze provadét obéma zptsoby.
Typicky priklad rekurze je postup rozdél a panuj.
Pocateéni mnozina dat pfi iterativnim postupu je mnozinou vstupnich dat.

Fibonacciho posloupnost zminime detailnéji v sedmé prednéasce.

Rozdéleni algoritmu podle zpisobu implementace Logické programovani (algoritmus=logika+iizeni)

Pouziti prostiedkt matematické logiky k vyjadieni postupu vypoctu.

Logicky program je dan

e vyrokovou logikou — zapis odvozovacich pravidel

e Fizenim — zpracovani zapsanych pravidel néjakou formou automatického dokazovani

Piiklad deklarativniho programovéani: vyrokova logika pouze ik, jakiy vypocet se mé provést a
nikoliv, jak tento vypocet provést.

K paradigmatu deklarativniho programovéni muzeme kromé logického programovéani jesté zaclenit tieba
funkciondln{ programovani (Lisp) nebo regularni vyrazy.

Automatické dokazovani neni konkrétni implementaci zapsané logiky postupu vypoctu, je implemento-
vané jako néjaky obecné platny algoritmicky postup, jehoz vstupem je seznam vyroku a vstupni data a
vystupem je rozhodnuti o tom, jestli pro dany vstup vyrok plat{ nebo ne (respektive vystup generovany
na zékladé vstupniho seznamu vyroku).



Rozdéleni algoritmu podle zpusobu implementace Sériovy vs. paralelni vypocet

Pii sériovém vypoctu pocitame vzdy jenom jednu instrukci, algoritmus se vykonava jedinkrat. Varianta:
SISD.

Paralelni vypocet znamend vice instanci algoritmu na vice procesorech nebo pocitacich. Varianty: MISD,
SIMD, MIMD.

Priklad 2. SIMD: GPU modernich grafickych karet. MIMD: distribuované vypocty Seti@home, GIMPS
a podobné.

Flynnova taxonomie pocitacovych architektur: SISD (Single Instruction, Single Data stream) je kla-
sicky sériové vykondvanych algoritmus, klasicky jednoprocesorovy jednojadrovy pocitac. SIMD (Single
Instruction, Multiple Data streams) je vektorovy piistup k vypoctu, kdy jednu instrukei (napiiklad ope-
raci séitan{) provddime najednou nad vektorem n dat. MISD (Multiple Instruction, Single Data stream)
je ponékud neobvykly postup pii némz vice procesoru poc¢ita nad stejnymi daty; vyuzivéa se pii ochrané
systému proti chybdm. MIMD (Multiple Instruction, Multiple Data streams) oznacuje zcela distribuo-
vany vypocet.

http://en.wikipedia.org/wiki/Flynn’s_taxonomy

Vyhoda paralelniho ptistupu Jak vypada vevniti graficka karta

GefForce GTX 280 Graphics Processing Architecture

Celkem 10 ALU skupin, v kazdé 3 x 8 ALU jednotek (3 stinovaci procesory a 8 texturovacich jednotek v jedné
skupiné).

Vyhodou modernich grafickych karet nVidia a ATI je moznost vyuzit hardware karty i k béznym mate-
matickym vypoctum — viz CUDA a AMD Stream. Karty se pak chovaji pfiblizné jako SIMD architektura.

Rozdéleni algoritmu podle zpusobu implementace Deterministicky vs. nedeterministicky
pristup

Deterministicky ptistup odpovida striktni definici algoritmu: vzdy dospéje ke stejnému vysledku.

Nedeterministicky algoritmus obsahuje jeden nebo vice bodu, v nichz nésledujici krok neni pevné urcen
a nahodné se zvoli jedna z predem definovanych akci — nedospéje vzdy ke stejnému vysledku.

Priklad 3. Baleni (mého) batohu na hory.

Rozdéleni algoritmu podle zpusobu implementace Piesné vs. priblizné fesSeni
Nékteré ulohy trvaji vyresit prilis dlouho nebo je nelze vyfesit v rozumném ¢ase vibec.
Pro ,tézké“ problémy je Gasto postacujici alespon piiblizné (téméf optimdalni) Feseni.

Priklad 4. Problém obchodniho cestujiciho: Zkuste si zoptimalizovat cestu pres stovku zastavek pro
kuryra UPS/DHL/FedExu.



2.3 Zakladni postupy pii algoritmizaci

Zakladni postupy pii algoritmizaci Aneb rozdéleni podle navrhového paradigmatu

1. Rozdél a panuj

2. Redukce

Linedrni programovani

Dynamické programovani

5. Hladové algoritmy (greedy methods)

6. Probabilistické a heuristické algoritmy

Rozdél a panuj Divide and Conquer
Klasicky pifstup k dekompozici problému na jednodussi podilohy stejného problému (divide) a spojeni
jejich feseni v jeden celek (conquer).

e Casto spojen s rekurzi

e Podproblémy nemusi byt nutné zcela stejného typu

e Vijhody: snadnd paralelizace, rychlost, vhodny pro konceptualné slozité problémy

e Newjhody: pamétova naroénost, rekurze

Priklad 5. Jiz zminény merge-sort, jenz déli fazend data na mensi podmnoziny, jez pak fadi stejnym
pristupem do té doby, nez narazi na jednoprvkovou mnozinu dat — ta je sefazena vzdy.

Dalsi priklady: FFT, metoda puleni intervalu v numerice.

Redukce Prevod do dudlni reprezentace

Redukci nazyvame transformaci feSseného problémy na jiny, ekvivalentni problém, jenz umime fesit efek-
tivnéji.

e Prevadime slozité tlohy na tlohy s nizsi asymptotickou slozitosti

e I za cenu prevodu bude feSeni trvat kratsi dobu

Priklad 6. Hledani medidanu mnoziny dat. Prvnim krokem muze byt sefazeni celé mnoziny do vektoru
dat, druhym potom vybér prostiedniho prvku z tohoto vektoru.

Linearni programovani Jednoduchy piistup k optimalizaci
Optimalizaéni postup na nalezeni vdzeného maxima soustavy linedrnich rovnic a nerovnic za uréitych
pevnych omezeni

e Problém vyjadiime soustavou rovnic, nerovnic a omezeni

e Tuto soustavu ndm vytesi néjaky genericky fesi¢ (simplexovd metoda)

e Neni to programovaci postup per se

e Castou variantou je celo¢iselné programovéni (prostor omezen na celd ¢isla)



Priklady

Nalezeni maximalniho toku mezi dvéma uzly orientovaného grafu.

Optimalizace délky zelenych pro SSZ snizujici délky front vozidel na semaforech.

Dynamické programovani Jak si uSetfit praci
P feSeni slozitych problému s urcitou strukturou se casto velké bloky poduloh pocitaji vicekrat. Dy-
namické programovani zamezuje opakovanému vypoctu zapamatovanim si vysledku vyfeSenych pod-
problému

e Podobné paradigmatu rozdél a panuj — podilohy ale jsou ruzného typu

e Pokud se v feseni tlohy nevyskytuji opakujici se shodné podulohy, nijak ndm DP nepomtuze

Priklad 7. Nalezeni nejkratsi cesty mezi dvéma uzly orientovaného ohodnoceného grafu.

Hladové algoritmy Greedy Algorithms

Urcitou tiidu tloh lze Fesit vybérem lokalniho optima (maxima, minima) v kazdém kroku algoritmu a
mit zaruceno, ze dojdeme ke globalnimu optimu.

Priklad 8. Vybér nejmensiho poctu platidel pro uré¢itou sumu. Nefunguje pro denominace 1,7,10.

Probabilistické a heuristické metody

Probabilisticky pfistup pouzivaji randomizované algoritmy, napiiklad Monte-Carlo metody. Vysledkem
je (rychly) intervalovy odhad feSen{ na urcité hladiné pravdépodobnosti.

Heuristické metody pouzivaji k feSeni hruby odhad na zdkladé zkuSenosti programétora ¢i odpozoro-
vanych obvyklych vysledku.

3 Konecné automaty a Turingiv stroj

3.1 Koneény automat

Matematické modely pocitacu

Jiz v roce 1936 se Alan Turing, Alonso Church a Kurt Gddel zabyvali teoretickymi zaklady, na nichz by
se dala moderni pocitacova véda definovat.

Nezavisle na sobé hledali univerzalni model, ktery by z hlediska funkce bez ohledu na fyzikalni vlastnosti
popsal chovani libovolného vypoctu — algoritmu.

Nejcastéji zminovanym feSenim se stal model Alana Turinga, ktery byl zalozen na matematické abstrakci
vypocetniho stroje jako konecného automatu.



Co je to koneény automat Finite State Machine (FSM)

Primitivni automat, jenz ¢te symboly néjaké definované abecedy na vstupu a podle nich prechazi mezi
riznymi vnitinimi stavy. Nem4 vnitin{ pamét.

Muze byt deterministicky nebo nedeterministicky.
1 0 1
0

Nedeterministicky kone¢ny automat nema pevnou tabulky pfechodu, ale zména stavu nastane pouze s
ur¢itou pravdépodobnosti.

3.2 Turinguv stroj

Turinguv stroj Formélni popis

Motivace: Existuje mechanicky proces, kterym je mozno rozhodnout o pravdivosti libovolného matema-
tického teorému nebo vyroku.

Turinguv stroj simuluje préci matematika pti vytvareni dikazu:

e nekonecnd tabule (pro psani i ¢teni)

e mozek (Fidici jednotka)
Formalizace Turingova stroje

e misto tabule oboustranné nekonecna paska
e misto kiidy ¢teci a zapisovaci hlava, kterou lze posouvat

e misto mozku koneénd fidici jednotka

Turinguv stroj Vlastnosti

Takovy stroj mél nékolik zakladnich vlastnosti:

e musel nahradit slozitou symboliku matematickych kroku. V takovém piipadé slo kazdou kone¢nou
mnozinu symbolu nahradit pouze dvéma symboly (jako je 0 a 1) a prdzdnou mezerou, kterd by oba
symboly oddélovala.

e podobné jako si matematik zapisuje poznamky na papir, ma Turingtv stroj k zdpisu nekoneénou
pasku sklddajici se z bunék, do/ze kterych se symbol zapisuje/cte.

e nad touto paskou je mozné provadét za pomoci ¢teci hlavy operace ¢teni, zapisu a posunu pasky
(read, write, shift left, shift right).

e protoze je mozné symboly Cist, zapisovat nebo se posunovat po pasce, je pro Turinguv stroj dulezity
vnitin{ stav, ve kterém operaci ¢teni provadime (éteny symbol a stav urcuji dalsi akci a prechod
do dalstho stavu)



Protoze se chovani tohoto stroje vyviji podle tabulky prechodu, muzeme tici, ze kazdy nasledujici stav
1ze jednoznacné urcit na zdkladé ¢teného symbolu a aktualniho stavu.

Chovani Turingova stroje je proto deterministické.

Turingtv stroj Formalni definice

Klasicky Turinguv stroj je kone¢ny automat, jenz muzeme popsat sedmici T = {Q,T',b, X%, §, qo, F'}, kde

e () je konetnd mnozina vnitinich stavi,
e ' je konetnd mnozina symbolu abecedy na pésce,

e b €T je symbol pro prazdné policko,

¥ C T\ {b} je mnozina vstupnich symboli na pésce,

0:QxI'— QxT x{L, P} je pfechodova funkce, popisujici zménu stavu, zépis na pdsku a posun
hlavy,

e (o € (Q je pocatecni stav stroje,

e F' C @ je mnoZina koncovych (akceptovanych) stavi.

Cokoliv, co odpovidd tomuto formélnimu zapisu, je Turinguv stroj.

4 Prvocisla

Prvoéisla Definice

Zname dvé skupiny pfirozenych ¢isel n € N.

Prvocislo
Prvocislem nazyvame takové prirozené ¢islo n € N, které je beze zbytku délitelné prdavé dvéma riuznymi
prirozenymi ¢isly a to jednickou a samo sebou.

Cislo 1 tedy nen{ prvocislo.

Cislo slozené

Celé ¢islo ruznd od jedné, jez neni prvocislem, nazyvame slozené &islo.

Prvocisla

Vlastnosti prvocisel:

e Pro prvocislo p plati pla-b = (p|a) V (p|b).
o Kazdé slozené ¢islo lze jednoznacné vyjadrit jako soucin prvocisel.
Vzorovy rozklad
Napiiklad 42=2-21=2-3-7.
e Pokud p je prvoéisloaa € Z: 0 < a < p, pak p| (a? — a).
e Ke vSem celym kladnym ¢éislum a € Z : a > 0 lze nalézt prvocislo p: a < p < 2a.
Priklad
Necht a = 42. Nerovnici p : 42 < p < 84 spliuji prvoéisla 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, a 83.



Prvocisla Pékné od zacatku ...

Seznam prvodcisel

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
11 12 18 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
61 62 63 64 65 66 67 68 69 70
71 72 73 74 75 76 7 78 79 80
81 82 83 84 85 86 87 88 89 90
91 92 93 94 95 96 97 98 99 100

101 102 103 104 105 106 107 108 109 110
111 112 113 114 115 116 117 118 119 120

Uméli byste pokracovat dal?
Kolik je prvocisel?

Oznaéme 7(N) pocet prvocisel < N.

Pocitejme zkusmo hustotu prvocisel oy v intervalu (1, N):

e v desitce ¢isel je m(10) = 4 prvocisla, tedy

m(10) 4
R TR T R
e ve stovee &fsel je w(100) = 25 prvodisel, tedy
7(100) 25
= =2 =025
@00 =00~ 100

e v tisicovee &isel je w(1000) = 168 prvocisel, tedy

1000 168

01000 = TUO00) _ — 0,168

1000 ~ 1000

Kolik je prvocisel? Hustoty prvocisel
V roce 1792 si mlady C. F. Gauss vsiml, ze w(NV) je pfiblizné rovna podilu N/In N.

N 10 102 103 10% 10° 10°
oN 0,400 | 0,250 | 0,168 | 0,123 | 0,096 | 0,078
1I/InN | 0434 | 0217 | 0,145 | 0,108 | 0,086 | 0,072
N/InN || 4,3429 | 21,715 | 144,76 | 1085,7 | 8685,9 | 72382
7(N) 4 25 168 1229 | 9592 | 78498

Matematici nékdy pisi, ze
N
N)~—
m(N) In N
a tikaji, ze m(N) se asymptoticky blizi k N/In N.

Kolik je prvocisel? Prvociselna véta

Domnénka

Nejedné se o ndhodny jev, pii dostatecné velkém N je hustota prvocisel v intervalu (1, N) rovna

li !
1m = —
NN TN



Gaussovi bylo tehdy patnéact let. Dukaz tohoto tvrzeni pfisel az o 100 let pozdéji.

Prvoéiselna véta
N
lim Ll )

N —o0

=1

In(N)

4.1 Vlastnosti prvocisel

Co jesté vime o prvocislech? Eukleidtv dikaz

Prvocisel je nekoneéné mnoho:

e Piedpokladejme, Ze existuje nejvétsi prvocislo a oznacme jej pyr

e Sestrojime soucin vsech prvocisel az do py;:
M
N=2-3-7T-py=][]n
i=1

Cislo N 4 1 nemitize byt délitelné ani jednim z prvocisel p;, jez déli N.

To znamend, ze N + 1 je bud’ prvocislo, nebo ¢&islo sloZené, jez ma ve svém rozkladu jiné prvoéislo
PN > PM-

Spolu s Eukleidem jsme dospéli ke sporu!

Musi tedy platit, ze prvocisel je nekonecéné mnoho.

Eukleiduv dukaz

Eukleiduv dukaz je klasicky existenéni dukaz: Resi pouze otdzku existence nekoneéné mnoziny prvocisel,
netesi otazku jak nalézt vSechna prvocisla.

Goldbachova hypotéza

Goldbachova hypotéza 1ikd, ze kazdé sudé ¢islo vétsi nez 2 lze vyjadrit jako soucet dvou prvocisel,
napiiklad

8§ = 3+5
10 = 347
12 = 547
14 = 3+11
16 = 5411
18 = 7411

Experimentdlné provéieno do hodnot 2 x 107

10



4.2 Zajimavosti

Zajimavosti Parova prvocisla
Parova prvocisla: jejich rozdil je 2 (napiiklad 17 a 19), nejvéts{ dosud zndmé prvociselné pary jsou

16869987339975 - 2171960 41
100314512544015 - 2171960 41

Odhaleni chyby matematického koprocesoru origindlniho Intel Pentium P5 (The Intel FDIV Bug).

Zajimavosti The Intel FDIV Bug (1)

Thomas Nicely, Lynchburg College, Virginia (1994): Numericky vypocet souctu harmonické fady s
pdrovymi prvocisly.

O jaké rady jde:

e harmonicka rada

n=1
e prvociselnd harmonicka fada
- — 00

vp
Obeé tyto fady diverguji.
Zajimavosti The Intel FDIV Bug (2)
Oproti tomu

il SR I I N
pp 3 5 7 29 31 7

Vp2

1,902160583104

konverguje.

V ¢ervnu 1994 Thomas Nicely obdrzel po povyseni starého poc¢itace na P5 hodnotu
1,9021605778

lisici se od puvodnich vypoctl na 1486 — a v ¥{jnu ozndmil chybu v FPU Pentia.

Zajimavosti The Intel FDIV Bug (3)
Tim Coe, Vitesse Semiconductor, Southern California
4195835 5-7-(2%-3%-5-37+1)

©= 3145727 3.9220 _ ]
— 1,33382044. ..

FPU v Pentiu P5 vsak davala hodnotu

. 4195835 5 x 7 x 119881
T 3145727 13 x 241979

=1,33373906.. ...
Chyba nastavé pri reprezentaci ¢isel typu M, = 2" — 1, coz jsou tak zvand Mersennova ¢isla.
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4.3 Mersennova cisla

Mersennova ¢isla Definice

Marin Mersenne (1588-1648) uvetejnil ve své knize Cogitata Physica-Mathematica (1644) tvrzeni, ze
¢isla tvaru

2" —1

jsou prvocisly pro n = 2,3,5,7,13,17,19,31,67,127,257 a jsou ¢isla slozend pro ostatni pfirozena cisla
n < 257.

Definice

Jestlize 2" — 1 je prvocislo, pak se nazyva Mersennovo prvocislo.

Lze dokazat, ze pokud je 2" — 1 prvocislo, je i n prvocislem.

Mersennova ¢isla Ovérovani

Prvociselny charakter Mersennovych ¢isel nebylo snadné dokazat:
e Euler (1750): 23! — 1 je prvocislo.
e Lucas (1876): 2127 — 1 je prvocislo.
e Pervouchine (1883): Mersenne zapomnél na 26! — 1.

e Powers (?) ukézal, ze existuji dalsf ¢isla, kterd Mersenne neuvedl: 289 — 1 a 2197 — 1.

Mersennuv interval n < 257 byl tUplné prozkoumédn v roce 1947 a bylo dokdzano, Ze spravné tvrzeni
obsahuje 12 exponenti:
n=23,5"7,13,17,19, 31,61, 89,107, 127.

Mersennova cisla Vypocet novych

K dnesnimu dni ble nalezeno dalsich 35 Mersennovych pI‘VOéfSGl j\45217 M607, M1 2795« -+« M42 643 801 5 M43 112609
GIMPS (The Great Internet Mersenne Prime Search)

Paralelizované hledani jehly v kupce sena:

e Distribuovany vypocet ve volnych cyklech procesoru

e Zatim posledni Mersennovo prvocislo bylo nalezeno 6. zar{ 2008 ve tvaru
937156 667 _ |

e http://www.mersenne.org/

12



4.4 Fermatova cCisla

Fermatova c¢isla A jejich vztah k prvocislim

Pro nezédporné n > 0 nazyvame n-tym Fermatovym é&islem vyraz
F, =22 4+1.
Je znamo, ze F,, je
e prvocislem pro0 <n <4 a
e cislem slozenym pro 5 < n < 23.

Fermat se puvodné domnival, ze F,, jsou obecné prvocisla.

Jak vlastné rozhodneme, na jaké soucinitele rozlozit slozené ¢islo N7

4.5 Faktorizace prvocisel
Faktorizace prvocisel Proc¢ to?

Zakladni véta artimetiky

Kazdé prirozené cislo vétsi nez 1 lze jednoznacné rozlozit na soucin prvocisel.
Nalezeni rozkladu malych ¢isel na prvocisla je relativné jednoduché:
Zkouska délenim

Pro vypocet prvociselnych souciniteli ¢isla N stacéi otestovat vsechna prvoéisla p; < v/ IN. Prvoéinitele
ziskame napiiklad pouzitim Eratostenova sita.

Faktorizace prvocisel Jak faktorizovat velka prvocisla

Narocnost faktorizace vyjrazné roste s délkou prvocisla.

Praktické dusledky:

e (+) kryptografie (Sifrovani vefejnym klicem, RSA),
(
(

o (-) vypocet multiplikativnich funkci — Va, b : f(ab) = f(a) - f(b),
e (-) kompresni{ algoritmy.
Metody prosévani:

e Erastothenovo sito
e (Generické—Specidln{) prosévéni ¢iselného pole
e Pollardova p-metoda

e Rozklad na fetézové zlomky
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Faktorizace prvocisel Metody

Pro rozklad velkych ¢isel na prvociselné soucinitele se pouzivaji celoc¢iselné vlastnosti eliptickych krivek
v =2 +ax+0b
Na strankéch

http://www.alpertron.com.ar/ECM.HTM

muzete ovérit Gcinnost téchto matematickych metod.

Faktorizace Fermatovych ¢isel Jak na né

e Euler (1732) nalezl rozklad

F5 =641-6700417 = 4294967 297.

e Zadné dalsf prvoéislo tvaru F, = 22" + 1 nenf pro n > 24 znamo.

Déjiny faktorizace

Rozklad Fermatovych ¢&isel se od doby Eulera stal velkou soutézi o vhodné algoritmy.

Samostatny mikrokosmos numerické matematiky: F;, roste v poctu cifer zavratné rychle — algoritmus
vhodny pro faktorizaci F;, nemusi byt pouzitelny pro F,11.

Faktorizace Fermatovych ¢isel Fy

V roce 1880 Landry zvetejnil soucin
FG = 274177 - Pi14-

Algoritmus, kterym Landry k tomuto vysledku dospél, nebyl nikdy publikovan.

Faktorizace Fermatovych c¢isel F»

V roce 1970 Morrison a Brillhart nalezli pomoci metod fetézovych zlomku soucin

F7 = 59649589 127497 217 - poa.

V letech 1877-1970 bylo objeveno nékolik nevelkych souéinitelit Fermatovych éisel ve tvaru k - 2772 4 1
pron > 9.
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Western, 1903
Napftiklad jiz v roce 1903 Western nalezl

Fg = 2424833 x 01487

kde C145 je celé 148-ciferné ¢islo.

Faktorizace Fermatovych cisel Fg a Fy

V roce 1980 Brent a Pollard nalezli sou¢in
Fg = 1238926361552897 X pgo

Pollardovou p-metodou.

V roce 1990 skupina matematiku a pocitacovych odbornikt kolem Pollarda pouzila vice nez 700 pra-
covnich stanic rozmisténych po celém svété a odvodili metodou SNFS (Special Number Field Sieve)
pro

Fg = 2424833 X P49 X Pgg.

Faktorizace Fermatovych c¢isel Soucasnost

V #i{jnu 2003 John Cosgrave se spolupracovniky na St. Patrick’s College nalezli soucinitele Fermatova
¢islu
F2478782 = (3 X 22478785 + 1) - k.

Faktorizace:

e neni kompletni pro vSechna Fermatova ¢isla, o kterych vime, Ze jsou rozlozitelna,
e napiiklad pro F}s neni zndm soucinitel C7187 o velikosti 1187 cifer,

e podobné pro Fi3, Fi5, Fig, F17, Fis, F19, Fo1 a Fs3 chybi soucinitele ruznych cifernych délek.

Faktorizace Fermatovych ¢isel Prehled

F,=22"+1

3

5

7

257

65537

641 -6700417

274177 -67280421310721
59649589 127497217 - 5704 689 200 685 129 054 721
1238927497217 - peo
2424833 * P49 * P99

© 00O U WN = O3

V tabulce oznacuje py k-ciferné prvocislo. Napiiklad Fg = 274177 - 67280421 310721 = 274177 - p14.

5 Nejvyssi spolecny délitel

~ s

Nejvyssi spolecny délitel Definice
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V celociselné aritmetice délime se zbytkem: je
a=qb+r.
Pro dvojici celych ¢isel a a b ma smysl hledat nejvyssi celé ¢islo d, které obé ¢isla déli beze zbytku.

~ s

Nejvyssi spolecny délitel

Nejvyssi spoleény délitel dvou nenulovych celych ¢isel a € Z a b € Z je nejvétsi nenulové prirozené
¢islo d € Z — 0 takové, ze dla A d|b.

Zapisujeme ged(a,b) = d.
Nesoudélna cisla

Cisla a € Z a b € Z nazyviame nesoudélna (relative primes), pokud ged(a,b) = 1.

Euklidova ¢&isla
Euklidova ¢isla

Cisla definovana rekurenci
e, =ejegez...e,_1+1

nazyvame Euklidova ¢isla.

Prvni ¢tyfi Euklidova ¢isla

epr = 14+1=2
es = 241=3
e3 = 2x34+1=7
eq = 2X3xT7+1=43
jsou prvocisla.
Euklidova ¢&isla Pokrac¢ovani
Dalsi Euklidova ¢isla az na eg
es5 = 2-3-7-4341=1807=13-139 (1)
eg = 2-3-7-43-1807+1=3263443 (2)
er = 547 -607 x 1033 - 31051 (3)
eg = 29881 -67003-9119521 6212157481 (4)

jsou sloZend ¢isla. Pro vSechna ¢isla eg . .. e17 je dokdzéno, ze jsou to slozena ¢&isla.
Fact 9. Fuklidova éisla jsou nesoudélnd é&isla, protoZe jejich nejvétsi spolecny délitel je roven 1:

ged(em, en) = 1.

5.1 Euklidav algoritmus

Euklidiv algoritmus Chytré feSeni problému

Pivodné formulovan geometricky cca 300 pf.n.l. Eukleidés hledal nejdelsi isecku, ktera by se beze zbytku
vesla do dvou delsich tsecek.

Dukaz
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1. Necht a a b jsou nenulova cela &isla, jejichz ged() pocitdme.
2. Pokud a > b, plati a = gb+r.

Pokud existuje d takové, ze d|a a d|b, pak také d|r, protoze pro a = sd a b = td bude r = (s — qt)d.

=~ W

Je tedy ged(a, b) = ged(b, ) a stacl tedy hledat ged(b, ).

5. Protoze r < b, vypocet v kone¢ném poctu kroku skonéi stavem r = 0.

6 Modularni aritmetika

O ¢em to vlastné vSechno je Kratka motivaéni vlozka

Modularni aritmetika je aritmetikou na mnoziné celych ¢isel Z v niz se ¢isla opakuji po dosazeni
urc¢ité hodnoty n, jiz nazyvame modul.

Na rozdil od béznych celoc¢iselnych operaci se zde po kazdé operaci provede jesté celociselné deéleni
modulem n a vysledkem operace je zbytek po tomto déleni.

Priklad

V modularni{ aritmetice modulo 7 maji ¢isla 8 a 71 shodné reprezentace, protoze 8 mod 7 = 1 a zaroven
71mod7 = 1.

K ¢emu to vlastné vSechno je Kratka motivacni vlozka

Celociselna aritmetika v pocitacich je modularni.

Priklad pro osmibitovd éisla

250410 je v osmibitové aritmetice rovno 4 (tedy 260 mod 2%). 12-16 je v osmibitové aritmetice rovno 252
(coz je —4mod 28).

Praktické aplikace moduldrni aritmetiky:

e pienos zprav — ochrana zprav proti chybam, komprese, zajisténi integrity, utajovani,

e vypocetni technika — hasovaci funkce, pseudondhodna ¢isla, dvojkova komplementarni reprezen-
tace celych cisel, aritmetika s VELKYMI celymi ¢isly.

7 Délitelnost a kongruence

7.1 Délitelnost

Délitelnost Pripomenuti

Na mnoziné celych ¢isel Z méjme definovana dvé éisla: a, b. Rikdme, ze a déli b, pokud existuje libovolné
c € 7 takové, ze b = ac.

Pro zkréceny zdpis toho vztahu pouzivame symbol alb.

Pro spoleény délitel c ¢isel a a b plati, Zze c|a a zdroven c|b.
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Délitelnost Nejvétsi spoleény délitel

Cislo d oznacujeme jako nejvétsiho spoleéného délitele &isel a a b a zapisujeme d = ged(a, b), pokud
plati, ze

e cislo d je spolecny délitel a a b, a
e pokud existuje ¢ # d takové, ze c|a a zdroven c|b, pak také c|d.

Cislo ged(a, b) je tedy nejvétsim kladnym celym éislem jez déli jak a, tak i b, s vyjimkou ged(0,0) = 0.

7.2 Kongruence

Kongruence Pfipomenuti
Uvazujme libovolny modul n takovy, ze n € N a zvolme si dvé celd ¢isla a,b € Z.

Pokud v moduldrn{ aritmetice plati, ze a modn a bmod n jsou si rovny (maji stejny zbytek po déleni n),
tikame, ze ze a je kongruentni s b modulo n a zapisujeme

a =b(modn).

Priklad
Je tedy 8 = 71 (mod 7), 8 je kongruentni s 71 modulo 7.[0.5ex] Pozor na zdpornd ¢isla: —1 = 7 (mod 8).

Kongruence Ptiklady

Mgjme abecedu velkych pismen ceské abecedy, {A, AB,...,Z, 7}, reprezentovanou numerickymi hodno-
tami {1,2,...,42}. Nad touto abecedou provddime vSechny matematické operace moduldrné, s modulem
42.

V takové modularni aritmetice jsou si rovny napiiklad reprezentace celych ¢isel —41, 43 a 320328919,
protoze zbytek po déleni 42 je vzdy 1:

—41 =43 (mod 42) & —41 =43442-(-2),
—41 = 320328919 (mod 42) <« —41 = 320328919 + 42 - (—7626880),
320328919 = 43 (mod 42) < 320328919 = 43 4 42 - T626878.

Znak A muze tedy reprezentovat libovolné z ¢isel —41, 43 a 320328919.

Kongruence Priklady

Mnozinu v8ech celych c¢isel, kterd jsou kongruentni s néjakym m modulo n je zvykem nazyvat trida
kongruence a zapisovat ji 7, bez uvedeni modulu kongruence.

Priklad

Napiiklad éfslo 3 v modulu 5 muze zastupovat i vSechna ¢isla s nim kongruentnf (..., —7,—-2,3,8,13,...).
V textech bude tato tiida kongruence oznacovana jako 3.

Vlastnosti kongruence modulo n umozinuji poéitat pouze se zbytky po déleni timto modulem a vysledek
pak zobecnit na vSechna ¢isla.

8 Vlastnosti ¢isel v modularni aritmetice

Vlastnosti modularni aritmetiky Uzavieni
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Modularni aritmetika je uzaviend vuci operacim séitani a nasobeni:

Ql
+

Ql
|
SHERS IS
(I
e e
I+
<l s

S
S

f

Priklady
V aritmetice modulo 7 by mélo platit 2+ 6 =1. Pro9€ 2 a —1 € 6 je vysledek 9— 1 =8 € 1.

Podobné zkuste v aritmetice modulo 7 ovéfit 2 -6 = 5.

Vlastnosti modularni aritmetiky Komutativita a asociativita

Scitani a ndsobeni v moduldrni aritmetice je komutativni a asociativni:

a+b = b+a,
a-b = b-a,
(@+b)+c = a+ (b+7),

> —

~
|
I
S~

—
el

a-(b-c).

Vlastnosti modularni aritmetiky Komutativita
Pro scitdni a nadsobeni v modulérni aritmetice existuje identita, pro s¢itani i inverze:

0O+a =
a+-a =

1-a =

ol 8l

8l

Priklady

V moduldrn{ aritmetice modulo 7 je 28 € 0 a 15 € 1. Pro jejich soucet plati (28 +15) mod 7 = 43 mod 7 =
1.[0.2ex] V moduldrn{ aritmetice modulo 3 je 10 € 1 a 8 € 2. Pro jejich souéin plati (10 - 8) mod 3 =
80mod 3 = 2.

Jak dopadne soucet 57 a -73 v aritmetice modulo 87

Vlastnosti modularni aritmetiky Modularni déleni

Pokud
a-d=b-d(modn)

obecné neplati, ze také
a = b(modn).

Jsou dvé varianty

1. Pro d a n nesoudélnd je opravdu a-d = b - d (mod n).

2. Prod#0jea-d=b-d(modn-d).
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Vlastnosti modularni aritmetiky Priklady na modularni déleni

Moduldrni délent pro d a n nesoudélnd

Pro 170 = 35 (mod 3) — 5-34 = 5- 7 (mod 3) je 34 = 7 (mod 3), protoze 3 a 5 jsou nesoudélnd cisla.

Moduldarni déleni pro obecné d # 0
Z kongruence 10 = 6 (mod4) — 5-2=3-2(mod2 - 2) plyne 5 = 3 (mod 2).

Co vyjde pro 10 = 6 (mod 3) ?

9 Mala Fermatova véta

Definice Pierre de Fermat, 1640
Pro a € Z a prvoéislo p € N takové, ze p { a plati
a?~! =1 (mod p)

a v alternativnim tvaru

p

a? = a (mod p)

Ve skuteénosti je a®®) = 1(mod p), kde ¢(p) je takzvani Eulerova funkce.

Mala Fermatova véta je zakladnim stavebnim kamenem algoritmu generovani Sifrovaciho klice asymet-
rické gifry RSA. Je také nutnou podminkou pro prvocisla.

Multiplikativni inverze Definice

Pro a € Z an € N je celé ¢islo x multiplikativni inverzi, pokud spliuje podminku

a-z=1(mod n). (5)

Pro nejmensi multiplikativni inverzi plati, Ze = je nejmensi moznou kladnou multiplikativni inverzi
1

k a a oznacujeme ji a”".
7 Malé Fermatovy véty pfitom plyne, ze
a”!' =a?7? (mod p). (6)

pro a € Z a prvociselnd p € N takovd, ze p { a.

Multiplikativni inverze Piiklad

Vypocet inverze

Chceme spoéitat a=! pro n = 11 a @ = —3. Volime postupné z = 1,2,..., prvai kladné &islo = spliiujici
vztah (5) jex =7: =3-7=1(mod 11).

Vypoéet inverze pomoci Malé Fermatovy véty

Pouzitim Malé Fermatovy véty (6) mame a~! = (—=3)'172 (mod 11), tedy a~! = —19683 (mod 11) coz
je to samé, jako a~! = 7 (mod 11) protoze jde o stejnou tifdu kongruence.

Zkuste si to nyni sami pron =7 a a = 5.
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9.1 Opice a kokosy

T#i namofrnici, opice a kokosy Problém

Na pustém ostrové ztroskotaji tfi ndmotnici. Jedind potrava, kterou béhem dne nasli, je hromada koko-
sovych ofechu.

V noci se prvni namornik probudi, spravedlivé rozdéli hromadu na tfi dily, pficemz jeden kokos zbyde —
ten dostane opice. Svou tfetinu namoinik ukryje, zbytek navrsi zpatky a jde zase spat. Postupné hromadu
stejnym zpusobem ,tFetina pro mne, jeden kokos opici, zbytek vratit* zmensi jeho oba druhové.

Réano si hromadu rozdéli na tfetiny, opét zbyde jeden kokos, ten dostane opice.

Kolik musi byt v puvodni hromadé kokosii, aby to fungovalo?

TFi ndmofnici, opice a kokosy Reseni (1)
Prvni ndmotnik za¢ing s hromadou obsahujici n = 1 (mod 3) kokosovych ofechi.

Druhy namoinik délil hromadu s

2n—1
my = % =1 (mod 3)
ofechy, tfeti ndmoinik prerozdéloval
2 —1
me = (mlf) =1 (mod3)

ofechti a ve zbylé hromadé jich muselo zustat

2 -1
mg = % =1 (mod3).
T#i namofnici, opice a kokosy Reseni (2)
Hodnotu mg3 spocteme jako
2 2 8 38
= Mmg—-=-=—n——=1 d3
ms=gme Ty 7" gy = Lmod3)

a rovnici v moduldrni aritmetice feSime pro n
8n — 38 = 27 (mod 81) = 8n = 65 (mod 81).
Délit osmi nemuZeme, muzeme ale ndsobit multiplikativni inverzi (pro jejiz vypocet nelze pouzit Ferma-

tovu vétu — proc¢?):
n=8"1.65=71-65=79(mod8l).

Nejmens{ pocet kokosu v hromadé je tedy 79 (ale muze byt i 160, 241, ...).

10 Piiklady

10.1 Kontrolni soucty

ISBN Neboli International Standard Book Number

M4 ho kazdé kniha, identifikuje zemi ¢i region ptuvodu, nakladatele a vydani. Existuje ve verzi ISBN-10
a ISBN-13. Na posledni pozici kazdého ISBN je kontrolni cifra.

Priklad vipoctu kontrolni cifry ISBN-10

21



Meéjme ISBN 0-552-13105-9. Kontrolni cifra ISBN-10 se poc¢ita v modulu 11, pro ptipad zbytku 10 se
pouzije znak X. Kontrolni soucet je 0-10+5-9+5-84+2-74+1-643-54+1:44+0-3+5-24+9-1 = 143mod 11 = 9.
Uvedené ISBN je opravdu platné.

Coz takhle 80-85609-70-37

Rodné &islo Varianta po roce 1954

Jednoznaény identifikitor obéantt CR a SR obsahujici idaj o datumu narozeni, pohlavi a do roku 2004
i lokalité porodnice.

Priklad vijpoctu kontrolnd cifry

Mu# narozen 22. tnora 1959, rozliujici trojéisli 177 (Zlin?). Posledni cifra rodného éisla zajistuje
délitelnost ciferného souctu jedenacti, musi mit proto hodnotu 590222177 mod 11 = 6. Odpovidajici
rodné ¢islo mé tvar 590222/1776.

O kohopak asi jde?

10.2 Pseudonahodnd cisla

Generatory pseudondhodnych ¢éisel Matematické ptiblizeni k U(0,1)

Jednou z moznost{ je linedrni kongruentni generator (LCG, Linear Congruence Generator).

Jak funguje LCG

Uzivatel zvoli 2o (pevné nebo tieba odvozené od aktudlniho ¢asu). Potom 241 = (a- 2 +b) mod m, kde
a,b a m jsou zvolené parametry urcujici kvality generatoru. Jedna z moznych voleb je tieba a = 1664525,
b = 1013904223 a m = 232,

LCG jsou wvelmi citlivé na volby parametri. Pokud dodrzime jisté predpoklady, generdtor pracuje s pe-
riodou m, ale i to je v mnoha piipadech statistickych vypoétu (napiiklad u vicerozmérné Monte Carlo
integrace) zalostné malo.

10.3 Aritmetika velkych ¢cisel

Aritmetika velkych ¢Eisel Co s ¢isly, ktera pocitac nedokaze reprezentovat?

Registry v dnesnich procesorech jsou vétsinou 32 nebo 64 bitové:

o nejvétsi bindrni éislo, s nfmz poécitaé dokaze pohodiné pracovat, je tedy 232 respektive 264,

e nejvétsi bindrni ¢islo, jez miZzeme reprezentovat v 1GB operaéni paméti, je 21099511627776 55k

rychle s nim ale budeme schopni pocitat?

Jak se ale algoritmy typu RSA efektivné vypotradavaji se s¢itanim ¢i nasobenim celych ¢isel v aritmetice
velkych modulu (tfeba 340282366920938463463374607431768211507)7 Jak provadét operace s tifidami
c¢isel, ktera se do paméti pocitace prosté nevejdou?

V pristim dile uvidite

V piisti prednésce si vysvétlime Cinskou vétu o zbytcich (Chinese Reminder Theorem,).

A podivame se, jak funguje Sifrovaci algoritmus RSA.
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