Povinna zkouskova zadani z predmétu

11MA pro studenty kombinované
formy studia v ZS 2010/2011

Jan Prikryl

22. ledna 2011

Ze zadéani na nasledujicich strankach si prosim vyberte tti, ktera vypracujete a nahra-
jete na server obdobnym zpusobem, jako doméci tkoly.



Zadani K1

Ptripomenme si, ze pro Eulerovu funkci totient ¢(n) plati, mimo jiné, Ze pro prvocislo p
je
pro dvé ruznd prvocisla p a q, p # ¢, je

d(pq) = (p—1)(q¢ - 1),

L N ¢ -
pro slozené ¢islo n = pi* - ps* ... pY =1L, pi* je

o(n) = ][ i (mi = 1).

Eulerova véta pritom tikd, Ze nesoudélna a a n plati

a®™ =1 (modn).

Ukoly:
1. Doplnte tabulku funkénich hodnot:
n 11213456 7,8]9]10
¢(n)
n | 111213141516 |17 | 18| 19| 20
¢(n)

2. Dokazte, pro které hodnoty je ¢(n) liché éislo.
3. Dokazte, pro které hodnoty je ¢(n) = 2.

4. Dokazte, ze plati 1001* = 1 (mod 10) pomoci
a) primého vypoctu mocniny,
b) Eulerovy véty.

spliujici kongurenci @™ = 1(modn), neni tomu tak vzdy. Jiz pro celkem pét
ruznych n z intervalu 1,2, ...,20 uvedeného v bodé 1 lze nalézt m < ¢(n), pro
néjz tato kongruence stale plati. Naleznéte alespon dvé takova m.



Zadani K2

Podle Malé Fermatovy véty plati pro kazdé prvocislo p a a € Z, p 1 a kongruence
a’~' =1 (modp).

Tohoto tvrzeni lze s vyhodou vyuzit pri hledani zbytku po déleni vysokych mocnin ¢isel.
Napiiklad zbytek po déleni &fsla 6°2 prvocislem 11 je 3 — plati totiz, Ze 6°2 = 6°0 - 62 =
(6'9)°.6% = (1)°- 36 (mod 11) = 3 (mod p).

Ukoly:
1. Naleznéte zbytek pii déleni 3%2 : 17.
2. Naleznéte zbytek pii déleni 217 : 19.
3. Naleznéte zbytek pii déleni 2°~2 : p, kde p # 2 je prvoéislo.
4. Naleznéte hodnotu n € N spliujici rovnici

133° + 110° + 84° + 27° = n’.



Zadani K3

Kvalitu algoritmu muzeme posuzovat podle rychlosti konvergence a podle poctu iterac-
nich kroku.

Ukoly:
1. Ukaze, ze algoritmus aritmeticko-geometrického pruméru ¢isel z a y, definovany
jako
W Ot
n+1 — 2 )

9n+1 = A/0Qn - Gn

s pocatecnimi hodnotami ag = x a by = y konverguje pro

Qpn — gn
Gnp,

€ —

kvadraticky:.

2. Ukazte, ze Eukliduv algoritmus pro vypocet néjvyssiho spoleéného délitele dvou
¢isel a a b ma pro a < b nejvyse 2log, a+1 iteraci.

3. Naleznéte pocet itera¢nich kroku algoritmu pro tlohu ,,Hanojské véze“. V této tloze
mame premistit véz skladajici se ze 4 disku z levého sloupce do pravého tak, ze
premistit muzeme vzdy jen jeden disk a premist’ovani probiha s podminkou, ze
v kazdém kroku musi byt vzdy mensi disk na vétsim.

e

4. Naleznéte pocet iteracnich kroku pro Hanojskou véz skladajici se z n disku.




Zadani K4

Trojici a, b, ¢ kladnych ptirozenych cisel budeme fikat pythagorejska, pokud je splnéna
rovnost
a>+b* =t (1)

Kazdou pythagorejskou trojici a, b, ¢ si muzeme predstavit jako délky stran pravouhlého
trojihelnika, pro které je rovnost (1) Pythagorovou vétou. Asi nejznadmejsi pythagorej-
skou trojici je trojice a = 3,b=4,c = 5.

Pro kazdou pythagorejskou trojici a, b, ¢ plati

ged(a, b) = ged(b, ¢) = ged(a, ).
Rekneme, ze pythagorejska trojice a, b, ¢ je primitivni, kdyz plati
ged(a, b) = ged(b, ¢) = ged(a, ¢) = 1.
Prikladem primitivni pythagorejské trojice je pravé vyse zminénd trojice a = 3, b =
4, c=05.
Ukoly:

1. Ukazte, ze v primitivni pythagorejské trojici a, b, ¢ musi byt jedno z ¢isel a, b sudé
a druhé liché.

2. Necht’ jsou déna kladna ¢isla u, v, ktera nejsou obé licha, a pro ktera plati v > v
a ged(u,v) = 1. Ukazte, ze trojice ¢isel

a = u?—0v?
b = 2uv
c = ul40?

je primitivni pythagorejska trojice.



Zadani K5

Pti vykladu o reprezentaci realnych ¢isel na poc¢itaci v pohyblivé fadové ¢arce jsme si ii-
kali o tom, ze vzhledem ke koneé¢nému rozsahu reprezentace ¢isel dochazi pri numerickych
vypoctech k riznym neptedpokladanym chybovym projevum.

Ukoly:

1. Vasim ikolem je vygenerovat n + 1 bodu zg, x1, ..., x, rovhomérné pokryvajicich
redlny interval hodnot (a; b) tak, ze vzdalehost téchto bodu je h = (b—a)/n. Prvni
moznosti je pocitat

To=a, Tp=xx1+h, k=12,...,n, (2)
alternativné muzete pouzit predpis
xy=a+k-h, k=0,1,...,n. (3)

Vite pouze, ze budete pocitat v pohyblivé fadové ¢arce, neznate konkrétni hodnoty
a,ban.

a) Ptesto lze i takto obecné zadané varianty (2) a (3) posoudit z hlediska moz-
nych numerickych chyb. Ktera z uvedenych variant je pii numerickém vypoctu
presnéjsi a proc?

b) Implementujte obé metody a na piikladu tlohy na intervalu (0;1) ukazte
rozdil mezi jejich vysledky.

2. Polynom
p(z) = (z —1)° (4)

nabyva hodnoty nula v bodé x = 1 a hodnoty v ostatnich z jsou vzdy kladné.
Pokud zavorku roznasobime, obdrzime rozsitenou formu

p(x) = 2% — 62° + 152% — 2023 + 1522 — 62 + 1. (5)

Ackoliv jsou obé uvedené formy p(r) matematicky ekvivalentni, pfi numerickém
vyhodnocovani nemusime obdrzet vzdy ty samé vysledky. Vyneste do grafu 101
ekvidistantnich hodnot p(z) pocitanych rovnicemi (4) a (5) pro « € (0,995; 1,005)
(krok je tedy 0,0001). Méfitko grafu zvolte takové, aby v obou oséch graf presné
pokryval rozsah hodnot nezévisle a zavisle proménnych. Vysvétlete duvod rozdila,
které pozorujete.



Zadani K6

Na prednasce jsme si ukazovali, jakymi zakladnimi zpusoby lze pocitat koreny neline-
arnich funkei. V tmto zadéni se blize podivame na dva zajimavé problémy, tykajici se
metody tecen a metody secen.

Ukoly:
1. Méjme hladkou funkei g : R — R a pevny bod z* této funkce takovy, ze g(x

") =
a) Formulujte vSobecnou podminku, za které iteraéni schéma zy,1 = g(xy) zkon-
verguje k =* s kvadratickou rychlosti za predpokladu, ze nastrel (poc¢dtecni
odhad) x( je dostate¢né blizko k z*.

b) Pouzijte tuto podminku k dukazu tvrzeni, ze Newtonova metoda s kvadratic-
kou rychlosti konverguje k jednoduché nule z* hladké funkce f : R — R v
okoli této nuly.

2. Ukazte, ze iterativni metoda vypoctu

— T f(or) — 2 f (Tr-1)
e fog) — for-1)

je z matematického hlediska ekvivalentni metodé secen, tesici skalarni nelinedrni
rovnici f(x) = 0.

(6)

3. Pokud pouzijete vztah (6) ke hleddni kofene funkce f(x), jaké budou jeho vyhody
¢i nevyhody oproti vzorci

T — Tg—1

)
flay) = flop—1)

(7)

Ty = T — f(ag)

4. Rekurentni vypocet dle (7) lze jesté pomérné jednoduchou tdpravou zefektivnit.
Jak?



