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1 Po£et pravd¥podobnosti

O pravd¥podobnosti, jako v¥decké disciplín¥, lze v Evrop¥ hovo°it aº od 16. století na²eho
letopo£tu. Do té doby se nikdo váºn¥ji studiem po£tu pravd¥podobnosti nezabýval, coº m·-
ºeme vysv¥tlit nepot°ebností matematického vysv¥tlení náhodných jev· a jejich chování. 16.
století je bráno jako století rozvoje v oblasti p°írodních v¥d a práv¥ v t¥chto v¥dách se jiº
objevila pot°ebnost po£tu pravd¥podobnosti. O rozvoj pravd¥podobnosti se zaslouºili takoví
myslitelé té doby jako byl Blaise Pascal, Pierre de Fermat £i Christian Huygens.

Bohuºel jako v¥t²ina v¥deckých teorií, i po£et pravd¥podobnosti nemá základ v ºádné �vzne-
²ené� my²lence, ale v pot°eb¥ rize praktické, a to v sázení. Typickým p°íkladem, který je
oblíbeným problémem aº do dne²ních dob, je sázení na ur£itý sou£et ok na n¥kolika kost-
kách. �ím v¥t²í je po£et kombinací hod·, tím men²í bude výhra. V té dob¥ se v²ak nejednalo
pouze o peníze, ale i o ºivoty. Z historie je známo n¥kolik p°ípad·, kdy u soudu nebyly °ádné
d·kazy a tak soudci nechali rozhodnout vy²²í síly. V p°ípad¥, ºe obvin¥ný hodí na v²ech t°ech
kostkách jedni£ku, bude osvobozen jako nevinný v ostatních p°ípadech bude rozhodnuto o
jeho vin¥ a on bude popraven. Na²t¥stí pro obºalované, v¥t²ina z nich nem¥la ani tu²ení o
tom, jak malou ²anci na osvobození dostali a vid¥li v tomto záchranu.

Cílem této kapitoly je popsat základní pojmy po£tu pravd¥podobnosti jako je náhodný pokus,
náhodné jevy a pravd¥podobnost, v£etn¥ pravidel, jak se s nimi po£ítá. Setkáme se tedy s
pojmy a postupy, které objevili a dokázali zakladatelé po£tu pravd¥podobnosti a roz²í°ili
jejich následovníci, ov²em jiº s ohledem na pot°eby a problémy dne²ní doby. A£koliv jak
jiº bylo °e£eno vý²e, n¥která problematika £i pouºití je i p°es n¥kolik staletí stejná £i velmi
podobná.

1.1 Náhodný pokus

V p°írodních i spole£enských v¥dách je moºno pospat nes£etn¥ £inností, které p°i dodrºení
stejných podmínek dávají stejné výsledky (na severní polokouli vºdy vodní vír rotuje na
levou stranu) . Na druhou stranu je kolem nás mnoho d¥j· a £inností, u kterých není moºné
jednozna£n¥ °íci výsledek (brzdná dráha vozidla z rychlosti 40 km/h na 0 km/h). D¥ji, který
m·ºeme opakovat neomezen¥ a p°itom dává r·zné výsledky, °íkáme náhodný pokus. Lze
tedy °íci, ºe náhodným pokusem rozumíme opakovatelnou £innost provád¥nou za stejných
podmínek, jejíº výsledek je nejistý a závisí na náhod¥.

1.1.1 Náhodný pokus

Náhodný pokus je ur£itý experiment, který i za relativn¥ stálých podmínek dává r·zné vý-
sledky.

Poznámka

P°i de�nici experimentu jsou d·leºité podmínky, které experiment provázejí. V¥t²inou jsou
tyto podmínky stanoveny implicitn¥ formulací experimentu. Nap°. pro experiment �hod mincí�
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se automaticky uvaºuje férová mince (tj. stejná pravd¥podobnost pro ob¥ strany) a nemoºnost
výsledku �hrana� a podobných. Dal²í dodané podmínky v¥t²inou zm¥ní celý pokus: nap°. expe-
riment �hod kostkou� s podmínkou �nepadlo liché £íslo� de�nuje experiment hodu kostkou ale
s výsledky 2, 4, 6 .

Náhodný pokus je základním pojmem pravd¥podobnosti i statistiky. V pravd¥podobnosti na
sebe náhodný pokus bere nejr·zn¥j²í podoby (házení mincí, kostkou, taºení korálk· apod.)
Ve statistice má podobu ankety nebo sb¥ru (m¥°ení) dat.

P°íklady

1. Hod mincí, hod jednou nebo dv¥ma kostkami, odbo£ení nebo neodbo£ení auta v k°iºovatce.

2. Doba £ekání na tramvaj, m¥°ení rozm¥ru vyráb¥né sou£ástky, doba ºivotnosti p°ístroje.

1.2 Náhodný jev

Na²ím cílem je nalézt popis náhodného pokusu. Vzhledem k náhodné povaze pokusu, tento
popis nem·ºe spo£ívat v p°esné p°edpov¥di výsledku, který nastane. Jediné, co lze ud¥lat, je
vymezit v²echny moºné výsledky a ur£it s jakou £etností se objevují, a tedy, které výsledky
m·ºeme o£ekávat více a které mén¥. K takovému popisu náhodného pokusu sm¥°uje na²e
dal²í snaºení.

Mnoºinu v²ech moºných výsledk· náhodného pokusu nazveme základní prostor a ozna-
£íme ji Ω.

P°íklady

1. Základní prostor pokusu hod mincí je Ω = {”rub”, "líc”} .

2. Výsledkem pokusu hod dv¥ma kostkami je uspo°ádaná dvojice [i, j], kde i, j ∈ {1, 2, · · · .6} . Tedy
Ω = {[1, 1] , [1, 2] , · · · , [1, 6] , [2, 1] , [2, 2] , · · · , [6, 6]} .

3. Uvaºujme k°iºovatku ve tvaru T, do které zespoda p°ijíºd¥ji automobily a odbo£ují bu¤ vpravo (P)
nebo vlevo (L). Potom Ω = {P, L}.

4. Vezmeme-li jako výsledek náhodného pokusu dobu £ekání na tramvaj s p¥timinutovým intervalem
po náhodném p°íchodu na zastávku, bude mnoºinou v²ech výsledk· interval (0, 5) na reálné ose.
Tedy Ω = {x ∈ R, x > 0 ∧ x < 5} .

Jak jsme jiº °ekli, popis náhodného pokusu není dán jen vý£tem moºných výsledk·, ale
také zji²t¥nou £etností jejich výskytu. Pojem £etnost výskytu zahrneme pod pojem prav-
d¥podobnost výskytu, který budeme de�novat pozd¥ji. V této chvíli nás zajímá, pro které
objekty budeme pravd¥podobnost de�novat. Ur£it¥ nás bude zajímat pravd¥podobnost v²ech
výsledk· náhodného pokusu. To ale není v²echno. P°edstavme si, ºe házíme kostkou. N¥kdo
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p°ijde, a zeptá se: jaká je pravd¥podobnost, ºe padne ²estka, · · · padne sudé £íslo, · · · padne
záporné £íslo atd. Chceme tedy znát pravd¥podobnostní odpov¥¤ nejen na dotaz o výsledku
náhodného pokusu, ale na jakýkoli dotaz, týkající se pokusu. Proto, neº p°istoupíme k de�nici
pravd¥podobnosti, uvedeme následující de�nici náhodného jevu.

1.2.1 Náhodný jev, jevové pole

Náhodný jev je libovolný výrok o výsledku náhodného pokusu. Mnoºina v²ech jev· se nazývá
jevové pole a zna£í se A.

Komentá° k de�nici

• Náhodný jev jsme de�novali jako výrok. To ale není jednozna£né. Nap°. výrok �padne
5 nebo 6�, �padne v¥t²í neº 4� nebo �nepadne 1 aº 4� mají stejný význam a bude jim
z°ejm¥ p°i°azena stejná pravd¥podobnost. Proto budeme dále mluvit o mnoºinové
reprezentaci jevu.

• Mnoºinovou reprezentací náhodného jevu nazveme mnoºinu v²ech výsledk· pokusu,
které p°íslu²ný výrok spl¬ují. Tedy nap°. mnoºinovou reprezentací náhodného jevu
�padne sudé £íslo� bude mnoºina {2, 4, 6} .

• �ekneme, ºe jev nastoupil (nastal), jestliºe výsledek pokusu tento jev spl¬uje (pat°í
do jeho mnoºinové reprezentace). Nap°. padne-li na kostce 6, nastal jev �padne sudé
£íslo� protoºe 6 ∈ {2, 4, 6}.

• Jevové pole A v mnoºinové reprezentaci budeme chápat jako mnoºinu v²ech pod-
mnoºin základního prostoru Ω.

P°íklad

Zavedené pojmy budeme ilustrovat na jednoduchém p°íklad¥ hod mincí s výsledky R a L.

Základní prostor (mnoºina v²ech výsledk·)

Ω = {R, L}

P°íklady jev· a jejich mnoºinová reprezentace

�padne rub� {R}
�nepadne rub� nebo �padne líc� {L}
�padne cokoli� nebo �nepadne hrana� {R, L}
�padne hrana�, �padne 5� nebo �padne sudé £íslo� ∅

Jevové pole (mnoºina v²ech jev· - v mnoºinové reprezentaci)

A = {∅, {R} , {L} , {R, L}}
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Dal²í p°íklady

Rozmyslet, co bude základní prostor a jevové pole pro následující náhodné pokusy:
Hod kostkou (s výsledky 1,2,· · · , 6), odbo£ení auta (s výsledky odbo£í doprava, doleva), hod
dv¥ma kostkami (s výsledky padlo na první, padlo na druhé), £ekání na tramvaj (s výsledky
z (0, 5) ⊂ R).

Poznámka

Jevové pole nemusí být vºdy celá mnoºina podmnoºin. Sta£í, kdyº tvo°í σ-algebru, coº je
struktura, uzav°ená na dopl¬ky a sjednocení.

1.3 Po£ítání s jevy

Skute£nost, ºe kaºdý jev má svou mnoºinovou reprezentaci, nám umoº¬uje zacházet s jevy
jako s mnoºinami a vyuºít pro n¥ mnoºinovou symboliku a mnoºinové operace. Uvaºujme
tedy jevy J , J1, J2,... , Jn a budeme de�novat následující operace.

Jev opa£ný:

J = Ω− J

V p°ípad¥, ºe nenastane jev J lze tvrdit, ºe nastal jev opa£ný J k jevu J . Jev opa£ný J je
dopl¬kem jevu J a ve sjednocení tvo°í celý základní prostor Ω.

P°íklad

Na kostce jev opa£ný k jevu �padne sudé £íslo� - {2, 4, 6} je jev �padne liché £íslo� - {1, 3, 5}.

Pr·nik a sjednocení:

Jp = J1 ∩ J2 ... pr·nik
Js = J1 ∪ J2 ... sjednocení

Jev Jp nastane, nastanou-li sou£asn¥ jevy J1 a J2. Jev Jp tedy nazveme pr·nikem jevu J1 a
J2.

Jev Js nastane, nastane-li alespo¬ jeden z jev· J1 a J2. Jev Js tedy nazveme sjednocením
jevu J1 a J2.
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P°íklad

Pro hod kostkou de�nujme jevy J1: �padne men²í neº 4� - {1, 2, 3, 4} a J2: �padne sudé £íslo�
-{2, 4, 6}. Potom jejich pr·nik je Jp = {2, 4} a sjednocení Js = {1, 2, 3, 4, 6}.

Neslu£itelnost:

J1 ∩ J2 = ∅

Jevy J1 a J2 nazveme neslu£itelnými, je-li jejich pr·nikem prázdná mnoºina. Tedy jevy J1 a
J2 nemohou nastoupit sou£asn¥ (jsou tvo°eny disjunktními mnoºinami).

P°íklad:

Jevy J1: �padne sudé� a J2: �padne liché� jsou neslu£itelné, protoºe J1 ∩ J2 = {2, 4, 6} ∩
{1, 3, 5} = ∅.

Podmín¥nost:

Jc = J1|J2

Jc je jev J1 p°i znalosti o nastoupení jevu J2. Podmín¥ný jev je ur£en sledovaným jevem J1

p°i znalosti toho, ºe nastoupil jev (okolnost) J2, která sledovaný jev doprovází.

P°íklad

P°i pokusu hod kostkou de�nujeme jevy J1: �padne men²í neº 5� a J2: �padne sudé�. Jaká
bude mnoºinová reprezentace podmín¥ného jevu Jc = J1|J2: �padne men²í neº 5, kdyº víme,
ºe padlo sudé�?
Výsledky, na které se ptáme, jsou {1, 2, 3, 4} . Z podmínky ale víme, ºe padlo sudé £íslo.
Podmín¥ný jev tedy bude dán výsledky {2, 4}, coº je pr·nik jev· J1 a J2.

Poznámka

Není-li dáno jinak, jsou podmínky ur£eny p°ímo de�nicí náhodného pokusu (nap°. hod kost-
kou - p°edpokládáme férovou kostku).

1.4 Pravd¥podobnost

Nyní se dostáváme k zavedení úst°edního pojmu pravd¥podobnost. Nejprve tento pojem zave-
deme axiomaticky. Axiomatická de�nic ne°íká jak pravd¥podobnost po£ítat, pouze vymezuje,
co pravd¥podobnost je. Pozd¥ji ukáºeme dal²í de�nice (klasickou a statistickou), které dávají
návod pro výpo£et pravd¥podobnosti.
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1.4.1 Axiomatická pravd¥podobnost

Pravd¥podobnost je nezáporná, normovaná aditivní funkce de�novaná na mnoºin¥ jev· (je-
vovém poli A)

Komentá° k de�nici

Pravd¥podobnost je funkce z jevového pole A do mnoºiny reálných £ísel R

P : A→ R

která je:

1. Nezáporná, tj. P (J) ≥ 0 ∀J ∈ A.
2. Normovaná, tj. P (Ω) = 1.

3. σ-aditivní, tj. pro v²echny neslu£itelné jevy J1, J2, J3, · · · platí P (∪Ji) =
∑
P (Ji)

Poznámky

Na pravd¥podobnost lze pohlíºet jako na plochu p°íslu²ného jevu. → mnoºinová interpretace.

Z axiom· pravd¥podobnosti plyne, ºe pravd¥podobnost je vºdy men²í neº jedna. D·kaz je
následující:

Ω = J ∪ J̄ a J ∩ J̄ = ∅.

Je tedy 1 = P (Ω) = P
(
J ∪ J̄

)
= P (J) + P

(
J̄
)
odkud P (J) = 1 − P

(
J̄
)
. Protoºe podle

prvního axiomu je P
(
J̄
)
≥ 0 je P(J) ≤ 1.

Dále lze na základ¥ axiom· pravd¥podobnosti dokázat, ºe pravd¥podobnost prázdné mnoºiny
je vºdy nula.

D·kaz: Platí J ∪ ∅ = J a J ∩ ∅ = 0 pro libovolný jev J. Jev J a ∅ jsou tedy neslu£itelné jevy.
Proto platí P (J ∪ ∅) = P (J)+P (J) = P (J) podle prvního vztahu. Odtud plyne dokazovaná
vlastnost.

Trojice {Základní prostor, Jevové pole, Pravd¥podobnost} se nazývá Pravd¥podobnostní
prostor. Ten je úplným pravd¥podobnostním popisem náhodného pokusu.

P°íklad

Ukáºeme pravd¥podobnostní prostor pro náhodný pokus narození dít¥te s výsledky �d¥v£e�
D a �chlapec� CH. P°itom dlouhodobé statistiky ukazují, ºe P (D) = 0.48 a P (CH) = 0.52.

Základní prostor {D, CH}
Jevové pole {∅, {D} , {CH} , {D,CH}}
Pravd¥podobnost P (∅) = 0, P ({D}) = 0.48, P ({CH}) = 0.52, P ({D,CH}) = 1
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1.5 Po£ítání s pravd¥podobností

Uvedená axiomatická de�nice, umoº¬uje formulovat následující pravidla pro po£ítání s prav-
d¥podobnostmi.

Pravd¥podobnost dopl¬ku

P
(
J̄
)

= 1− P (J)

D·kaz: Platí J ∪ J̄ = Ω a J ∩ J̄ = ∅. Odtud 1 = P (Ω) = P
(
J ∪ J̄

)
= P (J) +P

(
J̄
)
. A tedy

platí dokazovaný vzorec.

P°íklad

Pro pokus hod kostkou je dopl¬kem jevu J1: �padne sudé £íslo� jev J2 = J̄1: �padne liché
£íslo�. Platí P (J1) = 1

2
, P (J2) = 1

2
. A tedy P

(
J̄1

)
= 1− P (J1).

Pravd¥podobnost pr·niku

P (J1 ∩ J2) (1)

je pravd¥podobnost výsledk·, které jsou spole£né ob¥ma jev·m.

P°íklad

P°i hodu kostkou de�nujeme jevy J1: �padne sudé £íslo� a J2: �padne men²í neº 5�. Pr·nik
t¥chto jev· má mnoºinovou reprezentaci {2, 4} a jeho pravd¥podobnost je P ({2, 4}) = 1

3
.

Pravd¥podobnost sjednocení

P (J1 ∪ J2) = P (J1) + P (J2)− P (J1 ∩ J2) .

D·kaz: Platí J1∪J2 = (J1 − J2)∪ (J1 ∩ J2)∪ (J2 − J1) p°i£emº jevy na pravé stran¥ rovnosti
jsou neslu£itelné a proto P (J1 ∪ J2) = P (J1 − J2) + P (J1 ∩ J2) + P (J2 − J1) . P°itom J1 =
(J1 − J2) ∪ (J1 ∩ J2) a J2 = (J1 ∩ J2) ∪ (J2 − J1). Je tedy P (J1) + P (J2) = P (J1 − J2) +
P (J1 ∩ J2)+P (J1 ∩ J2)+P (J2 − J1) = P (J1 ∪ J2)+P (J1 ∩ J2.) A to je dokazovaný vzorec.

P°íklad

P°i hodu kostkou de�nujeme jevy J1: �padne liché £íslo� a J2: �nepadne 3 a 6�. Potom J1 ∩
J2 = {1, 5} a J1 ∪ J2 = {1, 2, 3, 4, 5} . P°itom P (J1) = 1

2
, P (J2) = 2

3
a P (J1 ∩ J2) = 1

3
.

Pravd¥podobnost sjednocení je

P (J1 ∪ J2) = P (J1) + P (J2)− P (J1 ∩ J2) =
1

2
+

2

3
− 1

3
=

5

6
= P ({1, 2, 3, 4, 5}) .
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Pravd¥podobnosti pro neslu£itelné jevy

P (J1 ∪ J2) = P (J1) + P (J2)

D·kaz: Tento vzorec plyne p°ímo z p°edchozího vzorce, protoºe pro neslu£itelné jevy J1 a J2

platí P (J1 ∩ J2) = 0.

P°íklad

Typicky neslu£itelné jevy p°i hodu kostkou jsou jevy J1: �padne sudé £íslo� a J2: �padne
liché £íslo�, oba s pravd¥podobností 1

2
. Sjednocením je celý základní prostor Ω, který má

pravd¥podobnost P (Ω) = 1. Platí tedy P (J1 ∪ J2) = P (J1) + P (J2) = 1
2

+ 1
2

= 1.

Podmín¥ná pravd¥podobnost

Velmi d·leºitým pojmem v teorii pravd¥podobnosti je podmín¥ná pravd¥podobnost. Ta se
vztahuje k podmín¥nému jevu (viz strana 9). Jedná se o pravd¥podobnost ur£itého jevu,
jestliºe víme, ºe nastal jiný jev. Nap°íklad, p°i hodu kostkou sledujeme jev J1: �padne sudé
£íslo� - {2, 4, 6}. Po provedení pokusu, jehoº výsledek nevidíme, se dozvíme, ºe nastal jev J2:
�padne men²í neº 4� - {1, 2, 3}. Na výsledky 4, 5 a 6 m·ºeme v tuto chvíli zapomenout a tak
mnoºina moºných výsledk· - nový základní prostor - je nyní dána mnoºinou J2 = {1, 2, 3}.
Mnoºina p°íznivých výsledk· je dána mnoºinou J1 ov²em jen v rámci nového základního
prostoru, a tedy je J1 ∩ J2 = {2}. Touto úvahou je motivována následující de�nice

1.5.1 Podmín¥ná pravd¥podobnost

Nech´ J1 je sledovaný jev a J2 je pozorovaný jev pro který je P (J2) > 0. Potom pravd¥po-
dobnost podmín¥ného jevu P (J1|J2) je dána vzorcem

P (J1|J2) =
P (J1 ∩ J2)

P (J2)

P°íklad

Vezmeme p°íklad z úvodu k podmín¥né pravd¥podobnosti. Házíme kostkou a sledujeme jev
J1: �padne sudé £íslo�. Po provedení pokusu se dozvíme, ºe nastal jev J2: �padne men²í neº
4�. Jaká je pravd¥podobnost P (J1|J2)?

Pr·nik jev· J1 ∩ J2 je {2}. Pravd¥podobnost kaºdého jednotlivého výsledku je 1
6
(protoºe

výsledk· je 6 a jsou stejn¥ pravd¥podobné). Pravd¥podobnost kaºdého jevu je dána sou£-
tem pravd¥podobností výsledk·, které obsahuje (výsledky jsou neslu£itelné a platí 3. axiom
pravd¥podobnosti). Dostáváme tedy P (J1 ∩ J2) = 1

6
a P (J2) = 3 · 1

6
= 1

2
. Pravd¥podobnost

podmín¥ného jevu podle de�nice tedy bude P (J1|J2) = 1
6
/1

2
= 1

3
.
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Nezávislost

Velice d·leºitou vlastností jev· je jejich nezávislost. Voln¥ °e£eno, dva jevy jsou nezávislé,
jestliºe spolu nijak nesouvisí. A to nap°íklad v tom smyslu, ºe kdyº víme n¥co o jednom z
nich, nijak to nezm¥ní na²i v¥domost o druhém - a naopak.

Význam nezávislosti spo£ívá jednak v tom, ºe výpo£ty pro nezávislé jevy se zna£n¥ zjedno-
du²í (uvidíme dále), ale také v tom, ºe nezávislost znamená reprezentativnost. Nap°. jestliºe
chceme poznávat náhodný pokus podle jeho výsledk·, musíme je vybírat nezávisle. Jinak by
se mohlo stát, ºe budeme vybírat stále stejné výsledky a k n¥kterým se v·bec nedostaneme.

De�nice nezávislosti je následující

1.5.2 Nezávislost

Dva jevy J1 a J2 jsou nezávislé, jestliºe platí

P (J1|J2) = P (J1) nebo, coº je totéº P (J2|J1) = P (J2)

Podmínka nezávislosti, ekvivalentní s de�nicí, je
P (J1 ∩ J2) = P (J1)P (J2)

D·kaz podmínky: Podle de�nice je P (J1|J2) = P (J1 ∩ J2) /P (J2). Pro nezávislé jevy ale
platí P (J1|J2) = P (J1). Porovnáním podmín¥ných pravd¥podobností dostáváme dokazova-
nou podmínku nezávislosti.

P°íklad

Uvedeme op¥t p°íklad s kostkou, na které sledujeme dva jevy J1 = {2, 4, 6} (sudé) a J2 =
{1, 2, 3} (men²í neº 4). Ur£íme, zda jsou tyto jevy nezávislé.

Pro °e²ení pouºijeme podmínku nezávislosti. Protoºe J1∩J2 = {2} je P (J1 ∩ J2) = 1
6
(6 stejn¥

pravd¥podobných výsledk·, kaºdý má pravd¥podobnost 1
6
) a dále P (J1) = P ({2, 4, 6}) = 1

2

a P (J2) = P ({1, 2, 3}) = 1
2
. Protoºe P (J1 ∩ J2) 6= P (J1)P (J2) lze konstatovat, ºe jevy

�padne sudé� a �padne men²í neº 4� jsou závislé.

Uvaºujme dále stejný p°íklad, jev J1 je op¥t �padne sudé £íslo�, ale jev J2 bude nyní �padne
men²í neº 5� - {1, 2, 3, 4}. Ur£ete op¥t závislost £i nezávislost obou jev·.

Budeme postupovat obdobn¥ jako v p°edchozí £ásti p°íkladu. P (J1 ∩ J2) = P ({2, 4}) = 1
3
,

P (J1) = 1
2
a P (J2) = 2

3
. Tentokrát je P (J1 ∩ J2) = P (J1)P (J2) a oba jevy �padne sudé

£íslo� a �padne men²í neº 5� jsou nezávislé.

Vysv¥tlení:

V²imn¥me si rozdílu mezi ob¥ma p°ípady. Základní prostor pro hod kostkou je Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.
Sudá a lichá £ísla jsou v n¥m zastoupena v pom¥ru 1:1. Omezíme-li základní prostor na jev
{1, 2, 3} (jako v prvém p°ípad¥), pom¥r 1:1 se rozváºí ve prosp¥ch sudých £ísel. Znalost jevu
�padne men²í neº 4� tedy p°inese informaci o sledovaném výsledku, kterým je jev �padne

13



sudé £íslo�. V druhém p°ípad¥ se základní prostor omezí na mnoºinu {1, 2, 3, 4}. Zde je ale
stejn¥ tak, jako v samotném základním prostoru pom¥r mezi sudými a lichými 1:1. �ádná
nová informace o moºném hodu sudého £ísla nep°ichází. Oba jevy jsou nezávislé.

Úplná pravd¥podobnost

Uvaºujme jev J a jevy K1, K2, · · · , Kn. Sledujeme jev J , jevy Ki, i = 1, 2, · · · , n jev J
doprovází. Jevy Ki m·ºeme chápat jako okolnosti za kterých se jev J realizuje. Nap°íklad, jev
J znamená �p·jdu na procházku� a jevy Ki p°edstavují po£así: K1 - �slunce�, K2 - �zataºeno�,
K3 - �dé²´�. Je st°eda a já plánuji sobotu odpoledne. Vím (znám pravd¥podobnosti), jak se
zachovám za ur£itého po£así, ale te¤ je²t¥ nevím, jak p°esn¥ bude. Vím jen, ºe touto dobou
je v 50% slune£no, ve 30% zataºeno a ve 20% pr²í. Vzorec pro úplnou pravd¥podobnost dává
odpov¥¤ na základní otázku - jaká je pravd¥podobnost, ºe se bude realizovat ur£itá hodnota
jevu J , a to pro libovolnou okolnost Ki, tedy, ºe p·jdu na procházku aniº bych v¥d¥l, jaké
bude po£así.

Vzorec (úplná pravd¥podobnost)

Uvaºujme jev J a a navzájem neslu£itelné jevy K1, K2, · · · , Kn pro které platí P (Ki) > 0 a
dále

∑n
i=1 P (Ki) = 1 (jevy Ki tvo°í úplný rozklad svého základního prostoru). Potom platí

P (J) =
n∑
i=1

P (J |Ki)P (Ki)

D·kaz: Z vlastností jev· Ki plyne, ºe J = ∪i (J ∩Ki) (kdo nev¥°í, a´ si nakreslí mnoºinový
diagram). P°itom jevy J∩Ki, i = 1, 2, · · · , n jsou neslu£itelné. Aplikací pravd¥podobnosti na
p·vodní rovnost dostáváme P (J) = P (∪i (J ∩Ki)) =

∑
i P (J ∩Ki) =

∑
i P (J |Ki)P (Ki),

kde v poslední rovnosti jsme vyuºili vzorec pro de�nici podmín¥né pravd¥podobnosti. První
a poslední £len v poslední posloupnosti rovností tvo°í úplnou pravd¥podobnost.

Bayes·v vzorec

Bayes·v vzorec se objevuje v podobných souvislostech jako úplná pravd¥podobnost. Op¥t
uvaºujeme jev J a okolnosti Ki, i = 1, 2, · · · , n. Základní otázkou v úloze °e²ené pomocí
Bayesova vzorce je: zjistili jsme, ºe jev J nastal. Jaká je pravd¥podobnost, ºe jej doprovázela
okolnost Ki? Po£ítáme tedy obrácenou podmín¥nou pravd¥podobnost P (Ki|J) zatímco za
známé povaºujeme pravd¥podobnosti P (J |Ki).

Oba p°ípady rozeznáme spolehliv¥ takto: zatímco úplná pravd¥podobnost se po£ítá p°ed
provedením experimentu, Bayes·v vzorec je moºno po£ítat aº po provedení experimentu (aº
kdyº zjistíme, ºe jev J nastal).

Vzorec (Bayes·v vzorec)
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Uvaºujme jev J a a navzájem neslu£itelné jevy K1, K2, · · · , Kn pro které platí P (Ki) > 0 a
dále

∑n
i=1 P (Ki) = 1 (jevy Ki tvo°í úplný rozklad svého základního prostoru). Potom platí

P (Ki|J) =
P (J |Ki)P (Ki)∑
j 6=i P (J |Kj)P (Kj)

,

kde jmenovatel je roven P (J) a je vyjád°en pomocí úplné pravd¥podobnosti.
D·kaz: Dosadíme-li do jmenovatele za vzorec pro úplnou pravd¥podobnost, dostáváme P (Ki|J) =
P (J |Ki)P (Ki) /P (J) . Násobíme P (J) a dostaneme P (Ki|J)P (J) = P (J |Ki)P (Ki) a
odtud P (Ki, J) = P (J,Ki). Tím je Bayes·v vzorec dokázán.

1.6 Výpo£etní de�nice pravd¥podobnosti

Axiomatická de�nice pravd¥podobnosti 1.4.1 v¥t²inou neslouºí p°ímo k výpo£tu hodnot prav-
d¥podobnosti. Pouze vymezuje, co pravd¥podobnost je. K vy£íslení hodnot pravd¥podobnosti
slouºí následující dv¥ de�nice. První z nich - klasická de�nice - se vztahuje p°ímo k procesu,
který sledujeme a který se snaºíme pravd¥podobnostním zp·sobem popsat. Jde o ur£ení
kolika zp·soby lze sledovaného jevu dosáhnout v pom¥ru ke v²em moºným zp·sob·m, jak
experiment provést. Nap°íklad, ²estka na kostce padne jediným zp·sobem. V²ech moºností je
²est, odtud pravd¥podobnost ²estky p°i hodu kostkou je 1

6
. Druhá z nich - statistická de�nice -

se opírá o experimenty, nebo spí²e o data získaná p°i experimentech. Jedná se o pom¥r po£tu
experiment· p°íznivých danému jevu a po£tu provedených experiment·. Nap°íklad, hodíme
100× kostkou a napo£ítáme 15 experiment·, kdy padla ²estka. Statistická pravd¥podobnost
tedy bude 15

100
= 0.15.

1.6.1 Klasická pravd¥podobnost

Uvaºujme náhodný pokus s kone£ným po£tem po£tem stejn¥ pravd¥podobných výsledk·.
Klasickou pravd¥podobnost jevu de�nujeme jako podíl po£tu moºných výsledk·, p°i kterých
sledovaný jev nastoupí, a po£tu v²ech moºných výsledk·.

Komentá° k de�nici

• Protoºe se klasická de�nice vztahuje p°ímo k procesu, o kterém p°edpokládáme, ºe má
pevnou strukturu, je výsledek klasické de�nice pro ur£itý jev vºdy stejný. Vzhledem ke
sledovanému procesu dívá klasická de�nice �p°esný výsledek�. Její nevýhodou je, ºe pro
sloºit¥j²í procesy je v¥t²inou její výpo£et nad na²e síly.

P°íklady

Jaká je pravd¥podobnost, ºe náhodn¥ sestavené £ty°ciferné £íslo z £íslic 0,1,2,3,4,5 bude sudé, jestliºe
se £íslice v sestaveném £ísle A) nesmí opakovat, B) mohou opakovat.

A) V3 (5) + 2 (V3 (5)− V2 (4)) = 60 + 2 (60− 12) = 156

V4 (6)− V3 (5) = 300 → P = 0.52

B) 3
(
V
′

3 (6)− V ′2 (6)
)

= 3 (216− 36) = 540

V
′

4 (6)− V ′3 (6) = 1080 → P = 0.5
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Na skladu je 100 ºárovek.. Z nich 3 jsou vadné. Náhodn¥ vybereme 5 ºárovek. Jaká je pr., ºe aspo¬
jedna z vybraných bude vadná?

(3C4 (97) + C2 (3)C3 (97) + 97) /C5 (100) = 0.1439.

1.6.2 Statistická pravd¥podobnost

Statistická pravd¥podobnost jevu je dána podílem po£tu experiment·, p°i kterých sledovaný
jev nastoupil a po£tu v²ech provedených experiment·.

P°íklady

Dotazovali jsme se lidí na jejich platovou skupinu a bydli²t¥. Rozli²ujeme platové skupiny P: I, II a
III a bydli²t¥ B: S a J. Výsledky jsou v tabulce

B\P I II III Σ

S 235 181 143 559

J 251 113 77 441

Σ 486 294 220 1000

Jaká je (i) pr. t¥ch, co P=I a B=J; (ii) P=II; (iii) P=I kdyº víme, ºe B=J.

�e²ení:

(i) P (P = I,B = J) = PP,B (I, J) = 251/1000.

(ii) P (P = II) = PP (II) = (181 + 113) /1000 = 294/1000.

(iii) P (P = I|B = J) = 251/ (251 + 113 + 77) = 251/441.

Pozn.: Podmín¥ná (iii) má jiný základní prostor.

1.7 P°íklady

1. Hod 2 kostkami :

(a) Jaká je pravd¥podobnost, ºe p°i hodu dv¥ma kostkami padne sudý sou£et?

(b) Jaká je pravd¥podobnost, ºe p°i hodu dv¥ma kostkami padne sudý sou£et, jestliºe na
první kostce nepadla 6.

(c) Jaká je pravd¥podobnost, ºe p°i hodu dv¥ma kostkami padne sudý sou£et, jestliºe ani na
jedné kostce nepadla 6.

Maticové schéma:
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1 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 6 7
2 3 4 5 6 7 8
3 4 5 6 7 8 9
4 5 6 7 8 9 10
5 6 7 8 9 10 11
6 7 8 9 10 11 12

(a) P = 18
36

= 1
2
· · · v²echny sudé lomeno v²echny

(b) P = 15
30

= 1
2
· · · bez posledního °ádku (jsou nezávislé)

(c) P = 13
25
· · · bez posledního °ádku a sloupce (jsou závislé).

Závislost je dána tím, ºe v odstran¥ných prvcích (a tedy u v t¥ch, co z·staly) je rozváºen
p·vodní pom¥r sudých a lichých!

2. Nezávislé a závislé pokusy - korálky (3m a 5b)

V krabi£ce máme 3 modré a 5 bílých, stejn¥ velkých, korálk·.

(a) Jaká je pr., ºe p°i t°ech tazích vytáhneme 2 modré, jestliºe korálky vracíme?

Binomická pravd¥podobnost

Tahy jsou nezávislé (vracíme), P (b) = 5
8
, P (m) = 3

8
, jsou t°i moºnosti tah·

1. m m b
2. m b m
3. b m m

Tedy

P3 (2) = 3

(
3

8

)2
5

8
= 0.264

Obecn¥: n pokus·, p pr. v jednom pokuse, k po£et úsp¥ch·

Pn (k) =

(
n

k

)
pk (1− p)n−k , k = 0, 1, 2, · · ·

(b) Jaká je pr., ºe p°i tahu dvou korálk· vytáhneme jako druhý modrý, jestliºe jsme první
nevrátili?

P (druhý m) = P (b,m) + P (m,m) = P (b)P (m|b) + P (m)P (m|m) =
5

8

3

7
+

3

8

2

7
=

3

8

Strom
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b; 4
7

b,b 5
8

4
7

4b3m
b; 5

8
m; 3

7
b,m 5

8
3
7

x
5b3m

m; 3
8

b; 5
7

m,b 3
8

5
7

5b2m
m; 2

7
m,m 3

8
2
7

x

Výsledek dostaneme sou£tem pravd¥podobností v posledním sloupci, u kterých je k°íºek (tj.
druhý korálek byl vytaºen modrý). Je tedy

P (druhý modrý) =
5

8
· 3

7
+

3

8
· 2

7
=

3

8
.

3. Úplná pravd¥podobnost

Na dálnici v Praze sledujeme provoz. V oblasti ulice Legerova evidujeme stav (S) provozu
(i - provoz bez poruchy, ii - blokovaný jeden pruh, iii - blokováno více pruh·) a v oblasti
Hlavní nádraºí m¥°íme intenzitu (I) proudu (nulová, malá, st°ední, velká). Z nam¥°ených dat
jsme ur£ili pr. P (S) a P (I|S) - jak1? Na²ím úkolem je ur£it pravd¥podobnosti intenzit p°i
neznalosti stavu, tj. P (I) .

1. pokus S s výsledky i, ii, iii
2. pokus I s výsledky n, m, s, v.

Známe P (S) = [P (S = i) , P (S = ii) , P (S = iii)] a P (I|S) tj. matici
P (I = n|S = i) P (I = n|S = ii) P (I = n|S = iii)
P (I = m|S = i) P (I = m|S = ii) P (I = m|S = iii)
P (I = s|S = i) P (I = s|S = ii) P (I = s|S = iii)
P (I = v|S = i) P (I = v|S = ii) P (I = v|S = iii)


Nap°íklad:

P (S) = [0.2, 0.5, 0.3] , P (I, S) =


0.2 0.3 0.5
0.1 0.2 0.2
0.5 0.4 0.2
0.2 0.1 0.1


�e²ení:

P (I) = P (I, S = i) + P (I, S = ii) + P (I, S = 3) =

= P (I|i)P (i) + P (I|ii)P (ii) + P (I|iii)P (iii)

nap°. pro I = m je P (I = m) = 0.1× 0.2 + 0.2× 0.5 + 0.2× 0.3 = 0.18

1Nap°. z relativních £etností.
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4. Bayes·v vzorec

Op¥t na dálnici. M¥°íme pouze intenzity u Hlavního nádraºí. Po zm¥°ení I = m máme ur£it
pravd¥podobnost nepozorovaného stavu v Legerov¥ ulici, tj. P (S|I = m) .

Jako p°edchozí.

�e²ení:

P (S|I = m) =
P (I = m|S)P (S)

P (I = m)

Nap°. pro S = i je P (S = i|I = m) = O.2×0.2
0.18

= 0.22

1.8 Procvi£ování

Klasická pravd¥podobnost

V dodávce 100 kus· k°i²´álových váz je 5 vadných. P°i kontrole vybereme náhodn¥ 4 kusy. S
jakou pravd¥podobností
a) jedna vybraná váza je vadná?
b) alespo¬ jedna z vybraných váz je vadná?}

[ a) 0.176, b) 0.188 (kombinace) ]

Geometrická pravd¥podobnost

Do kruhu o polom¥ru R je vepsán £tverec. Poté je do kruhu náhodn¥ vhozen bod. S jakou
pravd¥podobností padne do vepsaného £tverce?

[ 2
π
(pom¥r ploch) ]

Hodiny, které nebyly správn¥ nataºeny, se zastaví. Jaká je pravd¥podobnost, ºe se velká
ru£i£ka zastaví mezi ²estkou a devítkou?

[ 1
4
(pom¥r úhl·) ]

Nezávislé pokusy

Pravd¥podobnost, ºe zákazník vejde do obchodu v pr·b¥hu jedné minuty je 0,01. S jakou
pravd¥podobností v pr·b¥hu 100 minut vejdou do obchodu t°i zákazníci?

[ 0.061 (binomická v¥ta - 100 x opakovaný pokus) ]

P°ístroj je sestaven z 300 nezávisle pracujících sou£ástek. Pravd¥podobnost poruchy kaºdé
ze sou£ástek za jednu sm¥nu je 0,01. S jakou pravd¥podobností v náhodn¥ vybrané sm¥n¥
bude mít alespo¬ jedna sou£ástka p°ístroje poruchu? S jakou bude bez poruchy?

[ 0.951, 1− 0.951 (sou£iny) ]
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Pravd¥podobnostní strom

V urn¥ je jeden bílý a £ty°i £erné mí£ky. Dv¥ osoby vytahují st°ídav¥ a bez vracení vºdy
po jednom mí£ku. Vyhrává ten, kdo první vytáhne bílý mí£ek. S jakou pravd¥podobností to
bude ten, kdo za£íná?

[ 3
5
(strom) ]

V urn¥ jsou t°i bílé, p¥t £erných a dva £ervené mí£ky. Dv¥ osoby vytahují st°ídav¥ a bez vra-
cení vºdy po jednom mí£ku. Vyhrává ten, kdo první vytáhne bílý mí£ek a p°i tahu £erveného
mí£ku kon£í hra nerozhodn¥. S jakou pravd¥podobností vyhraje ten, kdo za£íná?

[ 0.395 (strom) ]

Dva hrá£i házejí postupn¥ mincí. Vyhrává ten, komu padne jako první líc. S jakou pravd¥po-
dobností vyhraje první z hrá£·?

[ 2
3
(strom - geometrická °ada) ]

Úplná pravd¥podobnost

V díln¥ pracuje 20 d¥lník·, kte°í vyráb¥jí stejné sou£ástky. Kaºdý z nich vyrobí za sm¥nu
stejné mnoºství. Deset z nich vyrobí 94% výrobk· 1.t°ídy, ²est 90% a £ty°i 85%. S jakou
pravd¥podobností náhodn¥ vybraný výrobek bude 1.t°ídy?

[ 0.91 ]

P°i sportovní st°elb¥ volí st°elec náhodn¥ jednu ze £ty° pu²ek. Pravd¥podobnosti zásahu jed-
notlivých pu²ek jsou 0,6; 0,7; 0,8; 0,9. Jaká je pravd¥podobnost zásahu p°i jednom výst°elu?

[ 0.75 ]

Bayes·v vzorec

P°i vy²et°ování pacienta je podez°ení na t°i navzájem se vylu£ující onemocn¥ní. Pravd¥po-
dobnost výskytu první choroby je 0,3, druhé 0,5 a t°etí 0,2. Laboratorní zkou²ka je pozitivní
u 15% nemocných s první nemocí, 30% nemocných s druhou a 30% nemocných s t°etí nemocí.
Jaká je pravd¥podobnost druhé nemoci, je-li po laboratorním vy²et°ení výsledek pozitivní?

[ 0.588 ]

V díln¥ pracuje 10 d¥lník·, kte°í za sm¥nu vyrobí stejný po£et výrobk·. P¥t z nich vyrobí
96% standardních výrobk·, t°i 90% a dva 85%. Náhodn¥ vybereme jeden výrobek a ten je
standardní. S jakou pravd¥podobností jej vyrobila první skupina d¥lník·?

[ 0.52 ]
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2 Náhodná veli£ina a její popis

2.1 Náhodná veli£ina

V p°edchozí kapitole jsme pojednali o náhodném pokusu a zkonstruovali jsme jeho úplný
popis - pravd¥podobnostní prostor. D·vody, pro£ zavádíme nový pojem �náhodná veli£ina�,
jsou následující:

1. Konstrukce úplného popis náhodného pokusu není jednoduchá záleºitost, kterou jsme
schopni provést jen u nejjednodu²²ích pokus· jako je nap°íklad hod mincí nebo kostkou,
taºení korálk· r·zných barev nebo losování karet. P°edstavme si ale pokus, p°i n¥mº
sledujeme na daném míst¥ komunikace rychlosti projíºd¥jících vozidel. Úplná analýza
tohoto pokusu by znamenala zjistit v²e nejen o °idi£ích (schopnosti, povahu, zodpo-
v¥dnost, ²ikovnost, plány), ale také o automobilech, silnicích, atd. Zde je konstrukce
úplného pokusu nemoºná. P°itom ale nám £asto posta£í n¥jaký neúplný popis - cha-
rakteristika, jako nap°íklad pr·m¥rná rychlost.

2. Konstrukce charakteristik vyºaduje numerické výpo£ty. Nap°. pro výpo£et pr·m¥ru je
t°eba s£ítat a nakonec d¥lit po£tem £len·. Výsledky náhodného pokusu v²ak nemusí mít
numerickou povahu. nap°. strana mince - rub, líc, barva na semaforu: zelená, oranºová,
£ervená, a podobn¥. Tento problém lze v²ak jednodu²e °e²it. Sta£í výsledk·m p°i°adit
£ísla, nap°. rub← 0, líc← 1. Potom pr·m¥rný hod bude 0.5 a to je výsledek, který
jsme o£ekávali. �íká, ºe pr·m¥r je uprost°ed a tedy, ºe ob¥ strany rub i líc jsou stejn¥
pravd¥podobné.

Tyto úvahy vedou k de�nici náhodné veli£iny.

2.1.1 Náhodná veli£ina

Náhodná veli£ina X je zobrazení z mnoºiny výsledk· náhodného pokusu Ω do mnoºiny
reálných £ísel,

X : Ω→ R (2)

pro které platí
{e ∈ Ω|X (e) ≤ x} ∈ A, ∀x ∈ R (3)

Komentá° k de�nici

Uvedená de�nice ne°íká nic jiného neº to, ºe výsledk·m náhodného pokusu jsou p°i°azena
£ísla. Jsou to hodnoty náhodné veli£iny, kterým se také °íká realizace náhodné veli£iny.

Navíc je uvedena podmínka, která poºaduje, aby intervaly typu (−∞, x〉 �byly prvky� je-
vového pole, tj. aby jim vºdy bylo moºno p°i°adit pravd¥podobnost. Tato vlastnost bude
d·leºitá pozd¥ji, pro de�nici úplného popisu náhodné veli£iny pomocí distribu£ní funkce.
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V tuto chvíli je t°eba je²t¥ vysv¥tlit, co znamená vyjád°ení poºadující aby intervaly (−∞, x〉
�byly prvky� jevového pole. Na tento zápis je t°eba pohlíºet ve smyslu podmínky (3). Tedy
poºadujeme, aby mnoºina výsledk· e, s hodnotami p°i°azenými náhodnou veli£inou X, které
jsou men²í neº x vºdy (tj. ∀x ∈ R) tvo°ila jev, pat°ící do jevového pole. A protoºe v²em
prvk·m jevového pole jsou p°i°azeny pravd¥podobnosti, bude p°i°azena pravd¥podobnost i
na²í mnoºin¥.

Nakonec se je²t¥ zmíníme o tom, jakou pozici zaujímá náhodná veli£ina vzhledem k výstavb¥
jevové pravd¥podobnosti. Základem jevové pravd¥podobnosti je náhodný pokus, z n¥ho zís-
káváme výsledky. Výsledk·m jsou p°i°azena £ísla, hodnoty náhodné veli£iny. Lze proto °íci, ºe
náhodná veli£ina odpovídá náhodnému pokusu. Hodnoty náhodné veli£iny (body na reálné
ose) odpovídají výsledk·m náhodného pokusu. Souvislost náhodné veli£iny s p°edchozími
pojmy lze vyzna£it v následujícím schematu

náhodný pokus náhodná veli£ina
↓ ↓

výsledky → realizace

Náhodná veli£ina tedy zastupuje náhodný pokus.

Jevovému poli, tj. mnoºin¥ v²ech jev·, kterým p°i°azujeme pravd¥podobnosti, odpovídá (v
pojmech náhodné veli£iny) borelovské pole na reálné ose (tj. systém v²ech interval·, které
tvo°í borelovské mnoºiny - viz odstavec 13.1).

P°íklad

Pro jednoduchost budeme uvaºovat pokus hod mincí s výsledky rub (R) a líc (L). Pravd¥po-
dobnostní pole P = (Ω, A, P ) pro tento p°íklad je

Ω = {R,L}

A = {∅, {R} , {L} ,Ω}

P (∅) = 0, P ({R}) = 0.5, P ({L}) = 0.5, P (Ω) = 1.

Náhodnou veli£inu budeme de�novat nap°. takto

X (R) = 0, X (L) = 1

coº skute£n¥ je zobrazení z Ω do R. Nyní je²t¥ ov¥°íme podmínku.

Pro x ∈ (−∞, 0) platí: mnoºina výsledk· e pro n¥º je X (e) ≤ x je ∅ - není ºádný výsledek,
který by m¥l p°i°azenou hodnotu men²í neº x < 0.
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Pro x ∈ 〈0, 1) je mnoºina výsledk·, pro které je X (e) ≤ x rovna {R} , protoºe X (R) = 0 ≤
x ∈ 〈0, 1).

Pro x ≥ 1 je tato mnoºina {R,L} = Ω, protoºe X (R) = 0, X (L) = 1 ≤ x ∈ 〈1,∞).

Mnoºiny X (e) ≤ x jsou prvky A, a to ∀x. Podmínka (3) na náhodnou veli£inu je tedy
spln¥na.

Poznámka

Jak je vid¥t z uvedeného p°íkladu, podmínka (3) na náhodnou veli£inu není kritická. V p°í-
padech, které budeme dále uvaºovat je vºdy spln¥na a nebudeme ji tedy uº dále vy²et°ovat.

Typy náhodné veli£iny

Hodnoty náhodné veli£iny se nazývají realizace.

Podle toho, do jaké mnoºiny pat°í realizace, d¥líme náhodnou veli£inu na

• diskrétní náhodná veli£ina - realizace jsou z kone£né nebo spo£etné mnoºiny (nap°.
hod mincí, hod kostkou, výb¥r z deseti barevných korálk·, apod.)

• spojitá náhodná veli£ina - realizace jsou z mnoºiny reálných £ísel, tedy má ne-
spo£etn¥ mnoho realizací (nap°. bezporuchová doba funkce p°ístroje, doba £ekání na
dopravní prost°edek, m¥°ení rozm¥ru u vyráb¥ných sou£ástek, apod.)

2.2 Rozd¥lení náhodné veli£iny

Rozd¥lením náhodné veli£iny budeme mít na mysli její úplný pravd¥podobnostní popis. Jedná
se vymezení p°ípustných hodnot náhodné veli£iny a p°i°azení pravd¥podobností bu¤ p°ímo
jejím hodnotám, nebo mnoºinám jejích hodnot. Rozd¥lení nej£ast¥ji de�nuje distribu£ní
funkce nebo hustota pravd¥podobnosti.

2.3 Distribu£ní funkce

Nejsnáze de�novatelným úplným popisem náhodné veli£iny je distribu£ní funkce. Lze ji zavést
p°ímo pouºitím pravd¥podobnosti a je spole£ná jak pro diskrétní tak i spojitou náhodnou
veli£inu. Nyní uvedeme její de�nici.

2.3.1 Distribu£ní funkce

Distribu£ní funkce FX reálného argumentu x pro náhodnou veli£inu X je de�nována vztahem

FX (x) = P (X ≤ x) (4)
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Komentá° k de�nici

Podobn¥ jako pravd¥podobnostní prostor ur£oval pravd¥podobnost pro kaºdý prvek jevo-
vého pole, tedy pro kaºdý jev, poºadujeme po úplném popisu náhodné veli£iny, aby ur£oval
pravd¥podobnost pro kaºdý prvek borelovského pole, tedy kaºdý interval na reálné ose který
p°edstavuje borelovslou mnoºinu. Jak jsme se jiº zmínili v odstavci 13.1, lze kaºdou bore-
lovslou mnoºinu na reálné ose generovat z interval· typu (−∞, x〉, kde x ∈ R. Proto nám
sta£í p°i°azovat pravd¥podobnosti práv¥ t¥mto interval·m a ostatní je jiº moºno z tohoto
p°i°azení dopo£ítat.

Vlastnosti distribu£ní funkce

Distribu£ní funkce je

• neklesající v celém oboru,

• limita vlevo je nula, limx→−∞ F (x) = 0,

• limita vpravo jedna, limx→∞ F (x) = 1.

P°íklady distribu£ních funkcí

P°íklad pro diskrétní náhodnou veli£inu

P°íklad pro spojitou náhodnou veli£inu
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P°íklady

Hod korunou, doba £ekání na autobus.

Poznámka

Distribu£ní funkci jsme ozna£ili FX (x), kde X je ozna£ení p°íslu²né náhodné veli£iny a x je
realizace, tj. reálné £íslo - hodnota náhodné veli£iny X. Pokud se ozna£ení náhodné veli£iny
shoduje s ozna£ením její realizace nebo pokud nem·ºe dojít k omylu, bývá zvykem index X
vynechávat. Potom se rozumí, ºe distribu£ní funkce F (x) se vztahuje k náhodné veli£in¥ X.

2.4 Pravd¥podobnostní funkce

Druhým z pouºívaných úplných popis· diskrétní náhodné veli£iny je pravd¥podobnostní
funkce. Její de�nice je následující.

2.4.1 Pravd¥podobnostní funkce

Pro diskrétní náhodnou veli£inu X s realizacemi xi, i = 1, 2, · · · , n de�nujeme pravd¥-
podobnostní funkci fX jako reálnou funkci diskrétního argumentu xi (tj. posloupnost)
vztahem

fX (xi) = P (X = xi) .

Komentá° k de�nici

De�nice °íká, ºe hodnota pravd¥podobnostní funkce v bod¥ xi, který je realizací diskrétní
náhodné veli£iny, se rovná pravd¥podobnosti této realizace.
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Vlastnosti pravd¥podobnostní funkce

Pravd¥podobnostní funkce má následující vlastnosti

• v²echny její £leny jsou nezáporné, fX (xi) ≥ 0, i = 1, 2, · · · , n,

• sou£et v²ech jejích £len· je roven jedné,
∑n

i=1 fX (xi) = 1.

P°íklad pravd¥podobnostní funkce je na obrázku

P°íklad

Hod korunou.

Poznámka

Pro zna£ení op¥t platí poznámka o zna£ení distribu£ní funkce. Pokud nem·ºe dojít k omylu,
symbolem f (x) ozna£ujeme pravd¥podobnostní funkci vztahující se k náhodné veli£in¥ X.

2.5 Hustota pravd¥podobnosti

Pro spojitou náhodnou veli£inu je je obdobou pravd¥podobnostní funkce hustota pravd¥-
podobnosti. Její de�nice ale nem·ºe být stejná jako v p°ípad¥ pravd¥podobnostní funkce,
která byla dána p°ímo pravd¥podobnostmi jednotlivých realizací. Spojitá náhodná veli£ina
má totiº nekone£n¥ mnoho realizací a kdyº se mezi n¥ rozd¥lí jednotka pravd¥podobnosti,
pak na kaºdou vyjde nula. Touto cestou bychom tedy dostali identicky nulovou funkci. Proto
se hustota pravd¥podobnosti zavádí takto.
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2.5.1 Hustota pravd¥podobnosti

Pro spojitou náhodnou veli£inu X de�nujeme hustotu pravd¥podobnosti fX jako reálnou
funkci reálného argumentu vztahem

fX (x) =
dFX (x)

dx
nebo FX (x) =

∫ x

−∞
fX (t) dt.

Komentá° k de�nici

Oba uvedené vzorce v de�nici jsou prakticky ekvivalentní. Derivace distribu£ní funkce vy-
ºaduje existenci derivace na celém de�ni£ním oboru. Tento vzorec tedy nelze pouºít nap°.
pro distribu£ní funkce po £ástech lineární, coº druhému vzorci nevadí. Pro kone£ný po£et
bod·, kde se derivace zleva nerovná derivaci zprava v²ak lze derivaci snadno dode�novat a
oba vzorce jsou pak prakticky stejné.

První vzorec má tu výhodu, ºe je explicitní. Druhý vzorec je velice d·leºitý. �íká, ºe prav-
d¥podobnost intervalu se spo£te jako plocha pod hustotou pravd¥podobnosti nad tímto in-
tervalem. Snadno se ukáºe, ºe toto tvrzení neplatí jen pro polonekone£né intervaly ale i pro
obecné

P (X ∈ (a, b)) = P ((X < b)− (X < a)) = P (X < b)− P (X < a) = F (b)− F (a)

=

∫ b

∞

fX (t) dt−
∫ a

∞

fX (t) dt =

∫ b

a

fX (t) dt.

Vlastnosti hustoty pravd¥podobnosti

Hustota pravd¥podobnosti je

• nezáporná na celém de�ni£ním oboru,

• její integrál p°es celý de�ni£ní obor je jedna,
∫∞
−∞ fX (x) dx = 1

Dal²í d·leºitá vlastnost hustoty pravd¥podobnosti je, ºe její integrál p°es interval (a, b) je
roven pravd¥podobnosti, ºe náhodná veli£ina bude mít realizaci z tohoto intervalu, tj.

P (X ∈ (a, b)) =

∫ b

a

fX (x) dx.

P°íklad hustoty pravd¥podobnosti je na obrázku
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Poznámka

Pro zna£ení hustoty pravd¥podobnosti platí totéº, co pro pravd¥podobnostní funkci nebo dis-
tribu£ní funkci. f (x) je ozna£ení pro hustotu pravd¥podobnosti náhodné veli£iny X.

P°íklad

Doba £ekání na autobus.

2.6 St°ední hodnota, rozptyl a sm¥rodatná odchylka

St°ední hodnota a rozptyl pat°í mezi nevýznamn¥j²í neúplné popisy náhodné veli£iny. Nepo-
skytují ve²kerou dostupnou informaci o náhodné veli£in¥, zato jsou názorné a jednoduché.
St°ední hodnota udává ur£itou hladinu, na které se realizace náhodné veli£iny pohybují. Roz-
ptyl vypovídá o variabilit¥ náhodné veli£iny, tj. o tom, jak moc se jednotlivé realizace od sebe
li²í. �ím je rozptyl v¥t²í, tím je v¥t²í rozptýlenost realizací náhodné veli£iny. Sm¥rodatná od-
chylka je odmocninou z rozptylu a je to veli£ina, která je srovnatelná s realizacemi. Lze tedy
psát: realizace náhodné veli£iny X jsou E (X)± σ.

Pro diskrétní náhodnou veli£inu X s realizacemi xi, i = 1, 2, · · · , n a pravd¥podobnostní
funkci fX de�nujeme

St°ední hodnotu E (X)

E (X) =
n∑
i=1

xifX (xi) ,
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Rozptyl D (X)

D (X) =
n∑
i=1

(xi − E (X))2 fX (xi) =
n∑
i=1

x2
i fX (xi)− [E (X)]2 ,

kde druhé vyjád°ení rozptylu se nazývá výpo£etní tvar.

Sm¥rodatnou odchylku σ
σ =

√
D (X).

P°íklad

Je dána diskrétní náhodná veli£ina X s pravd¥podobnostní funkcí f (xi)

xi 3 5 10
f (xi) 0.3 0.5 0.2

Ur£ete st°ední hodnotu a rozptyl.

St°ední hodnota:
E [X] = 3× 0.3 + 5× 0.5 + 10× 0.2 = 5.4

Rozptyl:

D [X] = (3− 5.4)2 × 0.3 + (5− 5.4)2 × 0.5 + (10− 5.4)2 × 0.2 = 6.04

Pro spojitou náhodnou veli£inu X s realizacemi x ∈ R a hustotou pravd¥podobnosti fX
de�nujeme

St°ední hodnotu E (X)

E (X) =

∫ ∞
−∞

xfX (x) dx

Rozptyl D (X)

D (X) =

∫ ∞
−∞

(x− E (X))2 fX (x) dx =

∫ ∞
−∞

x2fX (x) dx− [E (X)]2 ,

kde op¥t, druhé vyjád°ení se nazývá výpo£etní tvar vzorce pro rozptyl.
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Sm¥rodatnou odchylku σ
σ =

√
D (X),

coº je stejný vzorec jako pro diskrétní náhodnou veli£inu.

P°íklad

Je dána hustota pravd¥podobnosti f (x)náhodné veli£iny X

f (x) =


0 prox < 1
1
4

prox ∈ (1, 5)

0 prox > 5

Ur£ete st°ední hodnotu a rozptyl.

St°ední hodnota:

E [X] =

∫ 5

1

x
1

4
dx =

[
x2

8

]5

1

=
25− 1

8
= 3

Rozptyl:

D [X] =

∫ 5

1

(x− 3)2 1

4
dx =

[
(x− 3)3

12

]5

1

=
4

3

2.7 Kvantil a kritická hodnota

Pro náhodnou veli£inu x s hustotou pravd¥podobnosti f(x)a pravd¥podobnost α de�nujeme

Kvantil ζα ∫ ζα

−∞
f (x) dx = α.

Kritická hodnota zα ∫ ∞
zα

f (x) dx = α.

Kvantil a kritická hodnota jsou tedy pravá a levá hranice, které odd¥lují α×100% nejmen²ích
nebo nejv¥t²ích realizací náhodné veli£iny. Ob¥ charakteristiky jsou vyzna£eny na následují-
cím obrázku.
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z
Z obrázku je vid¥t: kvantil ζα ohrani£uje plochu pod hustotou pravd¥podobnosti a velikosti
α, a to vlevo, kritická hodnota zα ohrani£uje podobnou plochu, ale vpravo.

P°íklad

Ur£ete 5% kvantil ζ0.05 normálního rozd¥lení X ∼ N (µ, σ2) s µ = 5 a σ2 = 18, jestliºe
statistické tabulky udávají Pr (Z > 1.645) = 0.05 a Z ∼ N (0, 1).

Protoºe tabulky udávají hodnoty jen pro normované normální rozd¥lení, musíme se nejd°íve
zabývat normováním.

X = σZ + µ

P°íklad 1

Je dána hp f (x) = 1− kx2 pro x ∈
(
−3

4
; 3

4

)
.

Ur£ete (i) konstantu k, (ii) distribu£ní funkci, (iii) st°ední hodnotu a (iv) rozptyl (v) prav-
d¥podobnost P

(
|X| < 1

2

)
a kritickou hodnotu z0.05 a z0.01.

(i) Konstanta∫ 3
4

− 3
4

1− kx2dx =

[
x− k

3
x3

] 3
4

− 3
4

= 2

(
3

4
− k

3

(
3

4

)3
)

= 1, → k =
16

9

(ii) Distribu£ní funkce

F (x) =

∫ x

− 3
4

1− 16

9
s2ds =

[
s− 16

27
s3

]x
− 3

4

= −16

27
x3 + x+

1

2
,

pro x ∈
(
−3

4
, 3

4

)
, vlevo nula, vpravo jedna.

(iii) St°ední hodnota
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E [X] =

∫ 3
4

− 3
4

x

(
1− 16

9
x2

)
dx =

[
1

2
x2 − 4

9
x4

] 3
4

− 3
4

= 0 (symetrie)

(iv) Rozptyl

D [X] =

∫ 3
4

− 3
4

x2

(
1− 16

9
x2

)
dx =

[
1

3
x3 − 16

45
x5

] 3
4

− 3
4

=
9

80
= 0.1125

(v) Pravd¥podobnost

P

(
|X| < 1

2

)
= P

(
X ∈

(
−1

2
;
1

2

))
= F

(
1

2

)
− F

(
−1

2

)
= 2

(
−16

27

1

8
+

1

2
+

1

2

)
=

23

27

(vi) Kritická hodnota

P (X > z0.05) = 0.05 → 1− F (z0.05) = 0.05 → F (z0.05) = 0.95

−16

27
z3 + z +

1

2
= 0.95, → −16

27
z3 + z − 9

20
= 0.

To nelze analyticky °e²it. Bu¤ v Excelu je �Nástroje .Hledat °e²ení�, nebo v Matlabu pomocí
programu

a=.05; x1=-3/4; x2=3/4;

d=1; i=0;

if fce(x1,a)*fce(x2,a)>0

disp('Chyba: f(x1) a f(x2) musi mit ruzna znamenka');

return

end

while d>1e-5

i=i+1; if i>1000, break, end

y1=fce(x1,a);

y2=fce(x2,a);

xp=(abs(y1)*x2+abs(y2)*x1)/(abs(y1)+abs(y2));

yp=fce(xp,a);

if yp>0, x2=xp; else x1=xp; end

d=abs(yp)

end

xp,i

function y=fce(x,a)

y=-16/27*x^3+x+1/2-(1-a);
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Odvození: viz Dodatek 13.4 (vzadu).

P°íklad 2

Je dána hp f (x) =3−|x2−4x+3|
8

pro x ∈ (0; 4).

Distribu£ní funkce:

Ur£ete distribu£ní funkci a P (X ∈ (0.5; 1.5))

Do x = 0 je F (x) = 0.

Pro x ∈ (0, 1)

F (x) = 0 +

∫ x

0

(−1

8
t2 +

1

2
t)dt = − 1

24
x3 +

1

4
x2

F (1) =
5

24

Pro x ∈ (1, 3)

F (x) =
5

24
+

∫ x

1

(
1

8
t2 − 1

2
t+

3

4
)dt =

5

24
+

1

24
x3 − 1

4
x2 +

3

4
x− (

1

24
− 1

4
+

3

4
) =

=
1

24
x3 − 1

4
x2 +

3

4
x− 1

3

F (3) =
19

24

Pro x ∈ (3, 4)

F (x) =
19

24
+

∫ x

3

(−1

8
t2 +

1

2
t)dt =

19

24
− 1

24
x3 +

1

4
x2 − (−9

8
+

9

4
) =

= − 1

24
x3 +

1

4
x2 − 1

3

Nad x = 4 je F (x) = 1.

Pravd¥podobnost

P (X ∈ (0.5; 1.5)) = F (1.5)− F (0.5) =

=
1

24

(
3

2

)3

− 1

4

(
3

2

)2

+
3

4

3

2
− 1

3
−
(
− 1

24

(
1

2

)3

+
1

4

(
1

2

)2
)

= 0.3125

Doma: spo£ítat st°ední hodnotu a rozptyl (st°.h.=2, rozpt.=1)
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1. V závodním automobilu je d·leºitá sou£ástka, jejíº porucha znamená konec závodu.
Proto je zálohována tak, ºe 2 nové sou£ástky jsou p°ipraveny v záloze a v p°ípad¥ po-
ruchy je pokaºená sou£ástka automaticky nahrazena jednou ze zásobních. Pr. poruchy
sou£ástky b¥hem 1 minuty závodu je 0.002, a to nezávisle na dob¥, se kterou je jiº
pouºívána. Pr. poruchy dvou sou£ástek za 1 minutu povaºujeme za velmi nepravd¥po-
dobnou a zanedbáváme ji. Ur£ete rozd¥lení pr. pro po£et ode²lých sou£ástek b¥hem 5ti
hodinového závodu.

Výsledky jsou 0, 1, 2 a mají binomické rozd¥lení pr. s p = 0.002 a n = 5 ∗ 60 = 300.
(Kaºdá minuta je pokus, porucha je úsp¥ch - teoreticky m·ºe být aº 300 poruch, my
ale rozli²ujeme jen 0, 1, 2, 3-300). Je tedy

P (0) = (1− 0.002)300; P (1) = 300× 0.002× (1− 0.002)299 ;

P (2) =

(
300

2

)
0.0022 (1− 0.002)398 , P (3− 300) = 1− P (0)− P (1)− P (2)

coº je hezké, ale nespo£teme to. Proto se musíme uchýlit k aproximaci Poissonovým
rozd¥lením. Pokra£ování bude p°í²t¥.

2. P°ístroj se skládá ze t°í, nezávisle pracujících £ástí. Pravd¥podobnost poruchy kaºdé
£ásti je 0.1. Najd¥te distribu£ní funkci náhodné veli£iny, popisující po£et porouchaných
£ástí.

Vzhledem k nezávislosti se po£et porouchaných sou£ástek °ídí binomickou pravd¥po-
dobností P3(k) p°i p = 0.1.

P (0) = 0.93 = 0.729, P (1) = 3·0.1·0.92 = 0.243, P (2) = 0.027 P (3) = 0.13 = 0.001

Distribu£ní funkci dostaneme jako kumulativní sou£et pravd¥podobností, tj.

F (x) =


0 pro x < 0
0.729 pro 0 ≤ x < 1
0.972 pro 1 ≤ x < 2
0.999 pro 2 ≤ x < 3
1 pro x ≥ 3

Nakreslit!

3. Zkou²ení probíhá tak, ºe studentovi jsou kladeny otázky, dokud odpovídá správn¥.
První ²patná odpov¥¤ zkou²ení ukon£í a známka je odvozena z po£tu dobrých odpov¥dí.
Ur£ete pravd¥podobnostní funkci a distribu£ní funkci náhodné veli£iny "po£et dobrých
odpov¥dí", jestliºe otázky jsou nezávislé a pravd¥podobnost dobré odpov¥di p°i jednom
dotazu je stálá a rovna 0.9.

Protoºe jsou otázky nezávislé, je pravd¥podobnost dobré série odpov¥dí rovna sou£inu
pravd¥podobností dobrých odpov¥dí. Pokud má tato série být na konci ukon£ena, musí
následovat ²patná odpov¥¤ � tedy na konci bude krát P (²patn¥) = 1− P (dob°e).

P (0) = 0.1, P (1) = 0.9 · 0.1, P (2) = 0.92 · 0.1, . . . , P (x) = 0.9x · 0.1, . . .
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Jedná se tedy o nekone£nou geometrickou posloupnost s prvním £lenem rovným 0.1
a kvocientem q = 0.9. Protoºe °ada za£íná indexem x = 0, bude £len P (x) v po°adí
x+prvý. �áste£ný sou£et takové °ady je

sx =
x∑
k=0

= P (0)
1− q(x+1)

1− q .

Distribu£ní funkce (jako kumulativní sou£et hodnot pravd¥podobnostní funkce) je

F (x) =
x∑
k=0

0.1 · 0.9k = 0.1
1− 0.9x+1

1− x = 1− 0.9x+1.

4. Je dána hustota pravd¥podobnosti

f(x) =
1

2
sin(x), pro x ∈ (0, π) a 0 jinde.

Ur£ete distribu£ní funkci.

Distribu£ní funkce:

F (x) =


0 pro x ≤ 0

1
2
(1− cos(x)) pro x ∈ (0, π)

1 pro x ≥ π

2.8 Normování náhodné veli£iny

Dv¥ nejvýznamn¥j²í charakteristiky náhodné veli£iny jsou st°ední hodnota µ a rozptyl σ2.
Pro normální rozd¥lení jsou tyto dv¥ charakteristiky zárove¬ parametry rozd¥lení.

P°ipome¬me, ºe zm¥na st°ední hodnoty znamená zm¥nu polohy hustoty pravd¥podobnosti,
zm¥na rozptylu p°edstavuje zm¥nu jejího tvaru, nár·st rozptylu znamená roz²í°ení zatímco
pokles vyvolá zúºení.

Pro motivaci k uvedeným vzorc·m si v²imneme rovnom¥rného rozd¥lení na intervalu (−1, 1) .
Toto rozd¥lení má nulovou st°ední hodnotu. Budeme-li z n¥ho generovat, budeme dostávat
hodnoty mezi -1 a 1. Kdyº ke kaºdé generované hodnot¥ p°i£teme 5, budeme dostávat hodnoty
mezi -4 a 6, tedy se st°ední hodnotou 5. Dále, budeme-li p·vodní (neposunuté) hodnoty
násobit dv¥ma, budeme dostávat hodnoty mezi -2 a 2 - tedy s v¥t²ím rozptylem. Naopak,
násobení £íslem 0.1 bude podobn¥ znamenat sníºení rozptylu £ísel, která obdrºíme.

V souladu s p°edchozími úvahami jsou následující vzorce.

Uvaºujeme náhodnou veli£inu X, s charakteristikami E [X] = µ a D [X] = σ2 a Z, s charak-
teristikami E [Z] = 0, D [Z] = 1. Potom platí:

normování
Z =

X − µ
σ

(5)
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a odnormování
X = σZ + µ (6)

První vzorec p°evádí nenormovanou veli£inu X na normovanou Z. Druhý naopak.

P°íklad

Ur£eme interval, ve kterém leºí 5% nejv¥t²ích hodnot normálního rozd¥lení se st°ední hod-
notou 20 a rozptylem 81, jestliºe kvantil ζ0.05 = 1.645.

Hledáme hodnotu x, pro niº platí P (X > x) = 0.05. Známe kvantil, který se týká normované
veli£iny. Proto normujeme, a dosadíme hranici Z = ζ0.05

Z = ζ0.05 = 1.645 =
x− µ
σ

=
x− 20

9

Odtud je x = 1.645× 9 + 20 = 34.8.

Interval p¥ti procent nejv¥t²ích £ísel je tedy (34.8, ∞) .

3 D·leºitá rozd¥lení náhodné veli£iny

Co to znamená, kdyº prohlásíme, ºe jsou n¥jaká d·leºitá rozd¥lení? Rozd¥lení náhodné ve-
li£iny je její popis. A náhodná veli£ina p°edstavuje ur£itý náhodný pokus (kde výsledky
prezentujeme jako £ísla). Jedná se tedy o typické náhodné pokusy u nichº je znám jejich
pravd¥podobnostní popis. N¥kolik takových známých rozd¥lení jak pro diskrétní, tak i pro
spojitou náhodnou veli£inu si dále uvedeme.

3.1 Diskrétní rozd¥lení

Diskrétní rozd¥lení má kone£ný nebo spo£etný po£et realizací.

P°íklady Hod mincí, hod kostkou, taºení králku ze 3m a 5b, po£et nehod na k°iºovatce za
1 rok, po£et aut zaznamenaných detektorem za 1 hodinu.

3.1.1 Alternativní rozd¥lení

Jedná se o jeden pokus, který m·ºe mít dva r·zné výsledky - úsp¥ch nebo neúsp¥ch. Nej£as-
t¥j²í interpretace je následující: máme sklad s výrobky mezi nimiº je ur£ité procento zmetk·.
Vybereme náhodn¥ jeden výrobek. Úsp¥ch je, kdyº je výrobek dobrý, neúsp¥ch, je-li výrobek
zmetek.

Pravd¥podobnostní funkce

f (x) = πx (1− π)1−x , x = 0, 1
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kde π je parametr - pravd¥podobnost úsp¥²ného pokusu.

Uvedenou pravd¥podobnostní funkci lze také vyjád°it tabulkou

x 0 1
f (x) 1− π π

Z tabulky je p°ímo vid¥t, ºe pravd¥podobnost úsp¥chu (x = 1) je π a pravd¥podobnost ne-
úsp¥chu (x = 0) je 1 − π. Totéº dostaneme i z analytického vyjád°ení, kdyº dosadíme za x
p°íslu²nou hodnotu.

P°íklad

Sledujeme auta v k°iºovatce. Výsledky: 1 - jede rovn¥, 0 - odbo£uje. Pravd¥podobnost jízdy
rovn¥ je π a odbo£ení 1− π.

3.1.2 Binomické rozd¥lení

Binomické rozd¥lení dostaneme kdyº provedeme n nezávislých pokus· s alternativním rozd¥-
lením a výsledky se£teme (tj. za výsledek vezmeme po£et dosaºených úsp¥ch·). Nap°íklad: V
k°iºovatce projíºd¥jí auta, která s pravd¥podobností π jedou rovn¥, nebo s pravd¥podobností
1− π odbo£í. Binomický pokus spo£ívá ve sledování n aut a hodnoty odpovídající náhodné
veli£iny jsou jsou dány po£tem aut, která projedou rovn¥.

Pravd¥podobnostní funkce

f (x) =

(
n

x

)
πx (1− π)n−x , x = 0, 1, 2, · · · , n

kde π - pravd¥podobnost úsp¥chu v odpovídajícím alternativní pokusu a n - po£et provede-
ných alternativních pokus·, jsou parametry rozd¥lení.

Vzorec, kterým jsme vyjád°ili pravd¥podobnostní funkci binomického rozd¥lení se nazývá
vzorec pro binomickou pravd¥podobnost. Jeho odvození je pom¥rn¥ snadné. �len πx p°ed-
stavuje pravd¥podobnost poºadovaných x úsp¥ch· (p°i nezávislých pokusech), £len 1− πn−x
je pravd¥podobnost zbylých pokus·, kdy výsledkem byl neúsp¥ch a kombina£ní £íslo

(
n
x

)
p°edstavuje po£et zp·sob·, kterými lze z provedených n pokus· vybrat x úsp¥ch·.

P°íklad

Za jednu hodinu projede k°iºovatkou v pr·m¥ru 50 aut. Jaká je pravd¥podobnost, ºe 5 z nich
odbo£í, je-li pravd¥podobnost p°ímé jízdy 0.9?

V tomto p°íklad¥ povaºujeme za úsp¥ch odbo£ení a jeho pravd¥podobnost je π = 1−0.9 = 0.1.
Pravd¥podobnost odbo£ení p¥ti aut z 350 je
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f (5) =

(
50

5

)
0.150.945 = 0.185

P°íklad

Ve velikém skladu jsou uloºeny výrobky. Mezi nimi jich je 85% první jakosti. Jak veliký je
t°eba ud¥lat výb¥r, aby v n¥m bylo s pravd¥podobností 99% alespo¬ 5 dobrých výrobk·?

Jedná se op¥t o binomické rozd¥lení s velikostí výb¥ru n a pravd¥podobností úsp¥chu π =
0.85. Hledáme první n takové, ºe platí

P =
n∑
i=5

(
n

5

)
π5 (1− π)n−5 ≥ 0.99

To je ale implicitní nerovnice, která by se obecn¥ musela °e²it n¥jakou numerickou metodou.
V na²em p°ípad¥, kdy n je diskrétní, sta£í po£ítat hodnoty P postupn¥ pro n = 5, 6, · · · a
za výsledek vezmeme první hodnotu n pro kterou sledovaná nerovnice platí. Výpo£ty uspo-
°ádáme do tabulky

n 5 6 7 8 9
P 0.4437 0.7765 0.9262 0.9786 0.9944

Hledaný výb¥r tedy bude o rozsahu n = 9.

Poznámka

Uvaºovaný sklad musí být hodn¥ velký. Základním p°edpokladem pro binomické rozd¥lení je,
ºe uvaºované pokusy jsou nezávislé. Jestliºe ale vybíráme výrobky a nevracíme je zp¥t, jedná
se závislé pokusy, protoºe po£et a tím i pravd¥podobnost dobrých a �patných výrobk· se m¥ní.
Jestliºe je ale sklad hodn¥ veliký a v n¥m velké mnoºství výrobk·, bude relativní vliv vybraných
výrobk· na celkový po£et zanedbatelný a pravd¥podobnosti m·ºeme pokládat za konstantní.

3.1.3 Poissonovo rozd¥lení

Poissonovo rozd¥lení je limitní p°ípadem binomického, a sice pro n→∞ a π → 0, a to tak,
ºe limita sou£inu n · π = λ je konstantní. λ se nazývá intenzita Poissonova rozd¥lení.

Pravd¥podobnostní funkce

f (xi) = e−λ
λxi

xi!
, x = 0, 1, 2, · · ·

Toto rozd¥lení má sice nekone£ný po£et realizací, ale nekone£n¥ spo£etný (realizacím lze
jednozna£n¥ p°i°adit p°irozená £ísla). Proto pat°í mezi diskrétní rozd¥lení.
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Podle základních vlastností musí být sou£et v²ech £len· roven jedné, tj.

∞∑
i=0

e−λ
λxi

xi!
= e−λ

∞∑
i=0

λxi

xi!
= 1

coº skute£n¥ je, protoºe suma v prost°edním výrazu není nic jiného neº Taylor·v rozvoj
funkce e−λ.

Pravd¥podobnostní funkci Poissonova rozd¥lení lze odvodit jako limitu binomického rozd¥-
lení. Odvození je uvedeno v Dodatku 13.5

P°íklad 1

Uvaºujme podobný p°íklad jako byl u binomického rozd¥lení ale s extrém¥j²ími hodnotami:
Za jeden den projede k°iºovatkou v pr·m¥ru 3500 aut. Jaká je pravd¥podobnost, ºe 5 z nich
odbo£í, je-li pravd¥podobnost p°ímé jízdy 0.999?

Pokud bychom cht¥li úlohu °e²it pomocí binomického rozd¥lení (protoºe se skute£n¥ o bino-
mické rozd¥lení jedná), dosp¥jeme k výrazu

f (5) =

(
3500

5

)
0.00150.9993495

coº není moc hezké. Proto aproximujeme Poissonovým rozd¥lením pro λ = 3500 ·0.001 = 3.5.
Dostaneme

fP (5) = e−3.5 3.55

5!
= 0.132

P°íklad 2

Sledujeme silnici s malým provozem. Po dobu jedné minuty zaznamenáváme kaºdou vte°inu
p°ítomnost auta. Po hodin¥ sledování jsme zjistili, ºe v pr·m¥ru za jednu minutu projedou 3
auta. Za p°edpokladu Poissonova rozd¥lení po£tu projetých aut b¥hem jedné minuty ur£ete
pravd¥podobnost, ºe b¥hem jedné minuty projede více neº 5 automobil·.

Pro ur£ení λ známe n = 60, π = 3/60. Odtud λ = nπ = 3.

P (X > 5) = 1− P (X ≤ 5) = 1− e−3

(
30

0!
+

31

1!
+

32

2!
+

33

3!
+

34

4!
+

35

5!

)
= 0.084

Pravd¥podobnost projetí více neº p¥ti aut za jednu minutu je 0.084.
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3.1.4 Geometrické

Základem pro geometrické rozd¥lení je op¥t alternativní pokus, tedy pokus se dv¥ma výsledky
(úsp¥ch a neúsp¥ch) s pevnou pravd¥podobností úsp¥chu, ozna£enou π. Toto rozd¥lení po£ítá
pravd¥podobnost toho, ºe p°i opakovaných nezávislých pokusech bude první úsp¥ch p°edchá-
zet x neúsp¥ch·. Situaci m·ºeme demonstrovat na následujícím p°íkladu: Sledujeme silni£ní
sí´ s °ízenými k°iºovatkami. Sítí projíºdí automobil a pravd¥podobnost, ºe ho kaºdý jednot-
livý semafor zastaví je stejná a stálá, rovna 0.62. Jaká je pravd¥podobnost, ºe automobil
bude dvakrát zastaven, neº se mu poda°í projet bez zastavení?

Pravd¥podobnostní funkce

f (x) = π (1− π)x , x = 0, 1, 2, · · ·
P°íklad

Dopo£ítáme p°íklad z úvodu ke geometrickému rozd¥lení o projíºd¥ní automobilu p°es sema-
fory. V tomto p°íklad¥ je úsp¥ch projetí automobilu bez zastavení. Pravd¥podobnost úsp¥chu
je π = 1− 0.62 = 0.38. Sledovaná realizace je x = 2 (dv¥ zastavení p°ed volným pr·jezdem).
Dosazením do pravd¥podobnostní funkce dostáváme

f (2) = 0.38 (1− 0.38)2 = 0.146

Pravd¥podobnost, ºe automobil bude dvakrát zastaven neº se mu poda°í projet bez zastavení
je tedy 0.146.

3.1.5 Negativn¥ binomické rozd¥lení

Negativn¥ binomické rozd¥lení je roz²í°ením geometrického. Vychází také z alternativního
pokusu a podobn¥ jako geometrické rozd¥lení ur£uje pravd¥podobnost toho, ºe x neúsp¥ch·
p°edchází n-tý úsp¥ch. P°itom p°edchozích n − 1 úsp¥ch· mohlo nastat kdykoli od za£átku
provád¥ní pokus·. Ilustra£ní p°íklad m·ºe být obdobný jako pro geometrické rozd¥lení. Sle-
dujeme silni£ní sí´ s °ízenými k°iºovatkami. Sítí projíºdí automobil a pravd¥podobnost, ºe ho
kaºdý jednotlivý semafor zastaví je stejná a stálá, rovna 0.62. Jaká je pravd¥podobnost, ºe
automobil bude dvakrát zastaven, neº se mu poda°í pot°etí projet bez zastavení?

Pravd¥podobnostní funkce

f (x) =

(
x+ n− 1

x

)
πn (1− π)x , x = 0, 1, 2, · · ·

P°íklad

Op¥t budeme pokra£ovat v na£atém p°íkladu o autu, které projíºdí semafory. Zadání je x = 2,
π = 0.38 a n = 3. Dosazením dostaneme

f (2) =

(
2 + 3− 1

2

)
0.383 (1− 0.38)2 = 0.127
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3.1.6 Rovnom¥rné rozd¥lení

Diskrétní rovnom¥rné rozd¥lení pat°í k základním a nejjednodu²²ím. Na n¥m jsou zaloºeny
nejznám¥j²í �²kolní� p°íklady o házení mincí nebo kostkou. Jedná se rozd¥lení k kone£ným
po£tem n realizací které nasávají se stejnou pravd¥podobností 1

n
. Rovnom¥rnost rozd¥lení

vyjad°uje skute£nost, ºe v realizacích nemáme ºádné preference nebo, ºe o nich nic nevíme.

Pravd¥podobnostní funkce

f (x) =
1

n
, x = 1, 2, · · · , n

P°íklad

(i) Hod hrací kostkou - náhodná veli£ina je £íslo, které padne. Pokus má ²est realizací, kaºdá
má pravd¥podobnosti 1

6
. (ii) Záznam poslední cifry na SPZ projíºd¥jících automobil·. Máme

deset cifer se stejnou pravd¥podobností.

3.2 Spojité rozd¥lení

Spojité rozd¥lení má nekone£ný nespo£etný po£et realizací, tj. jeho realizace jsou
z reálné osy.

P°íklady: chyby v m¥°ení rozm¥ru sou£ástky, doba £ekání na tramvaj, bezporuchová doba
fungování p°ístroje, intenzita dopravního proudu (je vlastn¥ diskrétní, ale lze ji aproximovat
spojitým - p·lky aut)

3.2.1 Rovnom¥rné rozd¥lení

O rovnom¥rném rozd¥lení jsme mluvili uº v diskrétních rozd¥leních. Nyní se dostáváme k
jeho spojité variant¥.

Rovnom¥rné rozd¥lení má dv¥ d·leºité charakteristiky
(i) v²echny realizace jsou rovnocenné (ºádný výsledek není preferován) a
(ii) ostré hranice pro de�ni£ní obor (hranice nelze p°ekro£it).

Hustota pravd¥podobnosti

f (x) =
1

b− a, x ∈ (a, b) , a, b ∈ R

P°íklady

(i) Sledujeme p°í£nou polohu závodního automobilu na dráze. V²echny polohy jsou stejn¥
dobré a p°ípustné, p°ekro£ení hranice znamená katastrofu.
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(ii) Sledujeme úbytek vzorku na pneumatikách autobus· MHD. Vý²ka vzorku je dobrá a
stejn¥ pravd¥podobná v daných mezích. Horní mez je dána konstrukcí pneumatiky, dolní
mez je ur£ena p°edpisy a je zakázána (alespo¬ ve smyslu zaplacení pokuty).

(iii) Sledujeme stav paliva v nádrºi automobilu. Horní mez je dána velikostí nádrºe, dolní
mez je nula (pokud má £lov¥k v aut¥ kanystr s benzínem).

(iv) Sledujeme dobu £ekání na tramvaj, která má pevný a stálý interval, pro náhodn¥ p°ichá-
zející osoby. Dolní hranice je 0 (osoba tramvaj zrovna dob¥hla) a horní mez je rovna intervalu
(dané osob¥ tramvaj práv¥ ujela a ona musela £ekat na dal²í).

3.2.2 Normální rozd¥lení

Normální rozd¥lení je nej£ast¥ji pouºívaným rozd¥lením. D·vody k tomu jsou dva: (i) nor-
mální rozd¥lení vzniká p°i spolup·sobení velkého mnoºství nezávislých malých náhod, takºe
°ada ne p°esn¥ de�novaných neur£itostí se mu zna£n¥ podobají - nap°. kdyº se sype suchý
písek, zrní£ka na sebe navzájem mnohokráte narazí a výsledkem je hromada, která dosti
p°ipomíná �dvourozm¥rnou gaussovku�, (ii) normální rozd¥lení je jedním z mála, pro které
se dají analyticky dopo£ítat i sloºit¥j²í statistické úlohy - jinak je £asto t°eba d¥lat ur£ité
aproximace.

Hustota pravd¥podobnosti

f (x) =
1√

2πσ2
e−

1
2σ2

(x−µ)2 , x ∈ R

kde parametry rozd¥lení jsou µ - st°ední hodnota a σ2- rozptyl.

Budeme-li normáln¥ rozd¥lenou náhodnou veli£inuX normovat tak, aby m¥la st°ední hodnotu
nula a rozptyl jedna, dostaneme náhodnou veli£inu Z se standardním normálním rozd¥lením.
Normovací vztah je z = (x− µ) /σ a odpovídající hustota pravd¥podobnosti

f (z) =
1√
2π

e−
1
2
z2

Komentá°

A£koli je normální rozd¥lení tak £asté a pro svoje dobré výpo£etní vlastnosti oblíbené, je s
ním trochu potíº. K hustot¥ pravd¥podobnosti totiº neexistuje primitivní funkce. Pravd¥-
podobnosti interval·, coº jsou integrály z hustoty pravd¥podobnosti p°es tyto intervaly, a
stejn¥ tak hodnoty distribu£ní funkce nelze analyticky po£ítat. Hodnoty distribu£ní funkce
pro standardní normální rozd¥lení byly vypo£teny numericky a jsou uvedeny ve statistických
tabulkách (viz Tabulky na stránce 147)

P°íklad 1
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Z vojenského tábora má do sousedního stanovi²t¥ dojet nákladní automobil. Po cest¥ se
nachází most o vý²ce 4 metry. Vojenské nákladní automobily mají vý²ku s normálním roz-
d¥lením se st°ední hodnotou 3.8 metru a sm¥rodatnou odchylkou 0.3 metru. Jaká je pravd¥-
podobnost, ºe vyslané nákladní auto pod mostem projede?

Ze zadání tedy plyne, ºe vý²ka auta je náhodná veli£ina X ∼ N (3.8, 0.32), tj. s normálním
rozd¥lením se st°ední hodnotou µ = 3.8 a rozptylem σ2 = 0.32 = 0.09. Ptáme se, na pravd¥-
podobnost P (X < 4) . Pro ur£ení této pravd¥podobnosti hodláme pouºít tabulky na stran¥
147. Ty v²ak platí pouze pro normované normální rozd¥lení. Musíme tedy úlohu p°evést do
normované oblasti, tj. náhodnou veli£inu X a s ní související údaje musíme p°epo£ítat na
náhodnou veli£inu Z ∼ N (0, 1) . Vzorec pro p°epo£et je

Z =
X − µ
σ

(7)

Pro hledanou pravd¥podobnost nyní platí

P (X < 4) = P

(
X − µ
σ

<
4− 3.8

0.3

)
= P (Z < 0.67) = 0.749

Tedy pravd¥podobnost, ºe vojenský automobil projede pod mostem je 0.749.

P°íklad 2

P°i kontrole výrobk· je sledován podélný rozm¥r, který má st°ední hodnotu 335 mm a rozptyl
42 mm2. Jaká je pravd¥podobnost, ºe bude vyroben zmetek, tj. výrobek s podélným rozm¥rem
v¥t²ím neº 350 mm?

Postup °e²ení je stejný jako v p°edchozím p°íklad¥. Sledovaná náhodná veli£ina je X ∼
N (335, 42) . Ptáme se na pravd¥podobnost P (X > 350) . Normováním dostaneme

P (X > 350) = P

(
Z >

350− 335√
42

)
= P (Z > 2.31)

Najdeme tabulky normálního rozd¥lení a ihned vidíme, ºe je malér. Tabulky ukazují prav-
d¥podobnosti jen pro X < x. Musíme tedy na²i pravd¥podobnost p°evést do poºadovaného
tvaru, coº není sloºité

P (X > 350) = 1− P (X < 350) = 1− 0.99 = 0.001

Z tisíce vyrobených výrobk· bude tedy v pr·m¥ru jeden zmetek.

P°íklad 3

Na m¥stské komunikaci nedaleko od °ízené k°iºovatky m¥°íme rychlosti projíºd¥jících auto-
mobil· a uvaºujeme o tom, zda tyto rychlosti m·ºeme popsat pomocí normálního rozd¥lení.
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Ov¥°ení typu rozd¥lení je p°edm¥tem testování, ke kterému se dostaneme aº pozd¥ji ve sta-
tistice. Nyní se budeme drºet jen základních rys·, které by normální rozd¥lení m¥lo mít.

Budeme-li situaci sledovat, ihned zjistíme, ºe rychlosti automobil· se významn¥ li²í v situaci,
kdy do m¥°eného místa zasahuje z k°iºovatky kolona, a jestliºe ºádná kolona není nebo je
tak malá, ºe na m¥°ené místo nemá vliv. Rozhodneme-li se popisovat rychlosti bez ohledu na
kolonu, dostaneme velmi hrubý popis, který nepopisuje dob°e ani jednu ze zmín¥ných situací.
Bude proto lépe situaci rozd¥lit na dva p°ípady: kolona má velký vliv a kolona má malý vliv.

V²imneme si nejprve prvního stavu, kdy kolona prakticky zasahuje na m¥°ené místo a zp·-
sobuje, ºe £asto nam¥°íme rychlost nula. V d·sledku toho, bude st°ední hodnota blízká nule.
Vzhledem k tomu, ºe normální rozd¥lení je symetrické, bude jeho hustota pravd¥podobnosti
svou levou £ástí zasahovat do záporné poloosy realizací a tím tvrdíme, ºe mohou nastat
i záporné rychlosti (mají nenulovou pravd¥podobnost). V tomto p°ípad¥ je tedy normální
rozd¥lení nevhodné.

V druhém p°ípad¥ jsou rychlosti aut v¥t²í (z°ejm¥ n¥kde kolem maximální povolení rych-
losti). Pr·m¥rná rychlost bude taky velká a odchylky od ní budou na ob¥ strany, jak kladné
(auta p°ekra£ující povolenou rychlost), tak i záporné (ti, co telefonují, hledají neznámou
adresu atd.). V tomto p°ípad¥ lze dob°e p°edpokládat, ºe nulové rychlosti se nebudou vysky-
tovat. Gaussova k°ivka, která popisuje hustotu pravd¥podobnosti normálního rozd¥lení bude
svým vrcholem nad st°ední hodnotou a levou £ástí bude zasahovat do záporných hodnot
aº v míst¥, kdy je prakticky nulová, a to tak, ºe i hodnota integrálu p°es záporné hodnoty
bude p°ibliºn¥ nula. V tomto p°ípad¥ je pro popis rychlostí projíºd¥jících aut moºno pouºít
normální rozd¥lení.

3.2.3 Log-normální rozd¥lení

Normální rozd¥laní, kterým jsme se práv¥ zabývali, má jednu nevýhodu. Je symetrické, de-
�nované na celé reálné ose a tedy, p°ipou²tí i záporné realizace náhodné veli£iny. P°itom
nezápornost je p°irozenou vlastností celé °ady reálných veli£in, nap°. délka, po£et (tj. inten-
zita i hustota dopravního proudu), rychlost a mnoho dal²ích. S touto nevýhodou se £áste£n¥
vypo°ádává log-normální rozd¥lení. Jeho realizace dostaneme transformací normálního roz-
d¥lení U ∼ N (µ, σ2) podle rovnice X = eU . Toto rozd¥lení se pro velká µ chová p°ibliºn¥
jako normální, pro malá µ je nesymetrické. Obor hodnot, na kterém je jeho hustota prav-
d¥podobnosti nenulová je mnoºina nezáporných reálných £ísel. Za toto vylep²ení se ale platí
sloºit¥j²ím popisem a jednoduchost p°i úpravách se v¥t²inou ztrácí.

Hustota pravd¥podobnosti

f (x) =
1

xσ
√

2π
e−

1
2σ2

(lnx−µ)2

Toto rozd¥lení se hodí nap°. pro modelování dopravního proudu. Pro velké intenzity mohou
být zm¥ny kladné i záporné (blízké normálnímu rozd¥lení), p°i nulové intenzit¥ mohou být
zm¥ny jen kladné.
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3.2.4 Exponenciální rozd¥lení

Exponenciální rozd¥lení je spojitou obdobou geometrického, které popisuje po£et neúsp¥ch·,
které je t°eba absolvovat, neº dojde ke zm¥n¥ stavu a obdrºíme úsp¥ch. Podobn¥ exponenci-
ální rozd¥lení popisuje nap°. dobu fungování ur£itého p°ístroje, neº dojde ke zm¥n¥ stavu -
p°ístroj se porouchá. Tomuto jevu se b¥ºn¥ °íká bezporuchová doba fungování p°ístroje. Zde
se ale jedná o velmi speciální p°ípad, kdy porucha je zp·sobena nikoli stárnutím, ale n¥jakou
vn¥j²í p°í£inou, která p°ístroj v £ase ohroºuje se stále stejnou intenzitou. Z této skute£nosti
plyne vlastnost exponenciálního rozd¥lení, která °íká, ºe toto rozd¥lení nemá pam¥´. To lze
vyjád°it vztahem P (X > t+ s|X > t) = P (X > s), který °íká: jestliºe p°ístroj fungoval aº
do £asu t, pak pravd¥podobnost, ºe bude je²t¥ dále fungovat po dobu s je stejná, jako prav-
d¥podobnost, ºe bude fungovat po dobu s, aniº byl p°ed tím v provozu. Tato vlastnost je
dokázána v Dodatku 13.2.

Hustota pravd¥podobnosti

f (x, δ) =
1

δ
e−

x
δ , x ≥ 0

P°íklad: �ivotnost závodního automobilu: Jaká je pr., ºe závodní automobil dokon£í t°í-
hodinový závod, jestliºe jeho st°ední ºivotnost na plný výkon je 2 hodiny a 15 minut?

Hp je f (x) = 1
2.25

e−x/2.25. Dále P (X < 3) =
∫ 3

0
f (x) dx =

=

∫ 3

0

e−x/2.25dx =
1

2.25
(−2.25)

[
e−x/2.25

]3
0

= 1− e−3/2.25 = 0.736

3.2.5 χ2rozd¥lení

χ2 (n) =
n∑
i=1

(Ni (0, 1))2

Pozn.: Toto rozd¥lení doprovází veli£iny, které jsou tvo°eny kvadráty - rozptyl, kriterium ve
tvaru sou£tu £tverc· · · ·

3.2.6 Studentovo rozd¥lení

St (n) =
N (0, 1)

χ2 (n) /n

Pozn.: Generátor má jmenovatel. Bude-li v n¥m malé £íslo (coº m·ºe), bude hodnota realizace
velká - rozd¥lení s t¥ºkými konci.
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3.2.7 F rozd¥lení (jen generátor i v Matlabu)

F (m,n) =
χ2

1 (m) /m

χ2
2 (n) /n

Pozn.: Popisuje veli£inu ve tvaru podílu dvou rozptyl·. Typicky se jedná o rozptyl vysv¥tlený
a nevysv¥tlený p°i zkoumání závislosti dvou nebo více veli£in.

P°íklady

1. Kvantil ζα, kritická hodnota zα, pr. vlevo p− (x), pr. vpravo p+ (x)

ζα :

∫ ζα

−∞
f (x) dx = α; zα :

∫ ∞
zα

f (x) dx

p− (x) = P (X ≤ x) p+ (x) = P (X > x)

Pro N (0, 1) platí:

zα = −ζα = ζ1−α p+ (x) = 1− p− (x) = p− (−x)

Z tabulek jsme zjistili, ºe P (X ≤ 1.645) = 0.95. Ur£ete:

(a) P (X > 1.645) [0.05]; P (X ≤ −1.645) [0.05]; P (X > −1.645) [0.95];

(b) ζ0.05 [−1.645]; z0.05 [1.645]; z0.95 [−1.645] · · · Nakreslit !

2. V dodávce 1000 výrobk· je 50 vadných.

(a) Jaká je pravd¥podobnost, ºe ve výb¥ru 80 výrobk· bude 5 vadných?

(b) Jaký bude pr·m¥rný po£et vadných výrobk· v opakovaném výb¥ru 80 ks?

(c) Provedeme 100 výb¥r· po 80 kusech. Jaký je o£ekávaný po£et výb¥r· s p¥ti vad-
nými výrobky?

�e²ení:

(a) Úpln¥ p°esn¥:
P = C5(50)C75(950)/C80(1000)

(nejde spo£ítat.)
Aproximace binomickým rozd¥lením s n = 80 a π = 50/1000 = 0.05. Hledaná
pravd¥podobnost je

P (5) =

(
80

5

)
0.0550.9575 = 0.1603.

Dal²í aproximace Poissonovým rozd¥lením (n velké, π malé) s λ = nπ = 4.

f(5) = e−4 45

5!
= 0.1563.
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(b) Bude to st°ední (o£ekávaná) hodnota E[K] = nπ = λ = 4.

(c) Podle statistické de�nice je pravd¥podobnost rovna po£tu úsp¥²ných pokus· d¥-
lenému celkovým po£tem pokus·, tedy

P (5) =
N+

N
⇒ 0.16 =

N+

100
⇒ N+ .

= 16

3. Pravd¥podobnost výroby vadného výrobku je 0.01%. Nový pracovník vyrobil 5000 vý-
robk· a z nich byly 3 vadné. Je tento po£et normální, nebo lze p°edpokládat, ºe je
zp·soben nezku²eností pracovníka?

�e²ení:

Náhodná veli£ina "po£et vadných výrobk· v sérii 5000" má Poissonovo rozd¥lení (n
velké, π malé) s λ = 5000 × 0.0001 = 0.5. Potom pravd¥podobnost, ºe za b¥ºných
okolností (tj. s b¥ºnou pravd¥podobností vyrobení vadného výrobku π = 0.01) je pr.
t°í a více vadných výrobk· rovna

P (K > 3) = 1− P (0)− P (1)− P (2) = 1− e−0.5(1 + 0.5 +
0.52

2
) = 0.014

Tj. pravd¥podobnost, ºe za normálních okolností budou v sérii 5000 výrobk· 3 nebo více
vadných je 0.014; jinak °e£eno, jen 1.4% pracovník· by m¥lo tolik vadných výrobk·.
To ukazuje na nezku²enost nového pracovníka.

4. M¥°ící p°ístroj je zatíºen jednak systematickou chybou 0.5, jednak náhodnou chybou
se sm¥rodatnou odchylkou 0.3.
a) S jakou pravd¥podobností bude zm¥°ena hodnota s odchylkou v intervalu (0.4; 0.6)?
b) V jakých mezích lze o£ekávat odchylky od správné hodnoty s pravd¥podobností 0.95?

�e²ení:

a) Normální rozd¥lení. P°edpokládáme, ºe máme k dispozici pouze tabulky pravd¥-
podobností, kde jsou uvedeny jen pravd¥podobnosti normovaného rozd¥lení. Budeme
proto normovat. (Pozn.: nap° v Excelu lze °e²it bez normování.)

Z =
X − µ
σ

, ⇒ zd =
0.4− 0.5

0.3
= −0.33, zh =

0.6− 0.5

0.3
= 0.33.

Poºadovaná pr. je
P (X ∈ (0.4; 0.6)) = P (Z ∈ (−0.33; 0.33)) = 1−2P (Z < −0.33) = 1−2×0.37

.
= 0.26.

b) Je-li pravd¥podobnost intervalu 0.95, je pravd¥podobnost vpravo i vlevo rovna 0.025.
Hledáme kritickou hodnotu z0.025 (kvantil ζ0.025), tj hodnotu, pro kterou platí

P (Z > z0.025) = 0.025, nebo P (Z < ζ0.025) = 0.025

Z tabulek: z0.025 = 1.96 nebo ζ0.025 = −1.96. Po odnormování (p°echodu k p·vodní
náhodné veli£in¥ X) dostaneme

X = µ+ σ×Z ⇒ xd = 0.5− 1.96× 0.3 = −0.088, xd = 0.5 + 1.96× 0.3 = 1.088.
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Chyba bude s pr. 0.95 leºet v intervalu (-0.088; 1.088).

Poznámka: Tento druh výpo£t· je velmi d·leºitý. Bude základem pro °adu úloh ve
statistice (intervaly spolehlivosti, testy hypotéz).

5. Pr·m¥rná doba £ekání na zákazníka je 50 s. Doba £ekání se °ídí exponenciálním rozd¥-
lením. Jaká je pravd¥podobnost, ºe zákazník bude obslouºen v dob¥ krat²í neº 30 s?

�e²ení:

Pr·m¥rná doba £ekání je st°ední hodnota, tedy δ = 50.

P (X < 30) =

∫ 30

0

f(ξ)dξ = F (30) = 1− e−
1
50

30 = 0.45.

4 Vektorová náhodná veli£ina

4.1 Náhodný vektor

V komentá°i k de�nici náhodné veli£iny jsme uvedli, ºe náhodnou veli£inu lze chápat jako
ekvivalent náhodného pokusu. Z pokusu dostáváme výsledky, z náhodné veli£iny generujeme
£ísla, která jsou výsledk·m p°i°azena. Tato p°edstava v²ak odpovídá jen v p°ípad¥, kdy
experiment se týká jen jedné veli£iny. Nap°íklad: hod kostkou, kde sledovaná veli£ina je
po£et ok, která padla, nebo, m¥°ení intenzity dopravního proudu, kde sledovanou veli£inou
je intenzita (po£et aut, která projedou za jednotku £asu). To ale není jediný typ náhodného
pokusu. Ten se m·ºe týkat více neº jedné veli£iny. Jedná se nap°íklad o pokus hod dv¥ma
kostkami, kde první veli£ina je po£et ok na první kostce a druhá veli£ina jsou oka na druhé
kostce. Stejn¥ tak, lze uvaºovat experiment, p°i kterém m¥°íme intenzitu provozu na více
místech sledované oblasti. Kaºdé m¥°ené místo je potom spojeno s jednou veli£inou.

Obecn¥ lze tuto situaci formulovat takto. Náhodný pokus spo£ívá ve sledování ur£itého pro-
cesu. Náhodná veli£ina je pak ur£ena m¥°ícím místem na tomto procesu. Procesem m·ºe
být nap°. dopravní sí´ a náhodné veli£iny - intenzity dopravního proudu - jsou spojeny s
jednotlivými m¥°icími místy - m¥°icími detektory.

P°íklad

Uvaºujeme £ty°-ramennou k°iºovatku, kde v kaºdém rameni ve sm¥ru vjezdu je umíst¥n m¥-
°ící detektor. Na kaºdém z detektor· m¥°íme intenzitu dopravního proudu. Protoºe v²echna
m¥°ení jsou pod vlivem neur£itosti (drobné poruchy a nepravidelnosti), lze intenzity spojené s
jednotlivými detektory povaºovat za náhodné veli£iny. Konkrétní m¥°ení jsou realizace t¥chto
náhodných veli£in. Jak náhodné veli£iny, tak i jejich realizace lze uspo°ádat do vektor·.

4.1.1 Náhodný vektor

Náhodný vektor X je vektor náhodných veli£in X1, X2, · · · , Xn,

X = [X1, X2, · · · , Xn]′
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Komentá° k de�nici

Na náhodnou veli£inu je moºno pohlíºet jako na �m¥°ící místo� na procesu, který sledujeme,
který ve svém chování vykazuje neur£itost a který se snaºíme poznat. V praktickém p°ípad¥
si m·ºeme p°edstavit nap°. dopravní oblast, kterou projíºdí automobily a my sledujeme je-
jich rychlosti. Je celkem logické, ºe pokud je oblast v¥t²í, budeme se snaºit m¥°it rychlost
nejen na jednom míst¥, ale na n¥kolika místech najednou. Pracujeme tedy nejen s jednou
náhodnou veli£inou, ale s celou mnoºinou náhodných veli£in. Náhodný vektor p°edstavuje
takovou mnoºinu náhodných veli£in, kterou jsme navíc se°adili do uspo°ádaného útvaru - do
vektoru.

Poznámka

Uvaºování více náhodných veli£in ve tvaru vektoru umoºní stru£ný zápis s vyuºitím maticové
symboliky. Vektor uvaºujeme jako sloupcový kv·li p°ehlednosti dal²ích vzorc· (apostrof zna£í
transpozici).

4.2 Rozd¥lení náhodného vektoru

Rozd¥lení náhodného vektoru (podobn¥ jako tomu bylo u náhodné veli£iny - viz odstavec 2.2)
dává úplný popis náhodného vektoru v pravd¥podobnostním smyslu. Tento popis se tedy se-
stává ze speci�kace mnoºiny, ze které pocházejí hodnoty náhodného vektoru a z p°id¥lení
pravd¥podobnosti prvk·m p°íslu²ného borelovského pole, tedy systému r·zných podmnoºin
oboru hodnot náhodného vektoru. Tyto podmnoºiny jsou (podobn¥ jako pro skalární náhod-
nou veli£inu) de�novány vztahem X1 ≤ x1 ∧X2 ≤ x2 ∧ · · · ∧Xn ≤ xn.

4.3 Sdruºené, marginální a podmín¥né rozd¥lení

Sdruºené rozd¥lení

Stejn¥ jako pro náhodnou veli£inu (2), tak i pro náhodný vektor X = [X1, X2, · · · , Xn]′ je
t°eba de�novat úplný popis. P°i jeho de�nici vyjdeme z pravd¥podobnosti pr·niku jev· (1)
a pro X budeme de�novat sdruºenou distribu£ní funkci FX (x1, x2, · · · , xn) jako pravd¥po-
dobnost oblasti, na které je X1 ≤ x1 ∧X2 ≤ x2 ∧ · · · ∧Xn ≤ xn. Srovnejte s (4).

4.3.1 Sdruºená distribu£ní funkce

Pro náhodný vektor X = [X1, X2, · · · , Xn]' de�nujeme sdruºenou distribu£ní funkci jako
reálnou funkci n reálných argument· p°edpisem

FX (x1, x2, · · · , xn) = P (X1 ≤ x1 ∧X2 ≤ x2 ∧ · · · ∧Xn ≤ xn)
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Komentá° k de�nici

Sdruºená distribu£ní funkce je de�nována na borelovském poli v Rn (viz odstavec 13.1). Toto
borelovské pole je generováno útvary popsanými nerovnostmi X1 ≤ x1 ∧ X2 ≤ x2 ∧ · · · ∧
Xn ≤ xn ze kterých je moºno pomocí operací dopln¥k, sjednocení a pr·nik vytvo°it v²echny
pot°ebné podmnoºiny. V p°ípad¥ jedné náhodné veli£iny je situace popsána v odstavci 13.1,
pro dv¥ náhodné veli£iny je obecný generující prvek nazna£eny na následujícím obrázku.

X1

X2

x1

x2 [x1,x2]

X1<x1
X2<x2

-
-

Pomocí takových �roh·�, jejich dopl¬k·, sjednocení a pr·nik· lze konstruovat úse£ky, ob-
délníky, pravoúhlé mnohoúhelníky a v limitním p°echodu prakticky libovolné plo²né oblasti
a jejich sjednocení. Bohatství t¥chto útvar·, které p°edstavují obrazy jev· de�novaných na
sledovaných náhodných pokusech, nazna£uje, ºe zobrazení z mnoºiny jev· do mnoºiny t¥chto
útvar· (podobn¥ jako tomu bylo pro jednu náhodnou veli£inu) prakticky vºdy existuje.

Dvourozm¥rné rozd¥lení

Obecné n-rozm¥rné rozd¥lení nelze jednodu²e zobrazit, protoºe existuje v (n+ 1)-rozm¥rném
prostoru - kaºdá náhodná veli£ina p°edstavuje jednu dimenzi prostoru a v dimenzi n + 1
bychom zobrazovali vlastní distribu£ní funkci. Proto se budeme zabývat p°edev²ím dvouroz-
m¥rným náhodným vektorem X = [X1, X2]. Jeho distribu£ní funkce je

FX (x1, x2) = P (X1 ≤ x1, X2 ≤ x2) ,

kde £árka , p°edstavuje konjunkci ∧.
Hustotu pravd¥podobnosti pro diskrétní resp. spojitý náhodný vektor X = [X1, X2]
dostaneme analogicky podle jedné náhodné veli£iny

fX = P (X1 = x1, X2 = x2) , resp. fX (x1, x2) =
∂2FX (x1, x2)

∂x1∂x2
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nebo v integrálním tvaru

FX =
∑
t1≤x1

∑
t2≤x2

fX (t1, t2) , resp.,

FX (x1, x2) =

∫ x1

−∞

∫ x2

−∞
fX (t1, t2) dt1dt2

Pro nezávislé náhodné veli£iny platí

fX (x1, x2) = fX1 (x1) fX2 (x2) .

P°íklad

Uvaºujme náhodný pokus, p°i kterém házíme levou rukou minci a pravou rukou kostku. S
hodem mincí je spojena náhodná veli£ina X1 s hodnotami 1 (rub) a 2 (líc) a s hodem kostkou
náhodná veli£ina X2 s hodnotami 1, 2, 3, kde 1 odpovídá výsledku �padne 1�, 2 zahrnuje
výsledky �padne 2 nebo 3� a 3 reprezentuje výsledky �padne 4 nebo 5 nebo 6�. Výsledkem
pokusu je uspo°ádaná dvojice [X1, X2] . Máme ur£it distribu£ní funkci náhodného vektoru
X = [X1, X2] .

Hodnoty distribu£ní funkce FX (x1, x2) budeme po£ítat pro jednotlivé oblasti, tvo°ené body -
hodnotami náhodného vektoru X = [X1, X2] vymezené nerovnostmi X1 ≤ x1 a X2 ≤ x2. P°i
pohledu �shora� bude zkoumaná oblast [X1, X2] rozd¥lena tak, jak je ukázáno na následujícím
obrázku

X1

X2

2

3

5

6

7

1

4

1 2

1

2

3

�erné te£ky p°edstavují uspo°ádané dvojice, které tvo°í realizace náhodného vektoru X.
Jsou to body [1, 1] , [1, 2] , [1, 3] , [2, 1] , [2, 2] , [2, 3]. Pravd¥podobnosti jednotlivých bod· jsou
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dány sou£inem pravd¥podobnosti jednotlivých sloºek náhodného vektoru (sloºky jsou nezá-
vislé):

P ([1, 1]) = P ([X1 = 1 ∧X2 = 1]) = P (X1 = 1)P (X2 = 1) =
1

2
· 1

6
=

1

12
,

P ([1, 2]) =
1

6
, P ([1, 3]) =

1

4
, P ([2, 1]) =

1

12
, P ([2, 2]) =

1

6
, P ([2, 3]) =

1

4
.

Pravd¥podobnosti jednotlivých oblastí, na obrázku nazna£ených odli²ným odstínem neº je
pozadí a rozli²eny £íslem v krouºku, jsou vºdy dány sou£tem pravd¥podobností realizací,
které jsou sm¥rem vlevo a dol· od dané oblasti.

Tak pravd¥podobnost p°i°azená oblasti (1) je 0 - protoºe �vlevo a dol· nic není�.

Oblast (2) má pravd¥podobnost 1
12
, protoºe �vlevo a dol·� leºí realizace [1, 1], která má

pravd¥podobnost 1
12
.

Oblast (3) má pravd¥podobnost 1
12

+ 1
6

= 1
4
, protoºe �vlevo dole� leºí realizace [1, 1] a [1, 2] a

pravd¥podobnostmi 1
12

a 1
6
.

Dále podle stejného principu, budou pravd¥podobnosti oblastí následující

P ( (4) )→ 1

2
, P ( (5) )→ 1

6
, P ( (6) )→ 1

2
, P ( (7) )→ 1.

Celkový pohled na distribu£ní funkci je na obrázku

X1

X2

1 2

1

2

3

P°íklad

Uvaºujme dv¥ náhodné veli£iny X1 a X2 tvo°ící náhodný vektor X = [X1, X2]. První má
hodnoty rovnom¥rn¥ rozd¥leny na intervalu (a, b), druhá také rovnom¥rn¥, ale na intervalu
(c, d) . Ob¥ náhodné veli£iny jsou nezávislé. Máme ur£it distribu£ní funkci FX (x1, x2) .

Zadání je gra�cky znázorn¥no na následujícím obrázku
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a b

c

d

1

2

3

4

5

X1

X2

Op¥t dostáváme oblasti, na kterých se p°edpis pro distribu£ní funkci bude li²it. Tak na oblasti
(1) bude distribu£ní funkce nulová, protoºe v²echny její body [x1, x2] mají �vlevo a dole� (tj.
pro dvojice [X1,X2] , pro které platí X1 ≤ x1 ∧X2 ≤ x2) oblasti s nulovou pravd¥podobností
- X1 ≤ a a X2 ≤ c mají nulovou pravd¥podobnost.

Dále se podíváme na oblast (2). Tady má nenulovou pravd¥podobnost jak náhodná veli£ina
X1, tak i X2. Díka rovnom¥rnému rozd¥lení pravd¥podobnosti obou náhodných veli£in m·-
ºeme °íci, ºe £ím postoupíme více doprava a nahoru, tím bude pravd¥podobnost oblasti �vlevo
a dole� v¥t²í. Konkrétn¥, ozna£íme-li aktuální bod x = [x1, x2], bude platit

FX (x1, x2) = P (X1 ≤ x1 ∧ X ≤ x2) =
x1 − a
b− a ·

x2 − c
d− c .

Budeme-li postupovat nahoru, narazíme na oblast (3). Tady se jiº dostáváme za pravou mez
náhodné veli£iny X2 a pravd¥podobnost oblasti dole bude jedna. Pro distribu£ní funkci tedy
platí

FX (x1, x2) =
x1 − a
b− a .

Obdobn¥ to bude na oblasti (4)

FX (x1, x2) =
x2 − c
d− c .

Oblast (5) je jiº za horními hranicemi obou náhodných veli£in, a tedy celková pravd¥podob-
nost �vlevo a dole� musí být F (x1, x2) = 1.

Dostáváme tedy distribu£ní funkci ve tvaru
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FX (x1, x2) =



0 pro x1 ≤ a ∧ x2 ≤ c
x1−a
b−a · x2−cd−c pro x1 ∈ (a, b) ∧ x2 ∈ (c, d)
x1−a
b−a pro x1 ∈ (a, b) ∧ x2 ≥ d
x2−c
d−c pro x1 ≥ b ∧ x2 ∈ (c, d)

1 pro x1 ≥ b ∧ x2 ≥ d

Výsledek je schematicky zachycen na dal²ím obrázku

X1

X2

a b

c

d

P°íklady

1. Hod dv¥ma mincemi, kde R→ 0 a L→ 1 a mince rozli²ujeme. Potom

Ω = {[0; 0] , [0; 1] , [1; 0] , [1, 1]}

A = {∅, {[0; 0]} , {[0; 1]} , {[1; 0]} , {[1, 1]} ,
{[0; 0] , [0; 1]} , {[0; 0] , [1; 0]} , {[0; 0] , [1; 1]} , {[0; 1] , [1; 0]} , {[0; 1] , [1; 1]} , {[1; 0] , [1; 1]} ,
{[0; 0] , [0; 1] , [1; 0]} , {[0; 0] , [0; 1] , [1; 1]} , {[0; 0] , [1; 0] , [1; 1]} , {[0; 1] , [1; 0] , [1; 1]} ,Ω}

P : [0; 0]→ 1

4
, [0; 1]→ 1

4
, [1; 0]→ 1

4
, [1; 1]→ 1

4
.

2. Na t°ech vybraných místech v Praze sledujeme stupe¬ dopravy s = 1 - malá zát¥º, 2 -
velká zát¥º. Sledovaná datová poloºka (data item) je x = [s1, s2, s3]′ . Zm¥°ený vektor
dat povaºujeme za realizaci náhodného vektoru X = [S1, S2, S3]′. Ur£ete pr., ºe stupn¥
budou tak a tak a tak..
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3. Sledujeme provoz na vybrané °ízené k°iºovatce. V kaºdém rameni k°iºovatky je umís-
t¥na kamera, která poskytuje aktuální obraz provozu v k°iºovatce a tak umoº¬uje m¥°it
délky kolon. Navíc máme k dispozici °ídící plány ze SSZ. Data snímáme v diskrétních
okamºicích t jako 5ti rozm¥rný vektor - x = [q1, q2, q3, q4, z, t]

′ , kde ... Protoºe nam¥-
°ená data nejsou vºdy stejná, povaºujeme je za realizace vektorové náhodné veli£iny
X = [Q1, Q2, Q3, Q4, Z, T ]′ , která p°edstavuje sledovaná data na k°iºovatce.
Pr., ºe kolony budou tak a tak a zelená bude tak a £as bude tak, ale nevíme, kdy to
bylo zm¥°eno.

Marginální rozd¥lení

Uvaºujme následující pokus: Na n místech dopravní sít¥ m¥°íme rychlosti projíºd¥jících au-
tomobil·. Takový pokus je spojen s n-rozm¥rným náhodným vektorem jehoº sloºky jsou ná-
hodné veli£iny odpovídající jednotlivým m¥°eným míst·m. Tento náhodný vektor je popsán
sdruºenou hustotou pravd¥podobnosti a tato hustota obsahuje ve²kerou pravd¥podobnostní
informaci jak o jednotlivých náhodných veli£inách nebo jejich skupinách, tak i o vztazích
mezi nimi.

Nejd°íve se budeme zabývat otázkou, jak se lze s pomocí sdruºené hustoty pravd¥podobnosti
dostat k popisu jednotlivých náhodných veli£in a k popisu jejich r·zných skupin. Odpov¥¤
na tuto otázku dává de�nice marginální hustoty pravd¥podobnosti.

4.3.2 Marginální hustota pravd¥podobnosti

Uvaºujme náhodný vektor X = [X1, X2, · · · , Xn]′ a celé £íslo 0 < k < n. Z index· 1, 2, · · · , n
vybereme k-prvkovou podmnoºinu i1, i2, · · · , ik. Zbylé indexy budou ik+1, ik+2, · · · , in. Mar-
ginální hustotu pravd¥podobnosti de�nujeme vztahem

fXi1,Xi2 ,··· ,Xik (xi1,xi2 , · · · , xik) =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞
· · ·
∫ ∞
−∞

fX (x1, x2, · · · , xn) dxik+1
dxik+2

· · · dxin

Pro n = 2, tedy dv¥ náhodné veli£iny, je sdruºená hustota pravd¥podobnosti fX (x1, x2) a ta
má dv¥ dv¥ marginální hustoty pravd¥podobnosti

fX1 (x1) =

∫ ∞
−∞

fX (x1, x2) dx2 a fX2 (x2) =

∫ ∞
−∞

fX (x1, x2) dx1

P°íklady

1. Jaká je pr, ºe na první minci padne ...

2. Jaká je pr., ºe na prvním sledovaném míst¥ bude stupe¬ 1

3. Jaké je rozd¥lení pr. délek kolon (bez ohledu na zelené a £as) - ! zejména nezávislost na
£asu je ilustrativní pro výklad marginální hp !
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Podmín¥né rozd¥lení

Uvaºujme náhodný vektorX = [x1, x2, · · · , xn] a jeho sdruºené rozd¥lení fX (x1, x2, · · · , xn) .
Jiº jsme hovo°ili o situaci, kdy nás zajímá jen ur£itá podmnoºina náhodných veli£in, je-
jíº indexy jsme ozna£ili i1, i2, · · · , ik. Nyní se zabýváme situací, kdy pro vybrané veli£iny
[xi1 , xi2 , · · · , xik ] jsme n¥jakým zp·sobem zjistili jejich skute£né realizace a s touto znalostí
hledáme pravd¥podobnosti ostatních, tj. rozd¥lení vektoru

[
xik+1

, xik+2
, · · · , xin

]
. O tomto

rozd¥lení mluvíme jako o podmín¥ném rozd¥lení a zna£íme jej takto

fXik+1
,Xik+2

,··· , Xin |Xi1 ,Xi2 ,··· , Xik

(
xik+1

, xik+2
, · · · , xin|xi1 , xi2 , · · · , xik

)
.

Jeho výpo£et ur£uje následující de�nice

4.3.3 Podmín¥ná hustota pravd¥podobnosti

Uvaºujme náhodný vektor X = [X1, X2, · · · , Xn]′ a celé £íslo 0 < k < n. Z index· 1, 2, · · · , n
vybereme k-prvkovou podmnoºinu i1, i2, · · · , ik. Zbylé indexy budou ik+1, ik+2, · · · , in. Pod-
mín¥nou hustotu pravd¥podobnosti, p°i znalosti realizací vektoru [xi1 , xi2 , · · · , xik ] , de�nu-
jeme vztahem

fXik+1
,Xik+2

,··· , Xin |Xik+1ik+1i1,
Xi2 ,··· ,Xik

(
xik+1

, xik+2
, · · · , xin

)
=

=
fX (x1, x2, · · · , xn)

fXik+1
,Xik+2

,··· , Xin |Xi1 ,Xi2 ,··· , Xik

(
xik+1

, xik+2
, · · · , xin|xi1 , xi2 , · · · , xik

)
.

Pro n = 2, tedy dv¥ náhodné veli£iny, je podmín¥ná hustota pravd¥podobnosti fX1|X2 (x1|x2)
de�nována takto

fX1|X2 (x1|x2) =
fX (x1, x2)

fX2 (x2)
. (8)

Opa£ná podmín¥ná hustota pravd¥podobnosti, tedy p°i znalosti realizace náhodné veli£iny
X1 je

fX2|X1 (x2|x1) =
fX (x1, x2)

fX1 (x1)
. (9)

Poznámka

Podmín¥ná hustota pravd¥podobnosti náhodné veli£iny X1 za podmínky znalosti realizace ná-
hodné veli£iny X2 (viz první ze dvou p°edchozích vztah·) je funkcí x1 - x2 je známo a vystupuje
tedy jako konstanta. Z uvedené de�nice plyne, ºe tvar podmín¥né hustoty pravd¥podobnosti
je dán tvarem hustoty sdruºené. Podmín¥ná pravd¥podobnost je ale de�nována jen na £ásti
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celého základního prostoru, a to na £ásti, vymezené podmínkou. Kdybychom tedy ponechali
podmín¥nou hustotu p°esn¥ stejnou jako sdruºenou (na podmnoºin¥ vymezené podmínkou) ne-
byla by spln¥na podmínka jednotkového integrálu. Proto je t°eba sdruºenou hustotu normovat.
To je dáno jmenovatelem de�ni£ního vztahu, konkrétn¥ hodnotou fX2 (x2) .

To, co jsme práv¥ popsali budeme ilustrovat na p°íklad¥: Uvaºujme pokus �hod kostkou� a s
ním svázanou náhodnou veli£inu X. Na tomto pokusu de�nujeme dva jevy. První X1 �padne
men²í neº ²est�, tj. {1, 2, 3, 4, 5} a druhý X2 �padne sudé £íslo�, tj. {2, 4, 6}. V nepodmín¥ném
p°ípad¥ je P (X1) = 1

6
, P (X2) = 1

2
a pravd¥podobnost kteréhokoli jednotlivého £ísla 1 · · · 6

je 1
6
. Za podmínky X2 - padlo sudé, je omezený základní prostor roven {2, 4, 6} a tedy

kdybychom ponechali kaºdému £íslu pravd¥podobnost 1
6
, byla by pravd¥podobnost celého

základního prostoru rovna 1
2
. Tvar sdruºené hustoty (tj. rovnom¥rnost) ponecháme a hodnoty

p°eformujeme tak, ºe kaºdá hodnota bude mít pravd¥podobnost 1
3

= 2× 1
6
. Normovací faktor

je tedy 2, coº je práv¥ 1
f(X2)

= 1
1
2

= 2, kde symbol f (X2) zna£í P ({2, 4, 6}) v p·vodním
pravd¥podobnostním prostoru.

P°íklady

1. Jaka je pr. sudého sou£tu, kdyº na první minci nepadl R?

2. Jaká je pr., ºe na prvním sledovaném míst¥ bude stupe¬ 1, jestliºe druhé dva stupn¥
byly 1 a 2.

3. Jaká je pr. délek kolon, kdyº víme kdy bude m¥°eno a za jakého signálu SSZ.

�et¥zové pravidlo

Z de�nice podmín¥né pravd¥podobnosti plyne

fX (x1, x2) = fX2|X1 (x2|x1) fX1 (x1)

Tento vztah má velice hezkou interpretaci. �íká, ºe pravd¥podobnost, ºe jevy x1 a x2 nasta-
nou sou£asn¥ (levá strana), lze rozloºit na dv¥ £ásti - první je pravd¥podobnost jevu x2 za
p°edpokladu, ºe nastal jev x1 a druhá vyjad°uje pravd¥podobnost toho, ºe zkute£n¥ jev x1

nastal.

Obecný tvar °et¥zového pravidla je

fX (x1, · · · , xn) = f
(
xin|xi1 , · · ·xin−1

)
f
(
xin−1|xi1 , · · ·xin−2

)
· · · f (xi2|xi1) f (xi1)

kde jsme pro p°ehlednost vynechali indexy u f a °ídíme se zna£ením v argumentu.
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4.4 Ilustrace pro diskrétní náhodné veli£iny

Uvaºujeme m¥°enou intenzitu I s hodnotami i ∈ {0, 1} (0 znamená do 50 aut/5min, 1 ozna-
£uje nad 50 aut/5min) a pozorovaný stav dopravy S s hodnotami s ∈ {1, 2, 3} . Z dlouhodo-
bých m¥°ená jsme získali tabulku sdruºených pravd¥podobností fI,S (i, s). S£ítáním ur£íme
marginály fS (s) a fI (i)

Sdruºená hp fI,S a marginály fI a fS

i\s 1 2 3 fI (i)
0 0.18 0.15 0.14 0.47
1 0.13 0.18 0.22 0.53

fS (s) 0.31 0.33 0.36

Podmín¥né hp dostaneme podle vzorc· (8) nebo (9). Konkrétn¥ nap°.

fI|S (0|1) =
fI,S (0, 1)

fS (1)
=

0.18

0.31
= 0.58

nebo

fS|I (1|0) =
fI,S (0, 1)

fI (0)
=

0.18

0.47
= 0.38

Výsledné podmín¥né hustoty jsou v následujících tabulkách, vlevo fI|S a vpravo fS|I

fI|S (I|S = 1) fI|S (I|S = 2) fI|S (I|S = 3)
1-3 0.58 0.45 0.39 0.38 0.32 0.30 fS|I (S|I = 0)
0.42 0.55 0.61 0.25 0.34 0.41 fS|I (S|I = 1)

4.5 Ilustrace pro spojité náhodné veli£iny

Uvaºujme hustotu pravd¥podobnosti danou p°edpisem

f (x, y) = sin (x+ 2y) , pro x ∈
(

0,
π

2

)
, y ∈

(
0,
π

2

)
Marginály jsou

f (x) =

∫ π/2

0

sin (x+ 2y) dy =
| x+ 2y = z |
| 2dy = dz |
| z = x · · · x+ π |

=
1

2

∫ x+π

x

sin (z) dz =

= −1

2
[cos (z)]x+π

x = −1

2
(cos (x+ π)− cos (x)) = cos (x)
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protoºe cos (x+ π) = − cos (x).

f (y) =

∫ π/2

0

sin (x+ 2y) dx =
| x+ 2y = z |
| dx = dz |
| z = 2y · · · 2y + π

2
|

=

∫ 2y+π
2

2y

sin (z) dz =

= − [cos (z)]
2y+π

2
2y = −

(
cos
(

2y +
π

2

)
− cos (2y)

)
= cos (2y) + sin (2y)

protoºe cos
(
2y + π

2

)
= − sin (2y).

Podmín¥né hustoty pravd¥podobnosti jsou

f (x|y) =
sin (x+ 2y)

cos (2y) + sin (2y)

f (y|x) =
sin (x+ 2y)

cos (x)

Náhodné veli£iny X a Y nejsou nezávislé, protoºe f (x, y) 6= f (x) f (y)!

4.6 Dvourozm¥rné rovnom¥rné rozd¥lení

Uvaºujeme náhodnou veli£inu X = [X1, X2]′ a její hustotu pravd¥podobnosti

f (x1, x) = k

pro x1 ∈ (a, b) a x2 ∈ (c, d) (viz obrázek)

Chceme ur£it konstantu k, distribu£ní funkci FX1,X2 , st°ední hodnotu E [X] a kovarian£ní
matici C [X].
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Konstanta k

Ur£íme z podmínky, ºe integrál p°es (a, b)x (c, d) je roven jedné.∫ b

a

∫ d

c

k dx1dx2 = (b− a) (d− c) → k =
1

(b− a) (d− c)

Distribu£ní funkce FX1,X2

Ze vztahu mezi hp a DF

FX1,X2 (x1, x2) =

∫ x1

a

∫ x2

c

f(u, v) dudv

Po£ítáme postupn¥:

1. Pro x < a nebo x2 < c je FX1,X2 (x, y) = 0.

2. Pro x ∈ (a, b) a y ∈ (c, d) je

FX1,X2 (x, y) =

∫ x

a

∫ y

c

1

(b− a) (d− c)dvdu =
1

(b− a) (d− c)

∫ x

a

[v]yc du =

=
y − c

(b− a) (d− c) [u]xa =
(x− a) (y − c)
(b− a) (d− c)

3. Pro x ∈ (a, b) a y > d je FX1,X2 (x, y) stejná, jako pro x ∈ (a, b) a y = d

FX1,X2 (x, y) = FX1,X2 (x, d) =
x− a
b− a

4. Pro x > b a y ∈ (c, d) je podobn¥

FX1,X2 (x, y) = FX1,X2 (b, y) =
y − c
d− c

5. Pro x > b a y > d je FX1,X2 (x, y) = 1.

Nakreslit !!
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St°ední hodnota E[X] a E[Y]

Podle de�nice je
E [X] = [E [X1] , E [X2] , · · · , E [Xn]]′

Odvození:

E [X] =

∫ ∫
· · ·
∫
X∗

[x1, x2, · · · , xn]′ f (x1, x2, · · · , xn) dx1dx, 2, · · · , dxn =

=

∫ ∫
· · ·
∫
X∗

[x1f (· · · ) , x2f (· · · ) , · · · , xnf (· · · )]′ 1, dx2, · · · , dxn =[∫
X∗1

x1f (x1) dx1, · · ·
∫
X∗n

xnf (xn) dxn

]′
= [E [X1] , E [X2] , · · · , E [Xn]]′

Marginála

fX1 (x1) =

∫ d

c

1

(b− a) (d− c)dy =
1

b− a, f (y) =
1

d− c.

St°ední hodnota

E [X1] =

∫ b

a

x1
1

b− adx1 =
1

b− a
1

2

[
x2

1

]b
a

=
a+ b

2

Podobn¥ pro x2. · · ·
Rozptyl

D [X1] = E
[
X2

1

]
− E [X1]2 =

∫ b

a

x2
1

1

(b− a)
dx1 −

(
a+ b

2

)2

=
(a− b)2

12

4.7 Dvourozm¥rné normální rozd¥lení.

z webu (otá£ení)

Uvaºujeme náhodný vektor X = [X1, X2]′, který je normáln¥ rozloºen se st°ední hodnotou
µ = [µ1, µ2]′ a kovarian£ní maticí

R =

[
σ2

1 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ2
2

]
,

kde ρ je korela£ní koe�cient ρ = C(X1,X2)√
D(X1)D(X2)

. Ur£ete podmín¥né a marginální rozd¥lení.
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Sdruºená hp

Pro x = [x1, x2]′ je sdruºená hustota pravd¥podobnosti

f (x) =
1

2π
√
| R |

exp

{
−1

2
(x− µ)′R−1 (x− µ)

}
.

Determinant kovarian£ní matice R je

|R| = σ2
1σ

2
2

(
1− ρ2

)
a inverze kovarian£ní matice je

R−1 =

[
σ2

1 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ2
2

]−1

=
1

σ2
1σ

2
2 (1− ρ2)

[
σ2

2 −ρσ1σ2

−ρσ1σ2 σ2
1

]
Upravíme kvadratickou formu v exponentu hustoty pravd¥podobnosti

[
x1 − µ1

x2 − µ2

]′ [
σ2

1 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ2
2

]−1 [
x1 − µ1

x2 − µ2

]
=

= − 1

2 (1− ρ2)

[
(x1 − µ1)2

σ2
1

− 2ρ
(x1 − µ1) (x2 − µ2)

σ1σ2

+
(x2 − µ2)2

σ2
2

]
= ∗

substituce: ξ1 = x1 − µ1, ξ2 = x2 − µ2

∗ = − 1

2 (1− ρ2)σ2
1σ

2
2

[
σ2

2ξ
2
1 − 2ρσ1σ2ξ1ξ2 + σ2

1ξ
2
2

]
=

= − 1

2 (1− ρ2)σ2
1σ

2
2

[
σ2

2

{
ξ2

1 − 2ρ
σ1

σ2

ξ1ξ2 +
σ2

1

σ2
2

ξ2
2

}]
=

= − 1

2 (1− ρ2)σ2
1σ

2
2

[
σ2

2

{
ξ2

1 − 2ρ
σ1

σ2

ξ1ξ2 +

(
ρ
σ1

σ2

ξ2

)2

−
(
ρ
σ1

σ2

ξ2

)2

+
σ2

1

σ2
2

ξ2
2

}]
=

− 1

2 (1− ρ2)σ2
1σ

2
2

[
σ2

2

(
ξ1 − ρ

σ1

σ2

ξ2

)2

+
(
1− ρ2

)
σ2

1ξ
2
2

]
=

= −1

2

{
1

(1− ρ2)σ2
1

(
x1 −

[
µ1 + ρ

σ1

σ2

(x2 − µ2)

])2

+
1

σ2
2

(x2 − µ2)2

}
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Podmín¥ná hp

fX1|X2 (x1|x2) =
1√

2π (1− ρ2)σ2
1

exp

{
−1

2

1

(1− ρ2)σ2
1

[
x1 −

{
µ1 + ρ

σ1

σ2

(x2 − µ2)

}]}
a tedy st°ední hodnota je µ1 + ρσ1

σ2
(x2 − µ2) a rozptyl (1− ρ2)σ2

1.

Marginální hp

fX2 (x2) =
1√

2πσ2
2

exp

{
−1

2

1

σ2
2

(x2 − µ2)2

}
odkud st°ední hodnota je µ2 a rozptyl je σ2

2.

Poznámka

Úpravy (dopln¥ní na £tverec), které jsme provád¥li jsou velice d·leºitou výpo£etní technikou
p°i práci s normálním rozd¥lením. · · · N hp nemá primitivní funkci, proto integrál p°i výpo£tu
marginály se d¥lá rozkladem na podm. a marg. Tím se vlastn¥ získá integrál.

4.8 Charakteristiky náhodného vektoru

4.8.1 Kovariance

C [X1, X2] =

∫
X∗1

∫
X∗2

(x1 − µ1) (x2 − µ2) f (x1, x2) dx1dx2

kde µi = E [Xi] , i = 1, 2.

Popsat význam: 0 nekorelované, +velká pozitivn¥ a -velká negativn¥ korelované.

Srovnat: nekorelovanost a nezávislost.

4.8.2 St°ední hodnota a kovarian£ní matice.

E [X] =


E [X1]
E [X2]
· · ·

E [Xn]

 , C [X] =


D [X1] C [X1, X2] · · · C [X1, Xn]

C [X2, X1] D [X2] · · · C [X2, Xn]
· · · · · · · · · · · ·

C [Xn, X1] C [Xn, X2] · · · D [Xn]


Pr·m¥rná délka první kolony; pr·m. délka 1. kolony za poledne, pr·m. délka 1 kolony p°i
krátké zelené, pr·m. délka 1 kolony p°i p°i dlouhých sousedních kolonách !!! � pokaºdé jiný
pr·m¥r (podmín¥ný)
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4.8.3 Momenty

k−tý centrální moment k−tý obecný moment

µk =

∫
X∗

(x− µ)k f (x) dx µ
′

k =

∫
X∗
xkf (x) dx

a analogicky vzájemné momenty a momenty pro náhodné vektory.

4.8.4 Kvantily a kritické hodnoty

kvantil ζα kritická hodnota zα∫ ζα

−∞
f (x) dx = α

∫ ∞
zα

f (x) dx = α

4.9 P°íklady

P°íklad 1

f(x1, x2) =
1

15
(x1 + x2 + 1) pro x1 = 0, 1, 2; x2 = 0, 1

�e²ení:

Marginální hustoty:

f(x1, x2) x2 = 0 x2 = 1 f(x1)
x1 = 0 1

15
2
15

1
5

x2 = 1 2
15

3
15

1
3

x3 = 2 3
15

4
15

7
15

f(x2) 2
5

3
5

1

St°ední hodnota:

E(x1) = 0 · 1

5
+ 1 · 1

3
+ 2 · 7

15
=

19

15
= 1

4

5

E(x2) = 0 · 2

5
+ 1 · 3

5
=

3

5

Rozptyl:

D(x1) = (0− 19

15
)2 1

5
+ (1− 19

15
)2 1

3
+ (2− 19

15
)2 7

15
=

134

225

D(x2) = (0− 3

5
)2 2

5
+ (1− 3

5
)2 3

5
=

24

125
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Kovariance:

cov(x1, x2) = (0− 19

15
)(0− 3

5
)

1

15
+ (0− 19

15
)(1− 3

5
)

2

15
+

+ (1− 19

15
)(0− 3

5
)

2

15
+ (1− 19

15
)(1− 3

5
)

3

15
+

+ (2− 19

15
)(0− 3

5
)

3

15
+ (2− 19

15
)(1− 3

5
)

4

15
= − 2

75

Kovarian£ní matice:

C =

[ 134
225

− 2
75

− 2
75

24
125

]

P°íklad 2

f(x1, x2) = 4x1x2 pro x1, x2 ∈ (0, 1)

�e²ení:

Marginální hustoty:

f(x1) =

∫ 1

0

4x1x2dx2 =
[
2x1x

2
2

]1
0

= 2x1

f(x2) = 2x2

St°ední hodnota:

E(x1) =

∫ 1

0

x12x1dx1 =

[
2

3
x3

1

]1

0

=
2

3

E(x2) =
2

3

Rozptyl:

D(x1) =

∫ 1

0

(x1 −
2

3
)22x1dx1 = 2

[
1

4
x4

1 −
4

9
x3

1 +
2

9
x2

1

]1

0

=
1

18

D(x2) =
1

18

Kovariance:

cov(x1, x2) =

∫ 1

0

∫ 1

0

(x1 −
2

3
)(x2 −

2

3
)4x1x2dx1x2 = 0

Kovarian£ní matice:

C =

[ 1
18

0

0 1
18

]
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P°íklad 3

f(x1, x2) = x1 + x2 pro x1, x2 ∈ (0, 1)

�e²ení:

Marginální hustoty:

f(x1) =

∫ 1

0

(x1 + x2)dx2 =

[
x1x2 +

1

2
x2

2

]1

0

= x1 +
1

2

f(x2) = x2 +
1

2

St°ední hodnota:

E(x1) =

∫ 1

0

x1(x1 +
1

2
)dx1 =

[
1

3
x3

1 +
1

4
x2

1

]1

0

=
7

12

E(x2) =
7

12

Rozptyl:

D(x1) =

∫ 1

0

(x1 −
7

12
)2(x1 +

1

2
)dx1 =

[
1

4
x4

1 −
2

9
x3

1 −
35

288
x2

1 +
49

288
x1

]1

0

=
3

16

D(x2) =
3

16

Kovariance:

cov(x1, x2) =

∫ 1

0

∫ 1

0

(x1 −
7

12
)(x2 −

7

12
)(x1 + x2)dx1dx2 =

=

∫ 1

0

(x1 −
7

12
)

[
1

3
x3

2 +
1

2
x2

2

(
x1 −

7

12

)
− 7

12
x1x2

]1

0

dx1 =

=

[
− 1

36
x3

1 +
13

288
x2

1 −
7

288
x1

]1

0

= − 1

144

Kovarian£ní matice:

C =

[ 3
16
− 1

144

− 1
144

3
16

]

P°íklad 4

f(x1, x2) = e−x1−x2 pro x1, x2 ∈ (0,∞)

�e²ení:
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Marginální hustoty:

f(x1) =

∫ ∞
0

e−x1−x2dx2 = e−x1
[
−e−x2

]∞
0

= e−x1

f(x2) = e−x2

St°ední hodnota:

E(x1) =

∫ ∞
0

x1e
−x1dx1 =

u = x1 u′ = 1
v′ = e−x1 v = −e−x1 =

[
−x1e

−x1
]∞

0
+

∫ ∞
0

e−x1dx1 =

=
[
−e−x1

]∞
0

= 1

E(x2) = 1

Rozptyl:

D(x1) =

∫ ∞
0

(x1 − 1)2e−x1dx1 =

∫ ∞
0

x2
1e
−x1dx1 − 2

∫ ∞
0

x1e
−x1dx1 +

∫ ∞
0

e−x1dx1 =

=

∫ ∞
0

x2
1e
−x1dx1 − 1 =

u = x2
1 u′ = 2x1

v′ = e−x1 v = −e−x1

=
[
−x2

1e
−x1
]∞

0
+ 2

∫ ∞
0

x1e
−x1dx1 − 1 = 1

D(x2) = 1

Kovariance:

cov(x1, x2) =

∫ ∞
0

∫ ∞
0

(x1 − 1)(x2 − 1)e−x1−x2dx1dx2 =

=

∫ ∞
0

(x1 − 1)e−x1dx1

∫ ∞
0

(x2 − 1)e−x2dx2 =

=

(∫ ∞
0

xe−xdx−
∫ ∞

0

e−xdx

)2

= 0

Kovarian£ní matice:

C =

[
1 0

0 1

]

P°íklad 5

f(x1, x2) = (a− 1)(a− 2)(1 + x1 + x2)−a pro x1, x2 ∈ (0,∞), a > 4

�e²ení:
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Marginální hustoty:

f(x1) =

∫ ∞
0

(a− 1)(a− 2)(1 + x1 + x2)−adx2 = (a− 1)(a− 2)

[
1

1− a(1 + x1 + x2)1−a
]∞

0

=

= (a− 1)(a− 2)
1

a− 1
(1 + x1)1−a = (a− 2)(1 + x1)1−a

f(x2) = (a− 2)(1 + x2)1−a

St°ední hodnota:
E [X1] =

∫ ∞
0

x1(a− 2)(1 + x1)1−adx1 =

=

[
u = x1, v′ = (1 + x1)1−a

u′ = 1, v = 1
2−a (1 + x1)2−a

]
=

1

(a− 3)

Rozptyl:

D [X1] =

∫ ∞
0

x2
1(a− 2)(1 + x1)1−adx1 −

1

(a− 3)2 =

=

[
u = x2, v′ = (1 + x)1−a

u′ = 2x, 1
2−a (1 + x)2−a

]
= · · · =

[
u = x, v′ = (1 + x)2−a

u′ = 1, v = 1
3−a (1 + x)3−a

]
=

2

(a− 3) (a− 4)

Kovariance:
C [X1, X2] =

1

(a− 3) (a− 4)

Kovarian£ní matice:

C =
1

(a− 3) (a− 4)

[
2 1
1 2

]
.

4.10 Transformace hustoty pravd¥podobnosti

Hovo°íme-li o transformaci náhodné veli£iny, pak máme na mysli situaci, kdy zdrojem ne-
ur£itosti je ur£itá náhodná veli£ina, my se ale zajímáme o jinou náhodnou veli£inu, která
je deterministickou funkcí p·vodní veli£iny. Nap°íklad, na váze váºíme náhodn¥ r·zn¥ t¥ºké
p°edm¥ty. Váha je ²patn¥ postavena a proto váºí o 5 gram· mén¥. Ozna£íme-li x naváºenou
hodnotu (v kg), pak správná hodnota y (v kg) bude

y = x+ 0.005 (10)

Pokud budeme naváºené hodnoty povaºovat za realizace náhodné veli£iny X, pak Y bude
rovn¥º náhodná veli£ina, de�novaná vztahem (10) jako funkce návodné veli£iny X.

Nej£ast¥ji pouºívaným popisem náhodné veli£iny je hustota pravd¥podobnosti. Budeme proto
hledat hustotu transformované náhodné veli£iny vyjád°enou pomocí hustota p·vodní ná-
hodné veli£iny.
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Transformace pomocí rostoucí funkce

Je dána rostoucí funkce y = h (x) , která de�nuje transformaci Y = h (X) . P°edpokládáme,
ºe známe distribu£ní funkci FX (x) p·vodní náhodné veli£iny X a hledáme distribu£ní funkci
FY (y) transformované náhodné veli£iny Y .

Platí
FY (y) = P (Y ≤ y) = P (h (X) ≤ y) = P

(
X ≤ h−1 (y)

)
= FX

(
h−1 (y)

)
. (11)

Poznámka

Pro klesající transforma£ní funkci platí FY (y) = 1− FX (h−1 (y)). Dokaºte!
Návod: pro klesající transforma£ní funkci se obrací nerovnost, tj. je-li Y < y, pak X ≥
h−1 (y). Potom sta£í uº jenom si uv¥domit, jaká je pravd¥podobnost dopl¬kového jevu.

Transformace pomocí monotónní funkce

Op¥t sledujeme postup pouºitý v (11). V p°ípad¥, ºe transforma£ní funkce je klesající, bude
dFY
dy

= −fX (h−1 (y)) dh−1(y)
dy

, ale vzhledem k tomu, ºe h je klesající, bude také její inverze
klesající a tedy její derivace záporná. Formáln¥ m·ºeme proto odstranit znaménko minus a
také minus z derivace (pomocí absolutní hodnoty). Dva minusy v sou£inu dají plus a výraz
se tak nezm¥ní. Odvození je následující

fY (y) =
d

dy
FY (y) =

d

dx
FX
(
h−1 (y)

)
|dh

−1 (y)

dy
| = fX

(
h−1 (y)

)
|dh

−1 (y)

dy
|

Regulární transformace náhodného vektoru

Postup, uvedený v p°edchozím odstavci, m·ºeme aplikovat i na n-rozm¥rný náhodný vektor v
p°ípad¥, ºe transformujeme na nový vektor stejné dimenze. Transformace tedy probíhá podle
soustavy n funkcí n prom¥nných

y1 = h1 (x1, x2 · · ·xn)

y2 = h2 (x1, x2 · · ·xn)

· · ·
yn = hn (x1, x2 · · ·xn)

Inverzní funkce ozna£íme x1 = h−1
1 (y) , · · ·h−1

n (y) , tj. x = h−1 (y) a determinant jejích
parciálních derivací
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J =


∂h−1

1

∂y1

∂h−1
1

∂y2
· · · ∂h−1

1

∂yn
∂h−1

2

∂y1

∂h−1
2

∂y2
· · · ∂h−1

2

∂yn

· · · · · · · · · · · ·
∂h−1

n

∂y1

∂h−1
n

∂y2
· · · ∂h−1

n

∂yn


Determinant z matice J , který ozna£íme |J | se nazývá Jakobián.

Transforma£ní vztah má potom tvar

fY (y) = fX
(
h−1 (y)

)
|J |

P°íklady

1. Transformace normování N (0, 1)→ N (µ, σ2)

f (x) = N (0, 1) =
1√
2π

e−
1
2
x2 , Y = σX + µ, X =

Y − µ
σ

dx

dy
=

1

σ
> 0

f (x) =
1√
2π

e−
1
2(Y−µσ )

2 1

σ
= N

(
µ, σ2

)
2. Transformace Y = X1 +X2

FY (y) = P (Y ≤ y) =

∫ ∫
x1+x2≤y fX (x1, x2) dx1dx2 =

∫ ∞
−∞

∫ y−x2

−∞
fX (x1, x2) dx1dx2

fY (y) =
dFY (y)

dy
=

∫ ∞
−∞

f (y − x2, x2) dx2.

Dopo£ítat pro fX rovnom¥rné na £tverci µ1 ± h × µ2 ± h nebo
exponenciální f (x1, x2) ∝ e−a1x1−a2x2 pro x1, x2 > 0.

3. P°íklad 3. Transformace 2 x 2 - viz LaTex

Y1 = X1 +X2 X1 = Y1 − Y2

Y2 = X2 X2 = 2

J = det
[

1 −1
0 1

]
= 1, fY (y) = fX (x1, x2) = fX (y1 − y2, y2)

f (y1) =

∫ ∞
−∞

fY (y) dy2 =

∫ ∞
−∞

fX (y1 − y2, y2) dy2

coº odpovídá p°edchozímu výsledku.
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Dal²í p°íklady

Ur£ete distribu£ní funkci transformace Y = X1 + X2 pro nezávislé, rovnom¥rn¥ rozd¥lené
náhodné veli£iny X a X2 s hustotou pravd¥podobnosti f(x) = 1

2h
pro x ∈ µ± h.

Po£ítáme na základ¥ de�nice FY (y) =
∫
X∗
fX(x)x. , kde X∗ je oblast integrace daná podmín-

kou h(x) ≤ y, tj. x1 + x2 ≤ y. P°itom obory integrace pro x jsou x1 ∈ (µ1 − h, µ1 + h) a
x2 ∈ (µ2 − h, µ2 + h). Oblast integrace tedy bude podle obrázku

-

6x2

x1µ1

µ2

@
@
@
@
@

@
@

@
@
@

@
@
@

@
@

@
@
@

x2 = −x1 + y

2h

2h
x

x

x

x

x

x

x

x

x x

Hustota pravd¥podobnosti X je fX(x) = 1
4h2

, protoºe X1 X2 jsou nezávislé.

Nejprve budeme integrovat p°es dolní trojúhelník, tedy s mezemi

x1 = (µ1 − h) : (y − µ2 + h) a x2 = (µ2 − h) : (y − x1)

a tedy

FY (y) =

∫ y−µ2+h

µ1−h

∫ y−x1

µ2−h

1

4h2
dx2dx1 =

1

4h2

∫ y−µ2+h

µ1−h
(y − x1 − µ2 + h)x. 1 =

| subst. y − x1 − µ2 + h = z|

=
1

h2

∫ y−µ1−µ2+2h

0

zdz =
1

8h2
(y − µ2 − µ2 + 2h)2

pro y ∈ (µ1 + µ2 − 2h, µ1 + µ2).
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Pokra£ujeme v integraci p°es horní trojúhelník. Meze integrace jsou

x1 = (y − µ2 − h) : (µ1 + h) a x2 = (y − x1) : (µ2 + h)

Budeme po£ítat P (Y > y) a tedy bude F (y) = 1− P (Y > y).

FY (y) = 1−
∫ µ1+h

y−µ2−h

∫ µ2+h

y−x1

1

4h2
dx2dx1 =

1

4h2

∫ µ1+h

y−µ2−h
(µ2 + h− y + x1)dx1

| subst. y − x1 − µ2 + h = z|

= 1− 1

4h2

∫ µ1+µ2+2h−y

0

zdz = 1− 1

8h2
(y − µ1 − µ2 − 2h)2

pro y ∈ (µ1 + µ2, µ1 + µ2 + 2h) .

Dal²í p°íklad:

Ur£ete hustotu pravd¥podobnosti fY (y) pro funkci Y1 = X1

X1+X2
, Y2 = X1 + X2 jestliºe

fX(x1, x2) = e−x1−x2 a x1, x2 > 0.

Meze pro Y jsou y1 ∈ (0, 1) a y2 > 0.

Inverzní funkce: x1 = y1y2 a x2 = y2 − y1y2.

Jakobián

J =

∣∣∣∣∣
∂x1
∂y1

∂x1
∂y2

∂x2
∂y1

∂x2
∂y2

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ y2 y1

−y2 1− y1

∣∣∣∣∣ = y2

Hustota FY tedy bude

fY (y) = fX(y1y2, y2 − y1y2)|J | = y2e−y2 .

pro y1 ∈ (0, 1) a y2 > 0.

4.11 Operátorový po£et se st°ední hodnotou

V p°edchozích kapitolách jsme de�novali charakteristiky náhodné veli£iny a náhodného vek-
toru. Nejd·leºit¥j²í z nich, a také nejpouºívan¥j²í, jsou st°ední hodnota a rozptyl. P°ipome¬me
jejich de�nice

St°ední hodnota:
E [X] =

∫
X

xf (x) dx, (12)

Rozptyl:
D [X] = E

[
(X − E [X])2] , (13)
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kde
∫
X
·dx znamená

∫∞
−∞ ·dx pro spojitou náhodnou veli£inu a

∑
x∈X pro diskrétní náhodnou

veli£inu.

Protoºe se s t¥mito charakteristikami pom¥rn¥ £asto pracuje, vyplatí se (pro stru£nost zá-
pisu) odvodit operátorový po£et, kde pracujeme s operátory E [·] a D [·] a pouºíváme pro n¥
pravidla, odvozená na základ¥ de�nic (12) a (13). Pravidla uvádíme dále, jejich odvození je
v Dopl¬ku 13.3.

Uvaºujeme náhodné veli£iny X, Y a £ísla a, b. Potom platí

1. E [a] = a
2. E [a+X] = a+ E [X]
3. E [aX] = aE [X]
4. E [X + Y ] = E [X] + E [Y ]
5. E [aX + bY ] = aE [X] + bE [Y ] linearita
ale E [XY ] 6= E [X]E [Y ], E [X2] 6= E [X]2

6. D [a] = 0
7. D [a+X] = D [X]
8. D [aX] = a2D [X]
9. D [X + Y ] = D [X] +D [Y ] pro X, Y nezávislé !
10.D [aX + bY ] = a2D [X] + b2D [Y ] pro X, Y nezávislé !

P°íklady

Uvedeme dva p°íklady vyuºití operátorového po£tu k odvození statistických vztah·

Výpo£etní vzorec pro rozptyl

D [X] = E
[
(X − E [X])2] = E

[
X2
]
− E [X]2

Pro Xi kde E [Xi] = µ a D [Xi] = σ2, ∀i = 1 · · ·n, Xi nezávislé platí

E
[
X̄
]

= E

[
1

n

n∑
i=1

Xi

]
= µ

D
[
X̄
]

= D

[
1

n

n∑
i=1

Xi

]
=
σ2

n
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5 Náhodný výb¥r

Hlavním úkolem statistiky je rozbor dat, která vykazují náhodné kolísání. Jedná se v¥t²inou
o data m¥°ená na ur£itém procesu za ú£elem (lep²ího) poznání tohoto procesu. Nap°. m¥°íme
hustoty a intenzity dopravního proudu na n¥kolika místech ur£ité dopravní oblasti, abychom
byli schopni (lépe) °ídit dopravu v této oblasti.

5.1 Pojem náhodného výb¥ru

Zkoumaný proces chápeme jako náhodnou veli£inu s ur£itým, nám neznámým (nebo ne úpln¥
známým), rozd¥lením a m¥°ená data jako realizace této náhodné veli£iny. Pro jednoduchost a
lep²í p°edstavu se p°i výkladu omezíme na nejb¥ºn¥j²í druh procesu, který nazveme základ-
ním statistickým pokusem a který spo£ívá v dotazu vybrané jednotky z dané mnoºiny
jednotek na ur£itou v¥c. Mnoºinu v²ech odpov¥dí nazveme soubor a podmnoºinu získaných
odpov¥dí nazveme výb¥r.
Nap°íklad sledování spot°eby automobil· ur£itého typu, vyrobené v daném roce a p°i na-
jetí 5000 km. Souborem jsou spot°eby automobil· vyrobených v daném roce. Výb¥rem jsou
spot°eby sledovaných automobil·. Dotaz je symbolický název pro zm¥°ení spot°eby auto-
mobilu. Jednotka je automobil, vyrobený v daném roce (prvek souboru). Mnoºina spot°eb
v²ech automobil· z daného roku je soubor a podmnoºina spot°eb sledovaných automobil·)
je výb¥r.

Abychom získali objektivní informace o zkoumaném procesu, je t°eba, aby výb¥r dotazova-
ných jednotek byl nezávislý.
Nap°íklad zji²´ujeme-li pr·m¥rné stá°í automobil·, je nesmyslné omezit se na autobazary.

Jestliºe výb¥r, tj. sérii dotaz·, opakujeme, dostaneme jiné odpov¥di. To je dáno tím, ºe
dotazy jsou adresovány náhodn¥ a p°i dal²ím výb¥ru zahrneme jiné jednotky. Abstraktn¥
lze de�novat náhodný výb¥r jako uspo°ádanou mnoºinu (vektor) náhodných veli£in, jejíº
realizací dostaneme jednu konkrétní realizaci výb¥ru � £íselný vektor.

5.1.1 Náhodný výb¥r

Náhodný výb¥r X = [X1, X2, . . . , Xn] je vektor nezávislých a stejn¥ rozd¥lených ná-
hodných veli£in. £íslo n se nazývá rozsah výb¥ru. Vektor realizací náhodných veli£in x =
[x1, x2, . . . , xn] nazveme realizací náhodného výb¥ru.

Jedna z typických úloh statistiky je odhad st°ední hodnoty souboru, p°i£emº p°edpokládáme,
ºe typ rozd¥lení souboru je známý. Odhadujeme jeden z jeho parametr· � st°ední hodnotu.
O té vypovídají v²echna data náhodného výb¥ru. Je proto uºite£né znát rozd¥lení celého
náhodného výb¥ru.
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5.1.2 Distribu£ní funkce náhodného výb¥ru

X = [X1, X2, . . . , Xn] je náhodný výb¥r a F (xi), i = 1, 2, . . . , n je distribu£ní funkce, ur£u-
jící rozd¥lení jeho sloºek. Pak distribu£ní funkce náhodného výb¥ru H(x) je rovna sou£inu
distribu£ních funkcí jeho sloºek

H(x) = H(x1, x2, . . . , xn) = F (x1)F (x2) . . . F (xn).

Tvrzení plyne p°ímo ze skute£nosti, ºe sloºky náhodného výb¥ru jsou nezávislé a distribu£ní
funkce nezávislých náhodných veli£in je rovna sou£inu jejich distribu£ních funkcí.

5.2 Charakteristiky výb¥ru

Realizace náhodného výb¥ru je datový soubor. Ten lze popsat pomocí charakteristik popisné
statistiky. T¥mito charakteristikami lze popsat i náhodný výb¥r, s jednou d·leºitou odli²ností.
Charakteristiky datového souboru jsou konstanty (nap°. pro st°ední hodnotu platí: se£tu-li
daná £ísla odp°edu nebo odzadu, dostanu vºdy totéº). Charakteristiky náhodného výb¥ru
jsou náhodné veli£iny. Náhodnost zde vzniká vzhledem k opakovaným výb¥r·m. Provedeme-
li první výb¥r a spo£teme charakteristiku (nap°. pr·m¥r) této realizace, dostaneme £íslo.
Dal²í výb¥r poskytne novou realizaci a protoºe je náhodný, budou v ní jiná £ísla. Proto i
charakteristika (pr·m¥r) bude mít jinou hodnotu. Tedy: kaºdý výb¥r dá jinou realizaci a jinou
hodnotu charakteristiky � realizaci charakteristiky náhodného výb¥ru, která je náhodnou
veli£inou.

R·zné charakteristiky náhodného výb¥ru budou dále velmi d·leºité. Kaºdá zkoumaná vlast-
nost bude mít svou charakteristiku, které budeme °íkat statistika. Protoºe statistika je ná-
hodná, má své rozd¥lení (hustotu pravd¥podobnosti statistiky). Ta je základním nástrojem
pro ve²kerá odvození klasické statistiky.

Nejprve se podrobn¥ji podíváme na nejznám¥j²í charakteristiku výb¥rový pr·m¥r, v p°í²tí
kapitole si pak uvedeme dal²í základní charakteristiky a jejich vlastnosti.

5.2.1 Výb¥rový pr·m¥r

Pro výb¥r X = [X1, X2, . . . , Xn] ze spojité náhodné veli£iny X se st°ední hodnotou µ a
rozptylem σ2 je výb¥rový pr·m¥r de�nován vztahem

X =
1

n

n∑
i=1

Xi. (14)

Komentá° k de�nici

1. V²imn¥me si, ºe ve vzorci pro výb¥rový pr·m¥r �gurují velká písmena. Není to tedy
pr·m¥r z £ísel, ale formáln¥ zapsaný pr·m¥r z náhodných veli£in.
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5.2.2 Charakteristiky výb¥rového pr·m¥ru

Pro výb¥rový pr·m¥r, jako náhodnou veli£inu, uvedeme jeho st°ední hodnotu a rozptyl. Jsou
to vlastn¥ charakteristiky de�nované na charakteristice výb¥rový pr·m¥r. Tyto charakte-
ristiky se po£ítají pro v²echny moºné hodnoty výb¥rového pr·m¥ru. Závisí proto na v²ech
realizacích souboru. Jsou to tedy jiº konstanty (d·kladn¥ rozmyslet).

P°íklad

Uvaºujme soubor s hodnotami {1, 2, 3} a výb¥r z tohoto souboru o rozsahu n = 2. V²echny
moºné výb¥ry jsou uvedeny jako sloupce následující tabulky

moºné 1 1 1 2 2 2 3 3 3
výb¥ry 1 2 3 1 2 3 1 2 3

výb. pr·m¥ry 1 1.5 2 1.5 2 2.5 2 2.5 3

Jestliºe zpr·m¥rujeme v²echny výb¥rové pr·m¥ry, dostaneme st°ední hodnotu výb¥rového
pr·m¥ru. Zde je to 2.

St°ední hodnota výb¥rového pr·m¥ru X je rovna st°ední hodnot¥ souboru E[X] = µ

E[X] = E

[
1

n

n∑
i=1

Xi

]
=

1

n

n∑
i=1

E[Xi] =
1

n

n∑
i=1

µ =
1

n
nµ = µ. (15)

Rozptyl výb¥rového pr·m¥ru X je roven rozptylu souboru D[X] = σ2, d¥lenému rozsahem
výb¥ru n

s2
X

= D[X] = D

[
1

n

n∑
i=1

Xi

]
=

1

n2
D

[
n∑
i=1

Xi

]
=︸︷︷︸

nezávislost

1

n2

n∑
i=1

D[Xi] =
1

n2
nσ2 =

σ2

n
. (16)

5.2.3 Rozd¥lení výb¥rového pr·m¥ru

Pro výb¥r z náhodné veli£iny s normálním rozd¥lením N(µ, σ2), nebo pro dostate£n¥ velký
výb¥r (viz Centrální limitní v¥ta) platí

X ∼ N(E[X], D[X]) = N(µ, σ2/n)

tj, výb¥rový pr·m¥r má normální rozd¥lení se st°ední hodnotou µ a rozptylem σ2/n.
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5.2.4 Výb¥rový rozptyl

Pro výb¥r X = [X1, X2, . . . , Xn] ze spojité náhodné veli£iny X se st°ední hodnotou µ a
rozptylem σ2 je výb¥rový rozptyl de�nován vztahem

S2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −X)2. (17)

5.2.5 Výb¥rový podíl

Pro výb¥r X = [X1, X2, . . . , Xn] z alternativní náhodné veli£iny X se souborovým podílem
π je výb¥rový podíl de�nován vztahem

p =
n+

n
, (18)

kde n+ je po£et p°íznivých pokus· ve výb¥ru a n je rozsah výb¥ru.

5.3 Typy úloh s náhodným výb¥rem

Výb¥rový pr·m¥r je nejznám¥j²í, ale zdaleka ne jedinou charakteristikou výb¥ru. Nyní uve-
deme ty charakteristiky, které budeme dále nej£ast¥ji pouºívat. Mohou se týkat jednoho nebo
dvou výb¥r·.

Jeden náhodný výb¥r

Uvaºujeme výb¥r z jednoho rozd¥lení, nap°. zji²´ujeme stá°í náhodn¥ vybraných automobil·.
Budeme sledovat t°i základní charakteristiky náhodného výb¥ru: výb¥rový pr·m¥r, rozptyl
a podíl. Protoºe je výb¥r náhodný, jsou i tyto charakteristiky náhodné a kaºdá z nich má
své rozd¥lení.

5.3.1 Výb¥rový pr·m¥r p°i známém rozptylu souboru

Normovaný výb¥rový pr·m¥r z normálního rozd¥lení N(µ;σ2), nebo dostate£n¥ velký výb¥r
z libovolného rozd¥lení se st°ední hodnotou µ a rozptylem σ2 je

Z = X−µ
σ

√
n ∼ N(0, 1) (19)

a má normované normální rozd¥lení N(0; 1).
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5.3.2 Výb¥rový pr·m¥r p°i neznámém rozptylu souboru

V p°ípad¥ neznámého rozptylu souboru, ze kterého je výb¥r po°ízen, se neznámý rozptyl
odhadne pomocí výb¥rového rozptylu.

Normovaný výb¥rový pr·m¥r je de�nován

t = X−µ
S

√
n ∼ St(n− 1) (20)

a má Studentovo rozd¥lení s n− 1 stupni volnosti.

5.3.3 Výb¥rový rozptyl

Normovaný výb¥rový rozptyl je de�nován vztahem

χ2 = (n−1)S2

σ2 ∼ Chi2(n− 1) (21)

a má rozd¥lení rozd¥lení χ2 s n− 1 stupni volnosti.

5.3.4 Výb¥rový podíl

Normovaný výb¥rový podíl je

Z = p−π√
p(1−p)

√
n ∼ N(0; 1) (22)

a má p°ibliºn¥ normální normované rozd¥leníN(0; 1). To platí pro np > 5 a zárove¬ n(1−p) >
5.

Dva náhodné výb¥ry

Uvaºujeme dva výb¥ry, tj. dv¥ náhodné veli£iny, které chceme zkoumat. Nap°íklad m¥°íme
nahu²t¥ní p°edních pneumatik u náhodn¥ vybraných automobil·. Tlak v levé pneumatice je
realizací první náhodné veli£iny, tlak v pravé je realizací druhé náhodné veli£iny. Charak-
teristikami budou op¥t pr·m¥r, rozptyl a podíl a vztahují se na rozdíl obou náhodných
veli£in. P°edpokládáme, ºe rozptyl rozd¥lení není znám a je nahrazen výb¥rovým rozptylem.

Zna£íme: x1, x2 výb¥ry, n1, n2 rozsahy výb¥r·, µ1, µ2 st°ední hodnoty výb¥r· a σ2
1, σ

2
2 roz-

ptyly výb¥r·.

Rozdíl dvou výb¥rových pr·m¥r· p°i shodných rozptylech

t = X1−X2−(µ1−µ2)

SP
√

1/n1+1/n2

∼ St(n− 1) , S2
P =

(n1 − 1)S2
1 + (n2 − 1)S2

2

n1 + n2 − 2
. (23)
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a má Studentovo rozd¥lení s n− 1 stupni volnosti.

Rozdíl dvou výb¥rových pr·m¥r· p°i r·zných rozptylech

t = X1−X2−(µ1−µ2)√
S2
1/n1+S2

2/n2

∼ St(n− 1) (24)

a má Studentovo rozd¥lení s δ stupni volnosti, kde

δ =
(k1 + k2)2

k21
n1−1

+
k22

n2−1

, k1 =
s2

1

n1

, k2 =
s2

2

n2

Rozdíl dvou výb¥rových pr·m¥r· p°i párových výb¥rech

t = D−(µ1−µ2)
SD

√
n ∼ St(n− 1) , (25)

kde D = X1 −X2, D je výb¥rový pr·m¥r a SD výb¥rový rozptyl náhodného vektoru D.

Di = X1,i −X2,i; D =
1

n

n∑
i=1

Di; S2
D =

1

n− 1

n∑
i=1

(Di −D)2

Tato charakteristika má Studentovo rozd¥lení s n− 1 stupni volnosti.

P°íklad

Sledujeme nahu²t¥ní p°edních pneumatik u osobních automobil·. U kaºdého auta zm¥°íme
tlak v levé pneumatice (prvek výb¥ru 1) a v pravé pneumatice (prvek výb¥ru 2). Tedy, pro
kaºdý objekt (automobil) m¥°íme dv¥ vlastnosti (pravou a levou pneumatiku). Tak dosta-
neme párové výb¥ry.

Poznámka

Párový rozdíl výb¥rových pr·m¥r· dostaneme tak, ºe ode£teme poloºky jednotlivých výb¥r·,
tak dostaneme výb¥r D a z n¥ho sestavíme oby£ejný normovaný výb¥rový pr·m¥r (20).

Podíl dvou výb¥rových rozptyl·

F =
S2
1

S2
2
∼ F (n1 − 1, n2 − 1). (26)

Tato charakteristika má F rozd¥lení s n1 − 1 stupni volnosti pro £itatele a n2 − 1 stupni
volnosti pro jmenovatele.

Rozdíl dvou výb¥rových podíl· p1 a p2 pro dv¥ alternativní rozd¥lení s podíly π1 a π2 je

Z = p1−p2−(π1−π1)√
π1(1−π1)

n1
+
π2(1−π2)

n2

∼ N(0; 1) (27)

a má p°ibliºn¥ normální rozd¥lení N(0; 1).
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6 Bodové odhady a jejich vlastnosti

6.1 Statistika

Výb¥r po°izujeme proto, abychom se (více) dov¥d¥li o souboru, ze kterého jsme výb¥r po°ídili.
Zde se soust°edíme na situaci, kdy známe rozd¥lení souboru aº na jeden nebo více parametr·.
Nap°. víme, ºe rozd¥lení souboru je normální, ale neznáme jeho st°ední hodnotu, p°ípadn¥
i rozptyl. Z výb¥ru se snaºíme hodnoty t¥chto neznámých parametr· odhadnout. P°edpis,
pomocí kterého z výb¥ru vypo£teme hodnotu neznámého parametru se nazývá statistika.
V souladu s tím je i následující de�nice.

6.1.1 Statistika

Statistika T = T (X) je funkce výb¥ru X.

Komentá° k de�nici

1. Statistika ur£ená pro odhadování se nazývá odhadová statistika, pro testování tes-
tová statistika.

2. De�nice ne°íká nic o tom, jak statistiku volit vzhledem k jejímu cílovému vyuºití (odhad,
test). Její vhodnost £i nevhodnost budeme zkoumat pozd¥ji.

6.2 Bodový odhad parametru rozd¥lení

6.2.1 Bodový odhad

Sledujeme rozd¥lení s hustotou pravd¥podobnosti f(x; θ) s neznámým parametrem θ. Provedli
jsme realizaci náhodného výb¥ru x = (x1, x2, . . . , xn) z tohoto rozd¥lení a de�novali statistiku
T (X). Bodový odhad θ̂ parametru θ pro realizaci náhodného výb¥ru x je hodnota statistiky
T s dosazenou realizací náhodného výb¥ru x

θ̂ = T (x)

Komentá° k de�nici

1. Pro kaºdou novou realizaci výb¥ru obdrºíme jiný bodový odhad. Odtud je z°ejmé, ºe
bodový odhad nem·ºe dát úpln¥ p°esnou hodnotu parametru.

2. Vlastní volbu statistiky jsme zatím nechali stranou. Lze pro ni pouºít metodu moment·
nebo maximální v¥rohodnosti, o které se zmíníme. Statistiku je také moºno volit heu-
risticky, potom je v²ak t°eba ov¥°it její vlastnosti.
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6.2.2 P°íklad

Odhadujeme parametr st°ední hodnotu µ. Provedli jsme výb¥r

x = {x1, x2, . . . , xn} = {3, 5, 2, 4, 5}.

Protoºe víme, ºe st°ední hodnotu si lze p°ibliºn¥ p°edstavit jako pr·m¥r v²ech moºných
realizací, usoudíme, ºe jejím vhodným odhadem bude aritmetický pr·m¥r x = 1

n

∑n
i=1 xi. Po

dosazení realizace výb¥ru dostaneme x = 19/5. Vlastnosti zvolené statistiky je v²ak t°eba
ov¥°it (viz dále).

6.3 Vlastnosti bodových odhad·

Vlastnosti bodového odhadu θ̂ vypovídají o vhodnosti pouºité statistiky T k odhadu hodnoty
parametru θ. Uvedeme t°i vlastnosti: nestrannost, konzistenci a vydatnost.

6.3.1 Nestrannost

Statistika T poskytuje nestranný bodový odhad parametru θ, jestliºe její st°ední hodnota
se rovná tomuto parametru

E[T ] = θ (28)

Komentá° k de�nici

1. St°ední hodnotu E[T ] je t°eba chápat jako �pr·m¥rování� p°es v²echny moºné výb¥ry.
Jestliºe bychom cht¥li nazna£it výpo£et této st°ední hodnoty, bylo by t°eba postupovat
takto: provedeme první výb¥r, spo£teme bodový odhad, provedeme druhý výb¥r a op¥t
spo£teme bodový odhad, atd. Po provedení v²ech moºných výb¥r· ud¥láme pr·m¥r ze
v²ech jednotlivých bodových odhad·. To je hledaná st°ední hodnota.

2. Nestrannost °íká, ºe odhad je �v pr·m¥ru� (rozumíme p°es v²echny moºné výb¥ry)
p°esný.

6.3.2 P°íklad

Ov¥°íme nestrannost výb¥rového pr·m¥ru vzhledem ke st°ední hodnot¥. Máme dokázat, ºe
platí E[X] = µ. Dosadíme de�nici výb¥rového pr·m¥ru a manipulujeme s operátorem st°ední
hodnoty

E[X] = E

[
1

n

n∑
i=1

Xi

]
=

1

n

n∑
i=1

E[Xi] =
1

n

n∑
i=1

µ = µ

Vychýlení bodového odhadu B(θ) je de�nováno jako rozdíl mezi st°ední hodnotou statistiky
a odhadovaným parametrem

B(θ) = E(T )− θ (29)
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Poznámka

Z de�nice nevychýlenosti p°ímo plyne, ºe je-li statistika T pro odhad parametru θ nevychýlená,
pak vychýlení B(θ) je nulové.

6.3.3 Konzistence

Statistika T dává konzistentní bodový odhad parametru θ, jestliºe pro rostoucí rozsah
výb¥ru se hodnota statistiky (v pravd¥podobnosti) neomezen¥ blíºí skute£nému parametru

limn→∞P (|T − θ| < ε) = 1, ∀ε > 0 (30)

Komentá° k de�nici

Tato vlastnost je limitní. Lze ji sledovat jen p°i zv¥t²ujícím se rozsahu výb¥ru � nap°. zm¥-
°íme 10 hodnot, pak 100, atd.

Kriterium konzistence

Odhad je konzistentní, jestliºe je
� asymptoticky nestranný,
� jeho rozptyl jde k nule s rozsahem výb¥ru jdoucím k nekone£nu.

P°íklad

Ov¥°íme konzistenci výb¥rového pr·m¥ru vzhledem k odhadu st°ední hodnoty. Pro d·kaz
vyuºijeme �eby²evovu nerovnost, kterou zapí²eme pro výb¥rová pr·m¥r a st°ední hodnotu

P (|X − µ| < ε) > 1− σ2

nε2

Protoºe limn→∞
σ2

nε2
= 0, je odhad konzistentní.

6.3.4 Vydatnost

Pro dv¥ nestranné statistiky T a U de�nujeme jako vydatn¥j²í tu z nich, která má men²í
rozptyl

D[T ] < D[U ] =⇒ T je vydatn¥j²í neº U (31)

6.4 Konstrukce bodových odhad·

�ekli jsme co je bodový odhad a jaké u n¥ho sledujeme vlastnosti. Nyní se budeme v¥novat
otázce, jak lze takový odhad zkonstruovat. Ukáºeme dv¥ základní metody pro konstrukci
statistiky, vhodné pro odhad daného parametru.
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6.4.1 Metoda moment·

Tato metoda je velmi jednoduchá, obecn¥ v²ak nedává p°íli² kvalitní výsledky. Spo£ívá v
porovnání obecných (nebo centrálních) moment· souboru a výb¥ru. Podle toho, kolik para-
metr· odhadujeme, tolik moment· musíme porovnat. Momenty souboru po£ítáme s pomocí
hustoty pravd¥podobnosti souboru f(x, θ). Budou tedy obsahovat neznámý parametr θ. Vý-
b¥r je mnoºina zm¥°ených hodnot. Moment výb¥ru bude tedy £íslo. Porovnáním moment·
získáme rovnice kde neznámé budou odhadované parametry. Z nich odhad vypo£teme.

Budeme odhadovat neznámý parametr δ exponenciálního rozd¥lení s hustotou pravd¥podob-
nosti f(x, δ) = δ exp{−δ x}, δ > 0, x ∈ (0,∞) z výb¥ru x = [x1, x2, . . . , xn].

Protoºe odhadujeme jediný parametr, sta£í porovnat první momenty, tj. st°ední hodnotu
souboru (exponenciálního rozd¥lení) a výb¥rový pr·m¥r zm¥°eného výb¥ru.
St°ední hodnota souboru je

E[X] =

∫ ∞
0

x f(x, δ) dx =

∫ ∞
0

x δ exp{−δx}dx = 1/δ.

Výb¥rový pr·m¥r je

x =
1

n

n∑
i=1

xi = £íslo.

Porovnáním dostaneme
1

δ
= x ⇒ δ̂ =

1

x
,

kde symbolem δ̂ jsme ozna£ili bodový odhad parametru δ.

6.4.2 Metoda maximální v¥rohodnosti

Odhad pro obecné rozd¥lení

Tato metoda dává velmi kvalitní výsledky a je £asto pouºívána. Pro normální rozd¥lení sou-
boru je ekvivalentní s metodou nejmen²ích £tverc·, o které budeme mluvit v regresní analýze.
Metoda je zaloºena na minimalizaci tzv. v¥rohodnostní funkce nebo jejím logaritmu (coº
je totéº� pro£?).

V¥rohodnostní funkce

Pro rozd¥lení s hustotou pravd¥podobnosti f(x, θ) a realizaci náhodného výb¥ru x = [x1, x2, . . . , xn]
de�nujeme v¥rohodnostní funkci Ln(θ) vztahem

Ln(θ) =
n∏
i=1

f(xi, θ). (32)

Maximáln¥ v¥rohodný odhad
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Maximáln¥ v¥rohodným odhadem parametru θ rozd¥lení f(x, θ) nazveme odhad θ̂ ∈ θ∗, který
maximalizuje (logaritmus) v¥rohodnostní funkce, tj. platí

lnLn(θ̂) ≥ lnLn(θ), ∀θ ∈ θ∗ (33)

kde θ∗ ozna£uje mnoºinu v²ech p°ípustných hodnot parametru θ.

Obecný postup p°i ur£ení maximáln¥ v¥rohodného odhadu je následující:

1. Sestavíme v¥rohodnostní funkci tak, ºe násobíme hustoty pravd¥podobnosti souboru a
do kaºdé dosadíme za x jeden prvek výb¥ru xi.

2. Je-li to výhodné, v¥rohodnostní funkci logaritmujeme. Protoºe °ada rozd¥lení má hus-
totu pravd¥podobnosti ve tvaru exponenciály, bývá logaritmus uºite£ný pro zjednodu-
²ení sou£inu. Není v²ak nutný.

3. Hledáme maximum logaritmu v¥rohodnostní funkce. V jednoduchém p°ípad¥ nap°. po-
mocí derivace, ve sloºit¥j²ím p°ípad¥ numericky.

Bod, kde leºí maximum je maximáln¥ v¥rohodný odhad.

Odhad pro exponenciální t°ídu rozd¥lení

Exponenciální t°ída rozd¥lení - °ekneme, ºe hustota pravd¥podobnosti pat°í do exponenciální
t°ídy, jestliºe je moºno ji zapsat ve tvaru

f(x, θ) = exp{Q(θ)U(x) +R(θ) + V (x)}, (34)

kde Q,R jsou funkcemi jen θ (ne x) a U, V jsou funkcemi jen x (ne θ).

Alternativní rozd¥lení je z exponenciální t°ídy, nebo´ platí

f(x, π) = πx(1− π)1−x = exp{log(πx(1− π)1−x)} =

= exp{x log(π) + (1− x) log(1− π)} = exp{[log(π)− log(1− π)]x+ log(1− π)}.
Zde platí: Q = log(π)− log(1− π), U = x, R = log(1− π), V = 0.

Je-li rozd¥lení z exponenciální t°ídy, dostáváme následující jednoduché °e²ení úlohy maxi-
máln¥ v¥rohodného odhadu.

Max. v¥r. odhad pro exponenciální t°ídu

Pro rozd¥lení s hustotou pravd¥podobnosti f(x, θ) = exp{Q(θ)U(x)+R(θ)+V (x)} a realizaci
výb¥ru x = [x1, x2, . . . , xn] je extrém logaritmické v¥rohodnostní funkce dán °e²ením rovnice

Q′(θ)S(x) + nR′(θ) = 0,

kde Q′, R′ jsou derivace podle θ a S(x) =
∑n

i=1 U(xi).

Aby nalezený extrém byl maximum, musí být je²t¥ spln¥na nerovnost

Q′′(θ)S(x) + nR′′ < 0.
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D·kaz:

V¥rohodnostní funkce je

Ln(θ) =
n∏
i=1

exp{Q(θ)U(xi) +R(θ) + V (xi)} = exp

{
n∑
i=1

(Q(θ)U(xi) +R(θ) + V (xi))

}
=

= exp

{
Q(θ)

n∑
i=1

U(xi) + nR(θ) +
n∑
i=1

V (xi)

}
.

Tento výraz logaritmujeme a se zavedeným zna£ením dostaneme

logLn(θ) = Q(θ)S(x) + nR(θ) +
n∑
i=1

V (xi).

Po derivaci podle θ poslední výraz zmizí. Anulováním derivace dostáváme podmínku pro ex-
trém. Podmínka pro maximum je záporná druhá derivace.

P°íklad

Metodou maximální v¥rohodnosti ur£ete odhadovou statistiku pro parametr π alternativního
rozd¥lení.

Uvaºujeme alternativní rozd¥lení, jehoº exponenciální tvar jsme jiº odvodili (viz p°íklad k
(34)) a zjistili jsme, ºe platí Q = log(π/(1−π)), U = x, R = log(1−π), V = 0. Abychom
mohli pouºít p°íslu²né vzorce, pot°ebujeme je²t¥ spo£ítat funkci S a její derivace.

S =
∑n

i=1 xi = nx, Q′ = 1
π(1−π)

, Q′′ = − 2π−1
π2(1−π)2

, R′ = − 1
1−π , R′′ = − 1

(1−π)2

Podmínka extrému

Q′S + nR′ =
1

π(1− π)
nx− n 1

1− π = 0 ⇒ π̂ = x

Podmínka maxima (s dosazeným odhadem x = π̂)

− 2π̂ − 1

π̂2(1− π̂)2
nπ̂ − n 1

(1− π̂)2
< 0 ⇒ π̂ < 1

coº je vºdy spln¥no, nebo´ π = 1 je patologický p°ípad.

7 Intervalové odhady

7.1 Pojem intervalu spolehlivosti

V minulé kapitole jsme se zabývali bodovým odhadem neznámého parametru souboru. Tento
odhad zkonstruujeme tak, ºe (i) zvolíme odhadovou statistiku, (ii) ov¥°íme její vhodnost
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vzhledem k odhadovanému parametru, (iii) dosadíme realizaci výb¥ru. Hodnota statistiky s
dosazeným výb¥rem je bodový odhad.

Bodové odhady poskytují hodnotu odhadu parametru, ale ne°íkají nic o jeho p°esnosti. Ta je
zahrnuta v intervalu spolehlivosti - tj. intervalu, ve kterém leºí neznámý parametr s danou
pravd¥podobností. P°esnost (nebo neur£itost) odhadu je dána ²í°kou intervalu.

7.1.1 Interval spolehlivosti

Interval Iα = (θD, θH) nazveme α-interval spolehlivosti pro parametru θ, jestliºe platí

P (θ ∈ Iα) = 1− α. (35)

Komentá° k de�nici

1. Interval spolehlivosti budeme zkracovat IS.

2. Iα se také nazývá 100(1− α)-procentní interval spolehlivosti, tj. 0.05-IS je 95% IS.

3. Pokud je −∞ < θD a θH <∞, tj. Iαje zdola i shora omezený, hovo°íme o oboustran-
ném IS. Je-li θD = −∞, tj. Iα = (−∞, θH), jedná se o pravostranný IS, pro θH =∞,
tj. Iα = (θD,∞) jde o levostranný IS.

Uvedená de�nice °íká pouze co interval spolehlivosti je, nikoliv jak ho ur£íme. Pro konstrukci
intervalu spolehlivosti se budeme opírat o bodové odhady, coº jsou hodnoty statistiky po
dosazení konkrétní realizace výb¥ru. Statistika p°edstavuje ur£ité �kukátko�, p°es které ne-
známý parametr sledujeme. Jaké kukátko vezmeme, tak neznámý paramertr vidíme. Má-li
statistika velký rozptyl, vidíme paramtr s velkými chybami. Je-li statistika vychýlená, vidíme
jeho polohu polohu posunutou.

Poznámka

V jednoduchých p°ípadech, kterými se zde zabýváme, tj. odhad st°ední hodnoty, rozptylu a
podílu, vychází odhadová statistika jednozna£n¥. Ve sloºit¥j²ích p°ípadech m·ºe být situace
komplikovan¥j²í a závislost bodového odhadu na volb¥ statistiky je t°eba si uv¥domit.

Odvození IS p°ímo z de�nice není moºné. Parametr θ je neznámé £íslo, které �pozorujeme�
pouze p°es hodnoty statistiky. Musíme proto vzít na pomoc vhodnou statistiku. Tou je práv¥
statistika pro konstrukci bodového odhadu.

Podle de�nice (35) máme ur£it interval Iα, ve kterém bude leºet neznámý parametr θ s prav-
d¥podobností 1−α. Tento poºadavek vyjád°íme p°ibliºn¥ jako interval, do kterého teoreticky
padne (1−α)×100% v²ech bodových odhad·. Tento nový poºadavek m·ºeme vyjád°it vzta-
hem
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P (T (X) ∈ Iα) = 1− α,

kde T je zvolená odhadová statistika a X je náhodný výb¥r, který jsme zapsali ve tvaru
náhodného vektoru abychom zd·raznili jeho potenciální opakování.

Podle tohoto nového vyjád°ení lze také konstrukci intervalu spolehlivosti provést. Pro nej-
jednodu²²í p°ípad ji budeme ilustrovat v následujícím p°íklad¥.

P°íklad

Ur£ete 95% IS pro st°ední hodnotu µ normálního rozd¥lení s rozptylem σ2 = 1 na základ¥
realizace výb¥ru o rozsahu n = 100 s realizací výb¥rového pr·m¥ru jako statistiky x = 3.7.

Podle poºadavk· na IS musí platit

P (µD < X < µH) = 1− α.

Normujeme

P (ζα
2
<
X − µ
σ

√
n < zα

2
) = 1− α

a v argumentu vyjád°íme µ a pouºijeme vztah ζα
2

= −zα
2
, zárove¬ za výb¥rový pr·m¥r

dosadíme jeho realizaci

−zα
2

σ√
n
< X − µ < zα

2

σ√
n

⇒ X − zα
2

σ√
n
< µ < X + zα

2

σ√
n
.

Upravenou podmínku dosadíme zp¥t

P (X − zα
2

σ√
n
< µ < X + zα

2

σ√
n

) = 1− α

Podle de�nice a s dosazenou realizací výb¥rového pr·m¥ru dostáváme IS ve tvaru

Iα = (x− zα
2

σ√
n
, x+ zα

2

σ√
n

)

nebo v jiném zápisu
µ = x± zα

2

σ√
n
.

Na obrázku je hustota pravd¥podobnosti bodového odhadu, tj. výb¥rového pr·m¥ru, a na ní
jsou vyzna£eny p°íslu²né pravd¥podobnosti, vymezující pravd¥podobnost 1 − α. Hranicemi
intervalu (v normované oblasti) jsou kvantil −zα

2
a kritická hodnota zα

2
. Jestliºe tyto hrani£ní

body �odnormujeme�, dostáváme p°ímo interval spolehlivosti.
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1− α α
2

α
2

−zα
2

zα
2

f(z)

Konkrétn¥, po dosazení zadaných hodnot,

α = 0.05/2 = 0.025; x = 3.7; σ = 1; n = 100; zα
2

= 1.96 (z tabulek)

dostáváme interval spolehlivosti ve tvaru

I0.05 = (3.7− 1

10
1.96; 3.7 +

1

10
1.96) = (3.504; 3.896).

Poznámka

V p°edchozích úvahách jsme pouºívali názvy normovaná a nenormovaná oblast. O normování
a �odnormování� náhodné veli£iny jsme jiº mluvili v pravd¥podobnosti. P°ipome¬me. Pro
náhodnou veli£inu X se st°ední hodnotou µ a rozptylem σ2 ur£íme normovanou veli£inu Z

Z =
X − µ
σ

pro niº platí E [Z] = 0 a D [Z] = 1. Vzorec pro odnormování dostaneme vyjád°ením X

X = σZ + µ.

Pro výb¥rový pr·m¥r X̄ se st°ední hodnotou µ a rozptylem σ2

n
mají p°edchozí vzorce tvar
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Z̄ =
X̄ − µ
σ

√
n a X̄ =

σ√
n
Z̄ + µ

Význam t¥chto úprav je následující: nenormovaná oblast je z reálného sv¥ta. Nap°íklad kdyº
sleduji rychlost projíºd¥jících automobil· a nazvu ji X, pak X ∈ (40, 120) znamená, ºe sku-
te£n¥ vybírám rychlosti mezi 40 km/h a 120 km/h. Nevýhodou ale je, ºe kdybychom cht¥li
ur£it nap°., jakou pravd¥podobnost mají rychlosti v¥t²í neº 90 km/h, budeme bez po£íta£e v
potíºích. I kdyº budeme p°edpokládat n¥jaké známé rozd¥lení náhodné veli£iny X, v tabulkách
pot°ebné hodnoty nenajdeme. Kdyby totiº m¥la být tabelována rozd¥lení pro kaºdou hodnotu
svého parametru zvlá²´, t°eba normální rozd¥lení pro kaºdou hodnotu µ a σ2, dostali bychom
veletabulky. Proto je tabelováno jen normované rozd¥lení, tam ur£íme normované hodnoty a
ty se pak �odnormují� do nenormované oblasti která odpovídá realit¥.

7.2 Druhy interval· spolehlivosti

Jak jsme se jiº také zmínili, souborových parametr·, pro které je moºno po£ítat intervaly
spolehlivosti, je celá °ada. Od t¥ch nejjednodu²²ích, kterými se zde budeme zabývat, aº po
velmi komplikované. Snad jiº bylo patrné z p°edchozího výkladu, ºe základním bodem p°i
odvození intervalu spolehlivosti je nalezení vhodné statistiky a jejího rozd¥lení. A práv¥ v
tom, ºe pot°ebujeme znát rozd¥lení statistiky, je hlavní potíº. Hledání takového rozd¥lení
je úloha transformace náhodné veli£iny s p°edpokládaným (v¥t²inou normálním rozd¥lením)
podle funkce, kterou je statistika de�nována. To je ve sloºit¥j²ích p°ípadech úloha velmi
komplikovaná.

V na²em p°ípad¥ se omezíme na dva typy soubor·, a to

• spojitou náhodnou veli£inu s normálním rozd¥lením se st°ední hodnotou µ a roz-
ptylem σ2,

• diskrétní náhodnou veli£inu s alternativním rozd¥lením a se souborovým podílem
π.

Spojité rozd¥lení je jasné. P°ipome¬me situaci spojenou s alternativním rozd¥lením. Typic-
kým p°íkladem je sklad s výrobky. Náhodná veli£ina je de�nována jako kvalita výrobk· s
hodnotami 0 = kvalitní výrobek, 1 = nekvalitní výrobek. Potom parametr π ozna£uje podíl
nekvalitních výrobk· v celkovém po£tu výrobk· ve skladu.

Parametry o které se budeme zajímat a které budeme odhadovat jsou práv¥ parametry t¥chto
soubor·, tedy st°ední hodnota µ, rozptyl σ2 pro spojitou náhodnou veli£inu a podíl π
pro diskrétní náhodnou veli£inu.

P°i odhadu st°ední hodnoty spojité náhodné veli£iny se objevuje je²t¥ malá komplikace. Je
t°eba odli²it dv¥ situace.
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1. Rozptyl souboru známe: V tomto p°ípad¥ musíme znát skute£n¥ rozptyl souboru,
a to z jiných, hlub²ích, zdroj·, neº je pouhý výb¥r.

2. Rozptyl souboru neznáme: Tady rozptyl souboru nená znám a místo n¥ho musíme
pouºít odhad, který se po°ídí z výb¥ru.

Poznámka

Tady je pot°eba dát pozor. Jde opravdu o znalost souborového rozptylu, tedy o znalost hlub²í,
neº jen tu, zaloºenou na datech z výb¥ru. Jestliºe je v zadání p°íkladu: Zm¥°ili jsme výb¥r
a spo£ítali rozptyl · · · Odhadn¥te st°ední hodnotu · · · , pak, i kdyº je rozptyl £íseln¥ zadán,
je t°eba jej povaºovat za neznámý, protoºe je spo£ten pouze na základ¥ výb¥ru. Jiná situace
je v p°íklad¥: Z dlouhodobého pozorování víme, ºe rozptyl · · · Provedli jsme výb¥r a máme
odhadnout st°ední hodnotu. Zde je moºno rozptyl povaºovat za známý, protoºe jeho znalost je
zaloºena na hlub²ích podkladech neº jen na výb¥ru.

Krom¥ odhadu parametr· jediného souboru uvedeme je²t¥ také tzv. dvouvýb¥rové odhady, p°i
kterých sledujeme dva soubory (tj. dv¥ náhodné veli£iny). Jestliºe náhodné veli£iny ozna£íme
Xi, i = 1, 2 s parametry µi, σ

2
i nebo πi, i = 1, 2, potom budeme odhadovat rozdíl dvou

st°edních hodnot nebo podíl· µ1 − µ2 nebo π1 − π2 p°ípadn¥ podíl dvou rozptyl· σ2
1/σ

2
2.

Poznámka

Pro£ odhadujeme zrovna tyto výrazy? Protoºe rozdíl rovný nule nebo podíl rovný jedné vypo-
vídá o shod¥ obou parametr·. Odhady rozdíl· blízké nule nebo odhad podílu blízký jedné sv¥d£í
tedy o tom, ze zkoumané parametry jsou si rovny.

P°i dvou-výb¥rovém odhadu rozdílu st°edních hodnot se op¥t objevuje malá komplikace. Je
t°eba rozli²it t°i druhy výb¥r·, ze kterých odhad vychází.

1. Sdruºený výb¥r: Výb¥ry se provádí nezávisle (mohou mít i rozdílné délky). Podmínka
je, ºe rozptyly obou soubor· jsou p°ibliºn¥ stejné (dejme tomu, ºe se neli²í °ádov¥).

2. Nesdruºený výb¥r: Výb¥ry jsou op¥t nezávislé, av²ak o rozptylech soubor· platí, ºe
jsou rozdílné.

3. Párový výb¥r: V tomto p°ípad¥ vybíráme prvky výb¥r· v párech. V¥t²inou se tyto
výb¥ry po°izují tak, ºe bereme jeden objekt za druhým a na kaºdém zm¥°íme vºdy dv¥
hodnoty. Hodnoty z r·zných objekt· se pak p°i dal²ím zpracování nemíchají.
Speci�ckou charakteristikou tohoto výb¥ru je, ºe i kdyº se hodnoty veli£in z r·zných
objekt· t°eba i zna£n¥ li²í, ve výsledcích se to neprojeví. Rozhodující je vºdy jen vztah
hodnot z jednotlivých pár·.

Jednotlivé typy výb¥ru budeme ilustrovat na p°íklad¥.

P°íklad
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Sdruºený nebo nesdruºený výb¥r (nezávislé výb¥ry):
Testujeme hlu£nost voz· �koda a Peugeot. Náhodn¥ jsme vybrali 30 voz· od kaºdé zna£ky
(m·ºe být i r·zný po£et) a podrobili je testu · · ·

Párový výb¥r:
Srovnáváme stupe¬ opot°ebení brzdového obloºení p°edních kol voz· Opel. Náhodn¥ jsme
vybrali 35 voz· a u kaºdého jsme zaznamenali stupe¬ ojetí levé a pravé brzdy. Evidentn¥,
po£et záznam· pro levou i pravou brzdu musí být stejný.

V následujících odstavcích se budeme v¥novat jednotlivým p°ípad·m odhadu. Uvedeme vºdy
vzorec pro interval a funkci, kterou je moºno ve Scilabu p°íslu²ný interval spo£ítat.

7.2.1 St°ední hodnota (známé σ2)

Vzorec

Iα : µ ∈ x± σ√
n
zα/2, z ∼ N(0; 1)

Funkce:

[dolni_mez, horni_mez]=z_int (stredni_hodnota,rozptyl,n,strana,alpha)

7.2.2 St°ední hodnota (neznámé σ2)

Vzorec

Iα : µ ∈ x̄± s√
n
tα/2, t ∼ St(n− 1)

Funkce

[dolni_mez, horni_mez]=t_int (stredni_hodnota,rozptyl,n,strana,alpha)

7.2.3 Rozptyl

Vzorec

Iα :

(
(n− 1)s2

χ2
α/2

,
(n− 1)s2

χ2
1−α/2

)
, χ2 ∼ Chi(n− 1)
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Funkce

[dolni_mez, horni_mez]=var_int(rozptyl,n,strana,alpha)

7.2.4 Podíl

Vzorec

Iα : π ∈ p±
√
p(1− p)

n
zα/2, z ∼ N(0; 1)

Funkce

[dolni_mez, horni_mez]=prop_int(p,n,strana,alpha)

P°íklad

V jakém intervalu lze o£ekávat ºivotnost zakoupené pneumatiky s pravd¥podobností 0.95,
jestliºe pro 10 náhodn¥ vybraných pneumatik byly zji²t¥ny následující ºivotnosti (v rocích)

2 4 5 6 10 8 6 5 6 7.

P°ípravné výpo£ty:
x̄ = 5.9, s = 2.183, t0.025(9) = 2.262

Interval:
I0.05 = (4.34; 7.46)

8 Parametrické testy hypotéz

8.1 Pojem parametrického testu

V p°edchozí kapitole jsme hovo°ili o intervalech spolehlivosti. Parametr sledovaného souboru
jsme odhadovali intervalem, ve kterém jeho hodnota leºí s velkou pravd¥podobností (1 −
α, kde α je malé). To znamená, ºe odhady, leºící mimo interval spolehlivosti jsou velmi
nepravd¥podobné nebo, coº povaºujeme za stejné, skute£né hodnoty parametru mimo interval
jsou velmi nepravd¥podobné.
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V této kapitole budeme vlastn¥ p°ímo navazovat na intervalové odhady. Budeme uvaºovat
dva soubory. První bude s danou hodnotou sledovaného parametru, o druhém budeme p°ed-
pokládat, ºe hodnota jeho parametru je jiná. Otázka je, který z t¥chto dvou soubor· skute£n¥
generoval data, která jsme po°ídili výb¥rem. �e²ení je jednoduché. Sestrojíme interval spoleh-
livosti pro první soubor. Pokud v n¥m uvaºovaná hodnota jeho parametru leºí, jsme spokojeni
a s touto hodnotou m·ºeme i nadále po£ítat. Pokud ale hodnota jeho parametru leºí mimo
sestrojený interval spolehlivosti, máme bu¤ velikou �sm·lu� p°i po°izování výb¥ru, nebo není
pravda, ºe hodnota parametru je ta, co jsme dosud uvaºovali. Na velkou náhodu nev¥°íme,
proto se p°ikloníme k druhému tvrzení a hodnotu parametru prvního souboru zamítneme.

Ve skute£nosti jsme dva soubory uvedli jen pro lep²í p°edstavu. Máme jen jeden soubor a
na n¥m sledujeme jeden nebo více parametr·. O hodnot¥ parametru tohoto souboru pochy-
bujeme a proto o nich vyslovujme tvrzení (hypotézy). První hypotéza (nulová) obhajuje tu
hodnotu, která doposud platila. Druhá hypotéza (alternativní) tu první hypotézu popírá.
�íká, ºe parametr je v¥t²í, nebo men²í, nebo prost¥ jen ºe je jiný, neº se p·vodn¥ myslilo.

Podobn¥ jako u interval· spolehlivosti, budeme se zabývat testy parametr· jednoho souboru
nebo budeme testovat rozdíl (nebo podíl) parametr· dvou soubor·. Budeme mluvit o jedno-
výb¥rových nebo dvou-výb¥rových testech.

8.2 Formulace úlohy testování

Uvaºujeme soubor, tvo°ený náhodnou veli£inou X s rozd¥lením f(x, θ), kde θ je neznámý
parametr rozd¥lení, jehoº hodnotu testujeme.

Nulová hypotéza H0 je tvrzení, které obhajuje stávající stav, tedy °íká, ºe θ = θ0.

Alternativní hypotéza HA popírá tvrzení nulové hypotézy. �íká bu¤ θ > θ0 nebo θ < θ0

nebo θ 6= θ0.

Testová statistika T je stejná jako statistika pro odhad testovaného parametru.

Realizovaná testová statistika Tr je hodnota statistiky vypo£ítaná pro konkrétní dosa-
zenou realizaci výb¥ru.

Obor p°ijetí O je normovaný interval spolehlivosti pro odhad parametru podle nulové
hypotézy (je to mnoºina hodnot statistiky, pro které nulovou hypotéuzu nezamítáme).

Kritický obor W je dopln¥k oboru p°ijetí W = R − O (je to mnoºina hodnot statistiky,
pro které nulovou hypotézu zamítáme).

Hladina významnosti je pravd¥podobnost α se kterou po£ítáme interval spolehlivosti -
obor p°ijetí.

Sm¥rování testu ur£uje, tvar a polohu kritického oboru.

alternativní hypotéza kritický obor
• θ podle HA je v¥t²í neº podle H0, θ > θ0 (Tα,∞)
• θ podle HA je men²í neº podle H0, θ < θ0 (−∞, T1−α)
• θ podle HA je jiný neº podle H0, θ 6= θ0 R−

(
T1−α

2
, Tα

2

)
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kde θ0 je hodnoty parametru θ podle nulové hypotézy, T je testová statistika a Tα je její
α-kritická hodnota (pro symetrické rozd¥lení, jako nap°. normální, bude T1−α = z1−α = −zα).

P°íklad

Na volné silnici sledujeme rychlosti projíºd¥jících automobil· zna£ky �koda. P°edpokládáme,
ºe rychlosti mají normální rozd¥lení u kterého známe rozptyl (t°eba daný pom¥rem nových
a star²ích voz·) a st°ední hodnotu (z pr·zkumu, který probíhal p°ed p¥ti lety). Testovaným
parametrem je θ = µ - st°ední hodnota rychlostí.

Nulová hypotéza obhajuje stávající hodnotu, tedy zm¥°enou v pr·zkumu p°ed p¥ti lety. Al-
ternativní hypotéza hodnotu z pr·zkumu popírá. Tvrdí, ºe za p¥t let se podstatn¥ zm¥nil
automobilový park sm¥rem k siln¥j²ím automobil·m a ºe tedy st°ední hodnota rychlostí je
v¥t²í.

Poznámka

Z p°edchozího výkladu je patrné, ºe testy hypotéz jsou konstruovány na základ¥ intervalového
odhadu (parametru podle nulové hypotézy) Jediný formální rozdíl je v tom, ºe pro konstrukci
intervalu spolehlivosti pouºíváme nenormovaný tvar statistiky, nap°. pro st°ední hodnotu se
známým rozptylem je to výb¥rový pr·m¥r X̄, zatímco pro test pouºijeme normovaný výb¥-
rový pr·m¥r z = X̄−µ0

σ

√
n. P°ipome¬me, ºe normování náhodné veli£iny X na normovanou

veli£inu Z s nulovou st°ední hodnotou a jednotkovým rozptylem se obecn¥ provádí podle vzorce

Z =
X − µ
σ

,

kde µ = E [X] a σ =
√
D [X].

Poznámka

Zastavme se je²t¥ u významu hladiny významnosti α. De�novali jsme jej jako pravd¥podobnost
intervalu spolehlivosti, který tvo°í obor p°ijetí testu. Dal²í význam tohoto koe�cientu je, ºe
p°edstavuje pravd¥podobnost tzv. chyby prvního druhu . To je chyba, která spo£ívá v tom,
ºe nulovou hypotézu zamítneme, zatímco ona ve skute£nosti platí. Pravd¥podobnost se kterou
se dopustíme tohoto omylu m·ºeme p°edem zvolit - volbou koe�cientu α. Nej£ast¥ji pouºívaná
hodnota je 5% coº je pravd¥podobnost 0.05. Krom¥ chyby prvního druhu lze je²t¥ de�novat
chybu druhého druhu, která spo£ívá v tom, ºe nezamítneme nulovou hypotézu a ona ve
skute£nosti neplatí. Volbu velikosti chyby druhého druhu ale v rukou nemáme.

8.3 Postup testování

V p°edchozím odstavci jsme nastínili podstatu testování hypotéz a uvedli základní názvosloví.
Nyní ukáºeme obecný postup p°i provád¥ní testu a budeme jej ilustrovat na konkrétním p°í-
klad¥, který jsme uvedli v minulém odstavci.
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P°íklad

Testujeme st°ední hodnotu rychlostí voz· �koda. Chceme prokázat, ºe v sou£asnosti jsou
rychlosti v¥t²í neº 95.7 km/h, jak bylo zji²t¥no p°i posledním pr·zkumu. Zm¥°ili jsme rych-
losti u 100 náhodn¥ vybraných automobil· a ur£ili výb¥rový pr·m¥r X̄ = 96.4 km/h. Rozptyl
povaºujeme za známý σ2 = 13.8 (km/h)2 . Volba hladiny významnosti je na nás. Zvolíme
b¥ºnou hodnotu α = 0.05.

1. Typ p°íkladu

(a) testovaný parametr: jedna st°ední hodnota, známý rozptyl

(b) nulová hypotéza: µ = µ0

alternativní hypotéza: µ > µ0

(c) typ testu: pravostranný (podle HA)

2. Statistika: normální rozd¥lení

3. Hodnota statistiky

Tr =
X̄ − µ0

σ

√
n =

96.4− 95.7√
13.8

√
100 = 1.884

4. Kritická hodnota: normální rozd¥lení

zα = z0.05 = 1.645

5. Kritický obor
W = (zα,∞) = (1.645, ∞)

6. Záv¥r: Tr ∈ W - nulovou hypotézu zamítáme.
Odpov¥¤: Není pravda, ºe sou£asná st°ední rychlost automobil· �koda je 95.7 km/h
(jak bylo d°íve zji²t¥no pr·zkumem).

8.4 P-hodnota

Z p°edchozího p°íkladu je patrné, ºe z výsledku klasického testu nepoznáme, � jak moc� H0

zamítáme nebo � jak daleko� od zamítnutí se H0 nachází. Abychom tento nedostatek odstra-
nili, a také abychom výsledek testu vyjád°ili jediným £íslem, zavádíme p-hodnotu pv. Ta je
de�nována

• pro pravostranný test
pv = P (T > Tr|H0), (36)

• pro levostranný test
pv = P (T < Tr|H0), (37)
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• pro oboustranný test

pv = 2 min {P (T > Tr|H0), P (T < Tr|H0)} . (38)

P-hodnota pravostranného testu je plocha pod hustotou pravd¥podobnosti normované sta-
tistiky, vpravo od realizované statistiky. Situace je zachycena na následujícím obrázku.

α

Tkr

Tr

f(T |H0)

Hustota pravd¥podobnosti

statistiky

p-hodnota

(plocha od Tr aº do ∞)

Z obrázku je patrné, ºe:

• bude-li pv = α, budeme na hranici zamítnutí,

• pro pv < α leºí realizovaná statistika v kritickém oboru W , a tedy H0 zamítáme,

• pro pv > α leºí realizovaná statistika mimo kritický obor W , a tedy H0 nezamítáme.

P°íklad

Dokon£íme p°íklad o testování rychlostí automobil· �koda.

Spo£ítali jsme hodnotu statistiky Tt = 1.884. Protoºe test je pravostranný, bude mít p-
hodnota tvar

pv = P (T > Tr|H0) = P (T > 1.884) = 0.03

Výsledek bu¤ uzav°eme se spo£tenou p-hodnotou (p-hodnota je malá, proto H0 zamítáme),
nebo testujeme na dané hladin¥ významnosti α = 0.05 a porom °ekneme: pv < α proto H0

zamítáme.
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Poznámka

Srovnáme-li záv¥r zaloºený na p-hodnot¥ se záv¥rem, který jsme u£inili na základ¥ realizované
statistiky a kritického oboru vidíme, ºe výsledek je stejný. Pro p-hodnotu v²ak máme ur£itou
míru, ze kterou je H0 zamítnuta. H0 má pravd¥podobnost 3%, zatímco my poºadujeme mini-
máln¥ 5% abychom ji mohli p°ijmout.

8.5 Dal²í p°íklady

P°íklad (test pro dva podíly)

Na dvou pracovi²tích A a B byly sledovány pracovní prostoje. Pracovi²t¥ A bylo sledováno
v nA = 800 £asových okamºicích a bylo zaznamenáno n+

A = 116 prostoj·, zatímco pracovi²t¥
B bylo sledováno nB = 1200 krát a zji²t¥no n+

B = 138 prostoj·. Na hladin¥ významnosti
α = 0.05 testujte hypotézu o rovnosti st°edních podíl· prostoj· na obou pracovi²tích.

�e²ení provedeme podle uvedeného schématu:

Známe:

Hypotézy: H0 : pA = pB, HA : pA 6= pB

Sm¥rování: oboustranný test.

Podíly:

pA =
116

800
= 0.145, pB =

138

1200
= 0.115, pP =

p1(1− p1)

n1 − 1
+
p2(1− p2)

n2 − 1
= 2.4 10−4

Hladina významnosti: α = 0.05

Testová statistika:
z =

p1 − p2√
pP

N(0; 1)

Hodnota statistiky: zr = 1.94

Kritický obor W = (−1.96; 1.96)

P-hodnota: pv = 2× 0.0265 = 0.053.

Záv¥r: Na hladin¥ 0.05 hypotézu H0 nezamítáme, podíly prostoj· na pracovi²tích A a B
nejsou stejné. P-hodnota navíc ukazuje, ºe zamítnutí je pom¥rn¥ t¥sné.

Budeme sledovat parametrické testy pro st°ední hodnotu, rozptyl a podíl, jako pro IS.
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St°ední hodnota (známé σ2)

[p_hodnota,T,z_alpha]=z_test(Mu0,stredni_hodnota,rozptyl,n,strana,alpha)

[p_hodnota,T,z_alpha]=z_test_2(alpha,n1,str_hod_1,n2,str_hod_2,rozptyl_1, rozptyl_2,
strana)

St°ední hodnota (neznámé σ2)

[p_hodnota,T,t_alpha]=t_test_2s(stredni_hodnota_1,rozptyl_1,n1,stredni_hodnota_2,rozptyl_2,
n2,strana,alpha),

[p_hodnota,T,t_alpha]=t_test_2n(stredni_hodnota_1,rozptyl_1,n1,stredni_hodnota_2,rozptyl_2,
n2,strana,alpha),

[p_hodnota,T,t_alpha]=t_test_2p(vyber1,vyber2,strana,alpha)

Rozptyl

[p_hodnota,T]=var_test(sigma0,rozptyl,strana,n,alpha),

[p_hodnota,T,f_alpha]=var_test_2(Rozptyl_S1,n1,Rozptyl_S2,n2,strana,alpha)

Podíl

[p_hodnota,T,z_alpha]=prop_test(p0,p,n,strana,alpha),

[p_hodnota,T,z_alpha]=prop_test_2(p1,n1,p2,n2,strana,alpha)

9 Neparametrické testy

Dosud jsme se zabývali tzv. parametrickými testy. Jsou to testy hypotéz, které vyslovují
tvrzení o parametru sledovaného souboru, tedy o parametru rozd¥lení náhodné veli£iny, která
tento soubor p°edstavuje. P°itom tyto testy byly úzce svázány s intervaly spolehlivosti, které
p°íslu²ný parametr odhadovaly. Nyní p°ikro£íme k dal²í skupin¥ test·, jejichº hypotézy se
netýkají parametr·, ale vyslovují se o dal²ích vlastnostech souboru, jako nap°íklad typu
rozd¥lení souboru nebo nezávislosti dvou soubor·.
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9.1 Chi-kvadrát testy

První podskupinou t¥chto tzv. neparametrických test· jsou testy chi-kvadrát (Chi2). Jejich
název je odvozen od typu rozd¥lení statistiky, která je pro n¥ pro v²echny spole£ná.

Chi2 testy pracují s £etnostmi. To znamená, ºe nam¥°ená data je nejprve t°eba rozd¥lit
do skupin, podle testované vlastnosti. Nap°íklad, budeme-li testovat shodu po£tu nehod v
pracovních dnech, budeme po£ítat nehody v pond¥lí, úterý, · · · , aº pátek. Dostaneme tak
£etnosti nehod pro jednotlivé pracovní dny.

Pro test se pouºívají pozorované £etnosti O (observed) a o£ekávané £etnosti E (expected).

Pozorované £etnosti O získáme z datového výb¥ru tím, ºe nam¥°ená data rozt°ídíme do
p°edem daných skupin.

O£ekávaní £etnosti E konstruujeme pro stejné skupiny jako pozorované £etnosti, ale tak,
aby tyto £etnosti p°esn¥ odpovídaly poºadavk·m nulové hypotézy. �íká-li nap°. nulová hypo-
téza, ºe data jsou rovnom¥rn¥ rozd¥lená, konstruujeme o£ekávané £etnosti tak, aby celkový
po£et dat v nich obsaºený byl stejný jako v datovém vzorku a kaºdá skupina obsahovala
po£et dat, úm¥rný její velikosti. P°itom tyto teoretické £etnosti dat nemusí být celo£íselné.

P°íklad

Srovnáváme po£et nehod za v²ední dny a víkendy. Nam¥°ili jsme 238 nehod b¥hem týdne a
128 nehod b¥hem soboty a ned¥le. To jsou pozorované £etnosti. O£ekávané £etnosti ur£íme
takto: celkový po£et nehod je 238 + 128 = 366. Tento po£et musíme rozd¥lit v pom¥ru 5 : 2
(p¥t v²edních dní a dva dny víkendu). Teoretický (o£ekávaný) po£et nehod pro v²ední dny
bude 3665

7
= 261.43 a pro víkendy 3662

7
= 104.57.

Statistika

Pro nam¥°ené £etnosti Oi, i = 1, 2, . . . , n a teoretické £etnosti Ei, i = 1, 2, . . . , nmá statistika
tvar

χ2 =
n∑
i=1

(Oi − Ei)2

Ei
∼ Chi2(n− 1) (39)

a její rozd¥lení je chí-kvadrát s n− 1 stupni volnosti.

Poznámka

Uvedená statistika m¥°í vzdálenost mezi pozorovanými a teoretickými £etnostmi (je nezá-
porná). Jsou-li pozorované i o£ekávané £etnosti stejné, rovná se hodnota statistiky nule. �ím
více se £etnosti li²í, tím je hodnota statistiky v¥t²í.
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Jak jsme jiº °ekli, o£ekávané £etnosti vyjad°ují poºadavky nulové hypotézy. Budou-li tedy
zm¥°ené (pozorované) £etnosti rovny o£ekávaným (hodnota statistiky je nula) platí p°esn¥
nulová hypotéza. �ím více se budou pozorované £etnosti li²it od o£ekávaných, tím bude
hodnota statistiky v¥t²í a tím více neplatí nulová hypotéza. V okamºiku, kdy se hodnota
statistiky dostane do kritického oboru prohlásíme nulovou hypotézu za neplatnou. Jak je
patrné z toho, co jsme práv¥ popsali, leºí kritický obor vºdy vpravo - test je vºdy pravostranný

s kritickým oborem

W = (χ2
α,∞)

a p-hodnotou
pv = P (χ2 > χ2

r).

Nejvýznamn¥j²í aplikace tohoto testu jsou pro testování typu rozd¥lení (test dobré shody) a
testování nezávislosti dvou rozd¥lení (test nezávislosti). Oba testy vyloºíme na p°íkladech.

Test dobré shody

Jednou z nejznám¥j²ích aplikací chí-kvadrát testu je test dobré shody rozd¥lení testovaného
souboru s rozd¥lením p°edpokládaným. Toto p°edpokládané rozd¥lení op¥t �vt¥líme� do o£e-
kávaných £etností. Na p°edem daných, nebo zvolených, intervalech pot°ebujeme ur£it abso-
lutní £etnosti výskytu realizací náhodné veli£iny s p°edpokládaným rozd¥lením. Pro tento
úkol lze obecn¥ vyuºít vlastnosti distribu£ní funkce, jejíº hodnota v bod¥ x je rovna pravd¥-
podobnosti intervalu (−∞, x) . Pravd¥podobnost intervalu (x1, x2) pak bude P ((x1, x2)) =
P (−∞, x2)−P (−∞, x1) = F (x2)−F (x1) , tedy bude se rovnat rozdílu hodnot distribu£ní
funkce v koncovém a po£áte£ním bod¥ intervalu. Tak získáme pravd¥podobnosti interval·.
Absolutní £etnosti dostaneme, násobíme-li tyto pravd¥podobnosti celkovým po£tem dat -
rozsahem výb¥ru

V n¥kterých jednoduchých p°ípadech lze ale o£ekávané £etnosti vypo£ítat p°ímo, aniº bychom
pot°ebovali distribu£ní funkci. Tento p°ípad budeme ilustrovat ihned v následujícím p°íkladu.

Test rovnom¥rnosti

Sledujeme nehodovost na praºských silnicích b¥hem r·zných dní týdne. Po ur£ité dob¥ jsme
shromáºdili následující údaje

den po£et nehod
Po - Pá 1879

So 421
Ne 406
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Na hladin¥ významnosti 0.05 testujte tvrzení (nulové hypotézy), ºe nehody se b¥hem týdne
vyskytují rovnom¥rn¥.

Pozorované £etnosti jsou zadané.

O = [1879, 421, 406]

Teoretické £etnosti ur£íme takto: máme 3 intervaly s délkami [5, 1, 1]. Celkový po£et pozo-
rování je 1879 + 421 + 406 = 2706. Tento po£et pozorování máme rozd¥lit na dané intervaly
rovnom¥rn¥. První bude mít 5/7 druhý 1/7 a t°etí také 1/7. Bude tedy

E = 2706× [5/7, 1/7, 1/7] = [1932.86, 386.57, 386.57].

Hodnota statistiky

χ2
r =

(1879− 1932.86)2

1932.86
+

(421− 386.57)2

386.57
+

(406− 386.57)2

386.57
= 5.54

Kritický obor : W = (χ2
α(3− 1);∞) = (5.99;∞)

P-hodnota: pv = P (χ2 > 5.54) = 0.063

Záv¥r: Nulovou hypotézu nelze vyvrátit. Z·stává v platnosti tvrzení: "nehody se vyskytují
rovnom¥rn¥".

Test normality

Testujeme, zda rychlosti osobních automobil· jedoucích po nuselském most¥ mají normální
rozd¥lení s µ = 60 a σ = 7.6. Výsledky nam¥°ených rychlostí jsou v tabulce

Interval rychlosti [km/h] (20-50) (50-60) (60-70) (70-120)
Zji²t¥ná £etnost 35 268 315 21

Pozorované £etnosti: O = [35, 268, 315, 21]

Teoretické £etnosti ur£íme pomocí distribu£ní funkce normálního rozd¥lení. Abychom mohli
pouºít distribu£ní funkci standardního normálního rozd¥lení, normujeme hranice zadaných
interval· hi = [20, 50, 60, 70, 120]

xi =
hi − µ
σ

, ⇒ x = [−5.263, −1.316, 0, 1.316, 7.895]

Odpovídající hodnoty distribu£ní funkce standardního normálního rozd¥lení jsou

F (x) = [0, 0.094, 0.5, 0.906, 1].

101



Pravd¥podobnosti pi interval· dostaneme jako rozdíly F (xi+1)− F (xi) , i = 2, 3, 4, 5

pi = [0.094, 0.406, 0.406, 0.094].

Z celkového po£tu pozorování 35+268+315+21 = 639 tedy jednotlivým interval·m p°íslu²í
teoretické £etnosti

E = 639× pi = 639× [0.094, 0.406, 0.406, 0.094] = [60.06, 259.43, 259.43, 60.06]

Hodnota statistiky : χ2
r = 48.05

Kritický obor: W = (7.82;∞)

P-hodnota: pv = P (χ2 > 48.05) = 2.10−10

Záv¥r: Zji²t¥né £etnosti nepochází z normálního rozd¥lení se st°ední hodnotou 60 a sm¥ro-
datnou odchylkou 7.6.

Funkce ve Scilabu:

[p_hodnota,T,alpha]=chisquare_test(O,E,alpha)

Test nezávislosti

Tento test pouºívá kontingen£ní tabulku2 absolutních £etností dvou náhodných veli£in, jejichº
nezávislost testujeme. Jednotlivá polí£ka tabulky tvo°í pozorované £etnosti O.

O£ekávané £etnosti E ur£íme s pomocí de�nice nezávislosti f(x, y) = f(x)f(y). Tato de�nice
°íká, ºe náhodné veli£iny X a Y jsou nezávislé, jestliºe se jejich sdruºená hustota pravd¥po-
dobnosti rovná sou£inu jednotlivých marginálních hustot. Sdruºenou hustotu pravd¥podob-
nosti zkonstruovanou z po°ízeného výb¥ru (výb¥rovou hp) dostaneme normováním tabulky
pozorovaných £etností tak, aby sou£et jejích prvku po normování byl roven jedné. Z této
tabulky ur£íme marginální hustoty a z nich zkonstruujeme tabulku nezávislých náhodných
veli£in - kazdý její prvek je dán sou£inem odpovídajících prvk· marginálních hustot. Ta-
bulku absolutních £etností dostaneme renormalizací, tedy násobením celé tabulky p·vodním
sou£tem prvk·.

Uvedeme algoritmus konstrukce tabulky o£ekávaných £etností:

• Vezmeme tabulku pozorovaných £etností a normalizujeme ji - celou tabulku d¥líme
sou£tem v²ech prvk·. Tak dostaneme sdruºenou výb¥rovou hustotu pravd¥podobnosti
testovaných náhodných veli£in.

2Kontingen£ní tabulka má °ádky odpovídající skupinám první náhodné veli£iny a sloupce skupinám druhé
náhodné veli£iny. Libovolné polí£ko tabulky obsahuje £etnost výskytu dvojic [x1, x2] kde x1 je ze skupiny
ur£ená rádkem polí£ka a x2 je ze skupiny ur£ené sloupcem polí£ka.
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• Ur£íme marginální hustoty pravd¥podobnosti tak, ºe se£teme °ádky nebo sloupce nor-
mované tabulky. Sou£et sloupc· dá marginálu první náhodné veli£iny (jejíº hodnoty se
m¥ní po °ádcích), sou£et °ádk· de�nuje marginálu druhé náhodné veli£iny (s hodnotami
po sloupcích).

• Vypo£teme tabulku nezávislých pravd¥podobností. Prvek nezávislé tabulky s indexem
(i, j) je sou£inem i-tého prvku sloupcové a j-tého prvku °ádkové marginály.

• Tabulku re-normalizuje na absolutní £etnosti. Celou tabulku násobíme p·vodním sou£-
tem v²ech prvk· tabulky pozorovaných £etností.

Test je pravostranný a má (nx− 1)(ny− 1) stup¬· volnosti, kde nx je po£et skupin pro první
náhodnou veli£inu X a ny je po£et skupin pro druhou náhodnou veli£inu Y .

Pomocí statistiky (39) se porovnává p·vodní tabulka s tabulkou absolutních £etností nezá-
vislých veli£in. Statistiku po£ítáme pro v²echny prvky tabulek (srovnáme ob¥ tabulky do
vektor·). Nulová hypotéza H0 je "jsou nezávislé".

P°íklad

Testujeme tvrzení, ºe u °idi£· osobních automobil· nesouvisí v¥k V [roky] a reak£ní doba
R (m¥°ená £asem, za který °idi£ p°ehlédne k°iºovatku). Zji²t¥né údaje jsou sestaveny do
následující tabulky

R \ V 1 = (18-30) 2 = (30-50) 3 = (50-70)
1 = men²í neº 2 sec 56 42 23
2 = v¥t²í neº 2 sec 32 49 37

Nezávislost testujte na hladin¥ významnosti a = 0.05.

�e²ení:

Pozorované £etnosti jsou: O = [56, 32, 42, 49, 23, 37].

Teoretické £etnosti dostaneme podle vý²e uvedeného postupu:

� sou£et prvk· tabulky

56 + 32 + 42 + 49 + 23 + 37 = 239

� normalizovaná tabulka f (r, v)

0.234 0.176 0.096
0.134 0.205 0.155

� marginální hustoty f (v) a f (r) jsou
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0.368 0.381 0.251
0.50628
0.49372

� tabulka nezávislých pravd¥podobností fN (r, v)

0.186 0.193 0.12710
0.182 0.188 0.124

� tabulka absolutních £etností E

44.552 46.071 30.377
43.448 44.929 29.623

O£ekávané £etnosti: E = [44.552, 43.448, 46.071, 44.929, 30.377, 29.623]

Hodnota statistiky: χ2
r = 10.315.

Kritický obor: W = (χ2
α((3− 1)(2− 1));∞) = (5.99;∞).

P-hodnota: pv = 0.006.

Záv¥r: Nulová hypotéza je vyvrácena, reak£ní doby °idi£· jsou závislé na v¥ku.

Funkce ve Scilabu:

[p_hodnota,T,chi_alpha]=chisquare_test_i(KT,alpha).

9.2 Znaménkový test

Tento test ov¥°uje tvrzení o hodnot¥ mediánu sledovaného souboru.

Uvaºujme realizaci výb¥ru x = [x1, x2, . . . , xn] ze spojitého rozd¥lení s neznámým mediánem
x0.5. Testujeme nulovou hypotézu H0 : x0.5 = x0, kde x0 je dané £íslo.

Vypo£teme rozdíly prvk· výb¥ru xi a testované hodnoty mediánu x0

Di = xi − x0, i = 1, 2, . . . , n

a písmenem b ozna£íme po£et kladných rozdíl· Di. b je statistika s binomickým rozd¥lením,
kterou lze pro n→∞ aproximovat normálním rozd¥lením N(n

2
; n

4
).

Normovaná statistika testu má tvar

z =
2b− n√

n
∼ N(0; 1)

a lze ji testovat pomocí oboustranného z-testu.
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P°íklad

(Jen demonstrace postupu! Není n→∞)

Testujeme, zda výb¥r
x = [5.3, 4.2, 6.8, 5.7, 5.1, 3.1]

pochází z rozd¥lení s mediánem x0 = 5.

Po£et dat výb¥ru: n = 6.

Rozdíly Di = xi − x0 jsou

Di = [0.3, −0.8, 1.8, 0.7, 0.1, −1.9]

a z nich b = 4 jsou kladné.

Normovaná statistika je

z =
2× 4− 6√

6
= 0.817

a p-hodnota pro oboustranný test je pv = 0.207.

Záv¥r: Nulová hypotéza "data pochází z rozd¥lení s mediánem 5" se nepopírá.

[p_hodnota,T,z_alpha]=sign_test(X,Y,strana,alpha)

9.3 Test nezávislosti prvk· výb¥ru

Tento test, na rozdíl od jiných test· nezávislosti, p°i kterých se testuje nezávislost dvou
soubor· (tj. nezávislost dvou náhodných veli£in), se zabývá jen jedním souborem. Uvaºuje
náhodný výb¥r X = [X1, X2, · · · , Xn] jako posloupnost náhodných veli£in3. Úkolem tohoto
testu je ov¥°it, zda jednotlivé prvky výb¥ru jsou nezávislé náhodné veli£iny. P°i provád¥ní
testu samoz°ejm¥ výb¥ry neopakujeme, ale opíráme se o jedinou realizaci výb¥ru. Postup
testu je následující.

Uvaºujeme realizaci výb¥ru x = [x1, x2, · · · , xn] o rozsahu n a vypo£teme jeho výb¥rový me-
dián x̂0.5. Test vychází z rozdíl· mezi prvky výb¥ru xi, i = 1, 2, . . . , n a výb¥rového mediánu
x̂0.5 (srovnej znaménkový test)

Di = xi − x̂0.5 i = 1, 2, . . . , n.

Na t¥chto rozdílech se de�nuje série, tj. souvislé posloupnosti prvk· se stejným znaménkem,
odd¥le zm¥nami znaménka. Jako statistiku b de�nujeme po£et sérií v posloupnosti rozdíl· D.
Tato statistika má p°ibliºn¥ normální rozd¥lení N(n

2
+ 1;

√
n−1
2

).

3P°ipome¬me, ºe náhodnost jednotlivých prvk· náhodného výb¥ru spo£ívá v potenciální opakovatelnosti
výb¥ru. Kaºdá nová realizace výb¥ru bude obsahovat jiná £ísla - vybíráme náhodn¥. A tak, kaºdá sloºka
výb¥ru m·ºe nabývat r·zné realizace - chová se jako náhodná veli£ina.
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Normovaná statistika je

z =
2b− (n− 2)√

n− 1
∼ N(0; 1).

Nulovou hypotézu H0 : "prvky výb¥ru jsou nezávislé" lze testovat pomocí levostranného
z-testu.

P°íklad

Testujeme nezávislost prvk· výb¥ru s realizací

x = {2.4, 2.2, 1.6, 1.8, 1.5, 1.8, 2.2, 2.3, 2.3, 2.5}

o rozsahu n = 10. Medián výb¥ru je x̂0.5 = 2.2 a diference

Di = xi − x̂0.5 = [0.2, 0.0, −0.6, −0.4, −0.7, −0.4, 0.0, 0.1, 0.1, 0.3] .

V t¥chto diferencích je moºno nalézt b = 3 série se stejnými znaménky. Statistika tedy je

z =
2× 3− (10− 2)√

10− 1
= −0.667

a p-hodnota pv = 0.25.

Záv¥r: Prvky výb¥ru lze povaºovat za nezávislé.

Poznámka

Tento test je velmi významný nejen pro testování, zda ná² výb¥r je skute£n¥ nezávislý (jak
poºaduje de�nice výb¥ru), ale také nap°íklad pro test reziduí po výpo£tu regresní analýzy, pro
ov¥°ení kvality regrese, kterou se budeme zabývat v následující kapitole.

[p_hodnota,T,z_alpha]=ordinal_test(X,alpha)

9.4 Test nezávislosti výb¥r·

Pearson·v test

Pro dv¥ náhodné realizace výb¥r· x a † oba o rozsahu n vypo£teme výb¥rový korela£ní
koe�cient r = sxy/

√
s2
xs

2
y, kde sxy je výb¥rová kovariance a s2

x, s
2
y jsou p°íslu²né výb¥rové

rozptyly.

Statistika je dána vztahem
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t =
r√
1−r2
n−2

∼ St(n− 2)

a má Studentovo rozd¥lení s n− 2 stupni volnosti.

Pro test nulové hypotézy H0 : "výb¥ry jsou nezávislé" lze pouºít oboustranný t-test.

Poznámka

Tento test budeme pouºívat i pro ov¥°ení výsledku regresní analýzy.

[p_hodnota,T,z_alpha]=pearson_test(X,Y,alpha)

Spearman·v test

Uvaºujme dva náhodné výb¥ry X a Y , oba o rozsahu n. Pro oba výb¥ry de�nujeme po°adí
P , resp., Q, tj. nap°. pro x = [6.2, 2.8, 4.1] je p = [3, 1, 2], protoºe 6.2 je na t°etím míst¥
uspo°ádaného výb¥ru x, 2.8 na prvním a 4.1 na druhém. Tato po°adí dosadíme do vzorce
pro výb¥rový korela£ní koe�cient a dostaneme statistiku

rS =
spq√
s2
ps

2
q

= 1− 6

n(n2 − 1)
S,

kde spq, s2
p, s

2
q jsou druhé výb¥rové momenty realizací náhodných výb¥r· P a Q; S =∑n

i=1(pi − qi)2.

Tato statistika se testuje podle speciálních tabelovaných hodnot Spearmanova testu.

Nulová hypotéza H0 : "výb¥ry jsou nezávislé".

[p_hodnota,T,z_alpha]=spearman_test(X,Y,alpha)

Kendal·v test

Uvaºujme dva náhodné výb¥ry X a Y o rozsahu n a jejich po°adí4 P a Q. Z po°adí sestavíme
dvou°ádkovou matici a její sloupce uspo°ádáme tak, aby v prvním °ádku bylo 1, 2, . . . , n.
Druhý °ádek uspo°ádané matice ozna£íme R a jeho prvky r1, r2, . . . , rn. Písmenem ki
ozna£íme po£et v²ech prvk· ri+1, ri+2, . . . , rn, které jsou v¥t²í neº ri. Dále ozna£íme K =∑
ki. Statistika pak je

rK =
4K

n(n− 1)− 1

a testuje se op¥t podle speciálních hodnot Kendalova testu.
4Je-li nap°. x = [5, 7, 3] bude p = [2, 3, 1] protoºe v uspo°ádaném vektoru je 5 druhá, 7 t°etí a 3 první.
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9.5 Test typu rozd¥lení

Kolmogorov-Smirnov·v test

Tento test slouºí k ov¥°ení, zda zkoumané rozd¥lení má dané rozd¥lení. Je zaloºen na po-
rovnání distribu£ní funkce F (x) daného rozd¥lení X a výb¥rové distribu£ní funkce Fn(x)5,
ur£ené z výb¥ru o rozsahu n.

Statistika testu je de�nována vztahem

ks = sup
xi∈X
|Fn(xi)− F (xi)|

a má r·zná rozd¥lení, podle typu testované distribu£ní funkce. Pro d·leºitá testovaná rozd¥-
lení jsou hodnoty rozd¥lení ks tabelovány.

Nulová hypotéza H0 : "rozd¥lení má p°edpokládaný typ".

bude dodán co nevid¥t :-)

P°íklad

Nam¥°ili jsme rychlosti automobil· na dálnici D1 p°i výjezdu z Prahy. Chceme v¥d¥t, jestli
je oprávn¥ný p°edpoklad o normalit¥ t¥chto rychlostí.

[pval,ks]=KS_test(x,"normal",0,1),

kde alt je � > ” jako p°edvolba.

Poznámka

Uvedený test je velmi d·leºitý, nebo´ °ada jiných statistických procedur vyºaduje ur£itý typ
rozd¥lení (v¥t²inou normální). Není radno d¥lat záv¥ry ze statistických procedur, pokud ne-
máme ov¥°enu platnost p°edpoklad·!

10 Regresní analýza

Regresní analýza poskytuje nástroj k hledání stochastické závislosti mezi dvojicí náhodných
veli£in X � nezávisle prom¥nná a Y � závisle prom¥nná. V nejb¥ºn¥j²í (lineární) po-
dob¥ zkoumá, zda mezi ob¥ma veli£inami existuje lineární vztah. Velice jednodu²e lze také
zkoumat nap°. polynomický nebo exponenciální vztah. Dále se budeme v¥novat p°edev²ím
lineární regresi, o ostatních se stru£n¥ zmíníme pozd¥ji.

5Výb¥rovou distribu£ní funkci Fn dostaneme tak, ºe na reálné ose uspo°ádáme prvky realizace výb¥ru
podle velikosti. Po£et prvk· ozna£íme n. Za£neme kreslit pro −∞ v nule a kde narazíme na hodnotu výb¥ru,
ud¥láme skok o velikosti 1/n. Skon£íme v +∞ v hodnot¥ jedna. Je to tedy schodovitá funkce s p°ír·stky 1/n
v místech zm¥°ených dat.
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10.1 Lineární regrese

P°íklad

Sledujeme produkci automobilového závodu b¥hem p·l roku. Produkce v jednotlivých m¥sí-
cích byla

m¥síc 1 2 3 4 5 6
produkce (ks×100) 4.3 3.9 4.2 4.5 4.4 5.1

Odhadn¥te lineární trend t¥chto dat a ur£ete, zda mají tendenci k r·stu nebo poklesu.

Zadaná data jsou vykreslena na obrázku a je jimi "od oka" proloºena p°ímka. Ihned nás
napadnou otázky

• jsou tato data vhodná k aproximaci p°ímkou?

• je nakreslená p°ímka tou nejlep²í, která data aproximuje?

m¥síc

pr
od

uk
ce

ŷi

yi

xi

Abychom na otázky z p°íkladu dokázali odpov¥d¥t, budeme datové dvojice [xi, yi], i =
1, 2, . . . , n reprezentovat geometricky, jako body v rovin¥. P°ímku, kterou chceme body pro-
loºit, budeme uvaºovat ve sm¥rnicovém tvaru y = b1x + b0, kde [x, y] je libovolný bod
p°ímky, b1 je sm¥rnice a b0 absolutní £len (úsek na ose y). Optimální p°ímku nazveme re-
gresní p°ímka a budeme poºadovat, aby poloha této regresní p°ímky v·£i datovým bod·m
minimalizovala ur£ité kriterium vzdálenosti. Abychom mohli být konkrétní, zavedeme násle-
dující pojmy a uvedeme vzorce pro výpo£et regresních koe�cient·:

Predikce ŷi je bod, jehoº x-ová sou°adnice je xia y-ová b1xi + b0, tj. leºí na proloºené
p°ímce.

Chyba predikce ei je rozdíl mezi datovým bodem a predikcí, tj. svislá vzdálenost bodu
od p°ímky.
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Model datových bod· lze pomocí proloºené p°ímky vyjád°it takto: datový bod je predikce
plus chyba predikce, tj.

yi = b1xi + b0 + ei (40)

Kritérium optimality pro "ideální regresní p°ímku" de�nujeme jako sou£et kvadrát·
v²ech chyb predikce

J =
n∑
i=1

e2
i , (41)

a poºadujeme, aby bylo minimální.

Chyby predikce odpovídající regresní p°ímce, tj. p°ímce, pro kterou je kriterium J minimální,
nazýváme rezidua.

Koe�cienty regresní p°ímky b1 a b0 jsou6

b1 =
Sxy
Sxx

, b0 = y − b1x, (42)

s ozna£ením

x =
1

n

n∑
i=1

x, y =
1

n

n∑
i=1

yi, Sxx =
n∑
i=1

(xi − x)2, Sxy =
n∑
i=1

(xi − x)(yi − y).

Korela£ní koe�cient r je

r =
Sxy√
SxxSyy

, (43)

kde Syy =
∑n

i=1(yi − y)2.

Poznámka

Uvedený vzorec není v rozporu s tím, který jsme uvedli v souvislosti s Pearsonovým testem.
Po vyd¥lení £itatele i jmenovatele výrazem n− 1 dostaneme totéº.

Význam:

• Koe�cient b1 vypovídá o trendu regresní p°ímky. Je-li b1 > 0 p°ímka roste, pro b1 < 0
klesá a v p°ípad¥ b1 = 0 je vodorovná.

• Korela£ní koe�cient r nese informaci o tom, jak silná je vazba mezi daty x a y. Jeho
rozsah je r ∈ (0, 1) a je li nulový, veli£iny x a y spolu nesouvisí � regrese nemá význam.
Je-li kladný p°ímka roste, je-li záporný, klesá. �ím více se blíºí ±1 tím je vazba siln¥j²í.
Pro r = ±1 leºí datové body na regresní p°ímce.

6Odvození vzorc· je uvedeno v Dodatku ??.
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P°íklad

(pokra£ování) Podle zadání na²eho p°íkladu o produkci automobil· bude

x = 3.5, y = 4.4, Sxx = 17.5, Syy = 0.8, Sxy = 2.9, b1 = 0.166, b0 = 3.82, r = 0.775

Predikce v bodech m¥°ení (nebo i kdekoliv jinde) ur£íme tak, ºe do odhadnuté regresní p°ímky
dosadíme p°íslu²ná x

ŷi = b1xi + b0 = 0.166xi + 3.82, i = 1, 2, . . . , n

tj. 3.99, 4.15, 4.32, 4.48, 4.65, 4.82

Hodnota regresního koe�cientu r = 0.775, stejn¥ jako sm¥rnice regresní p°ímky b1 = 0.166
potvrzují, ºe data mají tendenci nár·stu. Regresní koe�cient navíc ukazuje, ºe data lze dosti
dob°e aproximovat p°ímkou (0.775→ 1).

Funkce ve Scilabu:

- jednoduchá regrese a predikce

p = lin_reg(x,y),

yp=lin_pred(x,p),

- vícenásobná regrese a predikce

p=lin_reg_n(x,y),

yp=lin_pred_n(x,p)

10.2 Nelineární regrese

P°ímka je nejznám¥j²í, nikoliv v²ak jedinou funkcí, kterou lze m¥°enými body prokládat.
Jako dal²í z moºností uvedeme polynomickou a exponenciální regresi. D·leºité p°i tom je,
abychom dokázali vyjád°it závisle prom¥nnou y (nebo její funkci) jako skalární sou£in vektoru
parametr· a regresního vektoru, tj. vektoru, jehoº sloºky jsou funkce m¥°ených dat, pomocí
kterých chceme y vyjad°ovat. Tak dostaneme obecnou regresní rovnici

f0 (yi) = bmfm(xi) + bm−1fm−1(xi) + · · ·+ b1f1(xi) + b0 + ei = (44)

= [fm(xi), fm−1(xi), . . . , f1(xi), 1]× [bm, bm−1, . . . , b1, b0]′ + ei,

kde
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fk(xi), k = 1, 2, . . . ,m, i = 1, 2, . . . , n jsou známé funkce nezávisle prom¥nných xi,

f0 (yi) , i = 1, 2, . . . , n je známá funkce závisle prom¥nných yi a

symbol_′ zna£í transpozici.

Regresní koe�cienty obdrºíme takto:

• Sestavíme vektor výstup· a datovou matici

Y =


f0 (y1)
f0 (y2)
. . .

f0 (yn)

 , X =


fm (x1) , fm−1 (x1) , . . . , f1 (x1) , 1
fm (x2) , fm−1 (x2) , . . . , f1 (x2) , 1
. . . . . . . . . . . . . . .

fm (xn) , fm−1 (xn) , . . . , f1 (xn) , 1

 .
• Regresní koe�cienty jsou

•
b = [bm, bm−1, . . . , b0]′ = (X ′X)

−1
X ′Y. (45)

Poznámka

V²imn¥te si, ºe pro skalární p°ípad tento vzorec souhlasí s d°íve uvedeným.

P°íklad

(polynomiální regrese) Regresní p°ímka má tvar

y = bmx
m + bm−1x

m−1 + · · ·+ b1x+ b0, (46)

který je vzhledem k parametr·m lineární.

Datová matice bude

Y =


y1

y2

. . .
yn

X =


xm1 , xm−1

1 , . . . , x1, 1
xm2 , xm−1

2 , . . . , x2, 1
. . . . . . . . . . . .
xmn , xm−1

n , . . . , xn, 1

 .
Dal²í postup podle obecného návodu vý²e.

p=pol_reg(x,y,k)

yp=pol_pred(x,p)
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10.3 Exponenciální regrese

Regresní k°ivka má tvar

y = a exp{b1x}, (47)

který je nelineární. Linearizujeme je logaritmováním

ln y = ln a+ b1x ⇒ ỹ = b1x+ b0, (48)

kde ỹ = ln y a b0 = ln a.

Dále jiº postupujeme podle obecného návodu.

Poznámka

Pozor! Z linearizované regresní p°ímky dostaneme logaritmy predikcí ln ŷ. Skute£né predikce
jsou ŷ = exp{ln ŷ}.

p=exp_reg(x,y),

yp=exp_pred(x,p).

10.4 Logistická regrese

Oby£ejná regresní analýza, jak jsme ji dosud prezentovali, neumí jako závisle prom¥nnou y
uvaºovat diskrétní veli£inu, tj veli£inu, která m·ºe nabývat jen vybraných hodnot (v¥t²inou
celo£íselných). Je to pochopitelné. Kdyº budeme násobit data z regresního vektoru odhad-
nutými parametry, t¥ºko zajistíme, aby sou£et t¥chto sou£in· pat°il do mnoºiny p°edem
vybraných (zpravidla celých) £ísel. P°itom p°ípady, kdy pot°ebujeme modelovat diskrétní
veli£inu, jsou dosti £asté. Tak nap°íklad nehoda (je, není), (je smrtelná, je se zran¥ním, jen
hmotná ²koda, není) nebo kolona (není, je malá, je velká) nemluv¥ ani o stupni dopravy
(1,2,3,4,5), který je p°ímo jako diskrétní de�nován.

Jak je patrné z p°edchozího vý£tu, n¥které veli£iny jsou diskrétní jiº svou povahou, jiné
lze chápat jako spojité a vhodn¥ je diskretizovat. Kaºdopádn¥ je moºno °íci, ºe statistické
postupy pro diskrétní modely jsou jednodu²²í a lze s nimi °e²it i takové úlohy, které by ve
spojité form¥ byly ne°e²itelné. Nicmén¥ ani diskrétní modely nejsou bez vady. Zvlá²t¥ p°i
po£áte£ní diskretizaci se snadno dostáváme do prostor· s tak vysokou dimenzí, ºe výpo£etní
postupy také zhavarují. Proto je po£et hodnot p°i diskretizaci t°eba volit velmi obez°etn¥ a
mnoºstvím hodnot p°i diskretizaci neplýtvat.

Úloha, která modeluje diskrétní veli£iny s hodnotami y = 0, 1, v závislosti na jiných, a´ uº
diskrétních nebo spojitých, se nazývá logistická regrese. Své jméno dostala po logistické
k°ivce

y = log
p

(1− p) = logit (p)

113



pro p ∈ (0, 1). Tato funkce provádí transformaci intervalu (0, 1) na celou reálnou osu R7. Celá
logistická regrese se velmi podobá oby£ejné regresi aº na to, ºe místo y modelujeme funkci
logit (p), kde p = P (y = 1|x, b), coº je podmín¥ná pravd¥podobnost, ºe y = 1 p°i znalosti
regresního vektoru x a regresních parametr· b.

Rovnice logistické regrese má tvar

logit (p) = x′b

kde x′b = b0 + b1x1 + · · · + bnxn a x i b jsou sloupcové vektory (vektor b za£íná nulovým
indexem, vektor x jedni£kou).

Jestliºe dosadíme za funkci logit (·), dostaneme uvedenou rovnici v jiném tvaru

p =
exp (x′b)

1 + exp (x′b)
(49)

Odhadování

Úkolem odhadu je ur£it hodnoty vektoru parametr· b na základ¥ zm¥°eného datového vzorku
yi, xi pro i = 1, 2, · · · , N kde xi = [1, x1;i, x2;i; · · · , xn;i] . Protoºe se jedná o nelineární model,
nelze pouºít metodu nejmen²ích £tverc· jako u oby£ejné lineární regrese. Pro identi�kaci tedy
pouºijeme metodu maximální v¥rohodnosti. Sestavíme v¥rohodnostní funkci (sou£in model·
s dosazeným výb¥rem) a budeme ji numericky maximalizovat.

Model pro y je podmín¥ná hustota pravd¥podobnosti y s alternativním rozd¥lením (dva
moºné výsledky) a s parametrem p = p (x, b) závislým na parametrech b a zm¥°eném regres-
ním vektoru x. Pro zm¥°ené yi a xi dostáváme

f (yi|xi, b) = p (xi, b)
yi [1− p (xi, b)]

1−yi

a pro logaritmus v¥rohodnostní funkce lN (b) = logLN (b)

lN (b) = logLN (b) = log
N∏
i=1

f (yi|xi, b) = log
N∏
i=1

p (xi, b)
yi [1− p (xi, b)]

1−yi =

=
N∑
i=1

[yi log (pi) + (1− yi) log (1− pi)] = · · ·

· · · =
N∑
i=1

[yixib− log (1 + exp {xib})] (50)

7Skute£n¥, pro p = 0 je y = −∞, pro p = 0.5 je y = 0 a pro p = 1 dostaneme y =∞.
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První derivace logaritmické v¥rohodnostní funkce je

∂lN (b)

∂bj
=

N∑
i=1

(
yixj;i −

1

1 + exp {xib}
exp {xib}xj;i

)
=

N∑
i=1

(yi − pi)xj;i (51)

kde pi = p (xi, b) a dále jsme vyuºili vztah (49).

Druhá derivace je

∂2lN (b)

∂bk∂bj
=
∂lN (b)

∂bk

∂lN (b)

∂bj
= pi (1− pi)xk;ixj;i

Pro maximalizaci lze pouºít Newtonovu metodu. Tu dostaneme pomocí rozvoje maxima-
lizované funkce Taylorovým rozvojem druhého °ádu.

l (b+ δ) = f (b) + f
′
(b) δ +

1

2
f
′′

(b) δ2

Derivaci podle δ poloºíme rovnu nule a dostaneme

f
′
(b) + f

′′
(b) δ = 0

Odtud plyne vzorec pro numerické hledání extrému. Poloºíme obecn¥ bt+1 = b+ δ a b = bt a
dostaneme

bt+1 = bt −
f
′
(bt)

f ′′ (bt)
nebo vektorov¥ bt+1 = bt −H (bt)

−1G (bt)

kde Hessova matice H je matrice druhých parciálních derivací a gradient G je vektor prvních
parciálních derivací

Hj,k =
∂2lN (b)

∂bk∂bj
, Gj =

∂lN (b)

∂bj

Program realizující zmín¥nou optimalizaci je následující
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% Program pro logistickou regresi zavislosti poctu nehod

% na vybranych charakteristikach dopravnich komunikaci

% ======================================================

%

matini

load nehody % natazení dat

[n m]=size(x);

x1=[ones(n,1) x];

th=rand(m+1,1); % startovaci hodnoty parametru

for i=1:1000

[g h]=gradHessL(y,x1,th); % generovani gradientu a Hessovy matice

gg=sqrt(g'*g);

hh=h+eye(m+1)*1e-5; % regularizace pro inverzi

th=th-inv(hh)*g/(1+gg); % promenná delka kroku

if gg<1e-3, break, end % test na ukoncení iteraci

end

yp=logit_inv(x1*th); % predikce v pravdepodobnostech

yi=round(yp); % bodova predikce

SE=sum(abs(y-yp))/n; % kriterium pro vyhodnoceni kvality

fig,plot(1:n,y,'o',1:n,yp,'x',1:n,yi,'*')

i,th,SE

kde procedura, která po£ítá gradient a Hessovu matici z log-likelihoodu pro logistickou regresi
je
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function [g h]=grHess(y,x,th)

% [g h]=grHess(y,x,th) gradient and Hessova matice pro

% logaritmus logisticke verohodnostni

% funkce

%

% g gradient

% h Hessova matice

% y zavisle promenna

% x nezavisle promenna

% th parametry

[n m]=size(x);

% gradient

g=zeros(m,1);

for t=1:n

xt=x(t,:);

pe=exp(xt*th);

p=pe/(1+pe);

g=g+(y(t)-p)*xt';

end

% Hessova matice

h=zeros(m,m);

for t=1:n

xt=x(t,:);

pe=exp(xt*th);

p=pe/(1+pe);

for i=1:m

for j=1:m

h(i,j)=h(i,j)-x(t,i)*x(t,j)*p*(1-p);

end

end

end

Program pracuje s daty pro analýzu nehodovosti.

Modelovaná veli£ina y je

nehoda (hmotná ²koda, zran¥ní nebo smrt),

v regresním vektoru x jsou veli£iny:
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doba (den, noc, soumrak)

viditelnost (jasno, mlha, dé²´, sníh)

rychlost (normální, p°ekro£ená)

typ sráºky (stejný sm¥r, protism¥r, vyjetí z vozovky)

výsledek (ohroºení, st°et, pevná p°ekáºka, zv¥°)

11 Korela£ní analýza

V p°edchozí kapitole jsme ukázali, jak k daným realizacím výb¥ru x a y sestrojit regresní
p°ímku. Zárove¬ jsme konstatovali, ºe výb¥rový korela£ní koe�cient r vypovídá o kvalit¥
regrese. P°esn¥j²í vyjád°ení, zaloºené na intervalech spolehlivosti a testech hypotéz, poskytuje
korela£ní analýza, které se budeme nyní v¥novat.

Ideální regresní p°ímka

Pro dal²í úvahy budeme p°edpokládat, ºe skute£n¥ existuje ideální regresní p°ímka s
rovnicí y = β0 + β1x, která generuje body [xi, yi] . My je v²ak nejsme schopni m¥°it £isté
a m¥°íme je se ²umem. O tomto ²umu p°edpokládáme, ºe má nulovou st°ední hodnotu a
konstantní rozptyl σ2. Na²í regresní p°ímku y = b1x + b0 chápeme jako odhad této ideální
p°ímky.

Koe�cienty b1 a b0 jsou potom bodovými odhady parametr· β1 a β0 a predikce ŷi = b0 + b1xi
jsou bodovými odhady hodnot ideální regresní p°ímky β0 + β1xi v bodech xi. V p°eneseném
slova smyslu °íkáme, ºe celá regresní p°ímka y = b0 +b1x je bodovým odhadem ideální p°ímky
y = β0 + β1x pro x ∈ R.

11.1 Intervaly spolehlivosti v regresi

Podobn¥ jako v kapitole o intervalech spolehlivosti uvaºujeme soubor a jeho parametry. T¥mi
jsou β0, β1 (koe�cienty skute£né p°ímky), β0 + β1x (hodnota skute£né p°ímky v libovolném
bod¥ x), ρ (souborový korela£ní koe�cient), p°ípadn¥ dal²í. My v²ak tyto parametry neznáme
a odhadujeme na základ¥ výb¥ru. Intervalový odhad pak ur£uje mnoºinu hodnot které para-
metr m·ºe nabýt s danou pravd¥podobností 1− α.

Interval pro β1

Jak jsme se zmínili d°íve, koe�cient regresní p°ímky u nezávisle prom¥nné x je sm¥rnicí
p°ímky a jeho znaménko ur£uje, zda je p°ímka klesající nebo rostoucí. Tento fakt m·ºe
být v n¥kterých aplikacích rozhodující a je st°edem zájmu regresní analýzy. P°edstavme si
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nap°íklad, ºe hodnoty yi jsou zisky na²í �rmy zaznamenané v jednotlivých m¥sících. Zisky
se mohou m¥síc od m¥síce velmi li²it, ale co nás p°edev²ím zajímá je to, zda mají celkovou
tendenci r·st nebo klesat.

P°itom je t°eba si uv¥domit, ºe to, co nás zajímá, je koe�cient β1, coº je parametr skute£ného
procesu (souboru), který sledujeme a ze kterého po°izujeme výb¥r v podob¥ bod· - dvojic
[xi, yi] . Statistikou pro odhad tohoto parametru je koe�cient b1 - sm¥rnice regresní p°ímky,
kterou jsme spo£etli z po°ízeného výb¥ru.

Zkonstruovaný interval potom ukazuje �velmi pravd¥podobné� hodnoty parametru β1. Pokud
nap°. celý interval leºí v kladné poloose, je �velmi pravd¥podobné� ºe skute£ná p°ímka roste.
Pokud obsahuje jak kladný, tak i záporný pod-interval, máme z pom¥ru délek pod-interval·
alespo¬ p°edstavu o pravd¥podobnosti r·stu nebo klesání skute£né p°ímky.

Interval spolehlivosti pro β1 je oboustranný interval se st°edem v b1, ve které bude leºet β1

s pravd¥podobností 1− α.
Interval spolehlivosti je dán vzorcem:

β1 ∈ b1 ±
se√
Sxx

tα/2,

kde

se =

√
Syy − S2

xy/Sxx

n− 2
, a tα/2 je krit. hod. St(n− 1) (52)

Vyuºití: obsahuje-li interval nulu, data nejsou p°íli² vhodná pro lineární regresi.

Interval pro hodnotu regresní p°ímky

Regresní p°ímku konstruujeme proto, abychom odhadli �skute£ná y� pro r·zná x. Pokud
bychom se ale zajímaly o hodnoty y, které budeme opakovan¥ dostávat v jednom bod¥ x = xp,
zjistíme samoz°ejm¥, ºe se budou navzájem také li²it (m¥°íme se ²umem a ten se neustále
m¥ní). Neur£itost hodnot y bude dána jednak neznalostí p°esné polohy ideální p°ímky (pa-
rametry β0 a β1) a dále neznalostí ²umu (rozptyl σ2). Bude-li nás zajímat, v jakém rozsahu
m·ºeme o£ekávat hodnoty y v daném bod¥ xp m·ºeme zkonstruovat interval spolehlivosti
pro hodnoty y v bod¥ xp.

Tento interval pro hodnoty y v pevném bod¥ xp je oboustranným intervalem ve kterém bude
leºet (1− α)× 100% v²ech hodnot y generovaných v bod¥ xp.

Interval spolehlivosti je:

y(xp) ∈ ŷp ± se

√
1 +

1

n
+

(xp − x)2

Sxx

kde sm¥rodatná odchylka se je dána v (52).
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Vyuºití: �ím ²ir²í je tento interval, tím mén¥ vhodná je lineární regrese.

Poznámka

�asto se uvádí celý pás spolehlivosti, tvo°ený intervaly na husté síti bod· xp.

[is_e,is_p,pval_a,pval_r]=reg_infe(x,y,xp,alpha,alt),

is_e,is_p jsou IS pro st°ední hodnotu a predikci,

pval_a,pval_r jsou p-hodnoty pro sm¥rnici a korela£ní koe�cient,

x,y výb¥ry, xp pevný bod x, alpha hladina významnosti pro test, alt sm¥rování
testu.

11.2 Testy hypotéz v regresi

Intervaly spolehlivosti, o kterých jsme mluvili v minulém odstavci, vypovídaly o jistých vlast-
nostech sledovaného souboru, který je v p°ípad¥ regresní analýzy reprezentován dv¥ma ná-
hodnými veli£inami X a Y , mezi nimiº hledáme závislost. Parametry, které jsme odhadovali
souvisely práv¥ s vlastnostmi této závislosti.

Vlastnosti sledovaného souboru jsou vyjád°eny lineární závislostí s aditivním ²umem ve tvaru

y = β0 + β1x+ e

kde pro ²um e p°edpokládáme nulovou st°ední hodnotu a konstantní rozptyl σ2. Otázkou ale
z·stává do jaké míry, nebo zda v·bec, zm¥°ená realizace výb¥ru [xi, yi] , i = 1, 2, · · · , n m·ºe
pocházet z p°edpokládaného souboru, který generuje lineárn¥ závislá data. Situaci budeme
ilustrovat na t°ech následujících p°ípadech:

Ideální regrese

V tomto p°ípad¥ je ²um nulový a zm¥°ené body leºí p°esn¥ na regresní p°ímce.

Normální regrese

Regresní p°ímka body aproximuje ve smyslu nejmen²ích £tverc· reziduí. Pokud bychom ale
polohu p°ímky jakkoli zm¥nili, dostaneme aproximaci, která je hor²í. �ím více jsou body
kolem p°ímky �rozházeny�, tím je kvalita aproximace p°ímkou pochybn¥j²í.

Nesmyslná regrese

V tomto extrémním p°ípad¥ (kdy zm¥°ené body tvo°í vrcholy £tverce) je aproximace p°ímkou
nesmyslná. V²echny p°ímky, procházející st°edem £tverce, jsou stejn¥ dobre (nebo lépe, stejn¥
²patné).

Dále uvedeme dva testy, které ov¥°ují, zda je regresní analýza v daném p°ípad¥, tj. pro sebraný
datový výb¥r [xi, yi] , i = 1, 2, · · · , n, vhodná.
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t-test korela£ního koe�cientu (Pearson·v test)

První z uvedených test·, Pearson·v test, který jsme mimochodem jiº uvád¥li mezi nepa-
rametrickými testy, je zaloºen na testu nulovosti souborového korela£ního koe�cientu ρ. V
p°ípad¥, ºe je korela£ní koe�cient ρ nulový, jsou náhodné veli£iny X a Y nekorelované, není
mezi nimi ºádná závislost, a tedy ani lineární. Op¥t, skute£ný korela£ní koe�cient ρ neznáme
a dozvídáme se o nem jen z výb¥ru a to prost°ednictvím výb¥rového korela£ního koe�cientu
r. Ten je také statistikou pro odhad ρ.

Normovaná statistika:
t =

r√
1−r
n−2

∼ St(n− 2)

Test je oboustranný, s nulovou hypotézou H0 : "data nejsou vhodná pro regresi".

[p_hodnota,T,z_alpha]=pearson_test(X,Y,alpha)

Poznámka

V¥t²inou testujeme data na regresní analýzu proto, abychom ji mohli provést. P°itom nulová
hypotéza °íká, ºe data nejsou vhodná pro regresi. Dostáváme tak trochu zamotaný výsledek:
nulovou hypotézu zamítáme, data jsou vhodná pro regresi. Jako by n¥co negativního, p°iná²elo
pozitivní výsledek.

F-test pom¥ru vysv¥tleného a nevysv¥tleného rozptylu

Tento test je velice obecný a má dal²í pouºití i mimo regresní analýzu - nap°íklad se uºívá i v
analýze rozptylu, kterou se budeme zabývat dále. Navíc je zaloºen pouze na zm¥°ených hod-
notách yi a na predikcích ŷi, tj. hodnotách zm¥°ených na regresní p°ímce. Pracuje s rozkladem
celkového sou£tu £tverc· na regresní sou£et £tverc· (který je vysv¥tlený) a reziduální sou£et
£tverc· (který je nevysv¥tlený). Jednotlivé pojmy dále vysv¥tlíme s pomocí následujícího
obrázku.

Na obrázku je nazna£ena situace regresní analýzy se t°emi body. Plnou £arou je vyzna£ena
regresní p°ímka a £árkovanou £arou pr·m¥rná hodnota ze v²ech t°í nam¥°ených y. Vpravo
naho°e je podrobn¥ji rozkreslena situace pro jeden /t°etí) nam¥°ený bod. Dole je hodnota
pr·m¥ru, nad ním zm¥°ená hodnota y3 a je²t¥ dále nahoru na p°ímce leºí predikce ŷ3. P°itom
platí:

(y3 − ȳ) = (ŷ3 − ȳ) + (y3 − ŷ3)

Tato rovnice ukazuje rozklad odchylky y3 od pr·m¥ru ȳ do dvou sloºek. První, (ŷ3 − ȳ) je
odchylka predikce leºící na regresní p°ímce od pr·m¥rné hodnoty ȳ. Tato sloºka je vysv¥tlená
existenci regresní p°ímky. Druhá sloºka, (y3 − ŷ3) je odchylka zm¥°eného bodu od regresní
p°ímky. Tato sloºka je nevysv¥tlená. P°edpokládáme, ºe body budou vysv¥tleny p°ímkou a
p°itom tomu tak úpln¥ není, aniº bychom to um¥li vysv¥tlit.
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Rovnost, kterou jsme práv¥ popsali pro odchylky, nalezneme i u sou£tu £tverc· t¥chto od-
chylek. Platí

Sy = Sŷ + Sê

kde

• celkový sou£et £tverc· odchylek dat od pr·m¥ru je

Sy =
n∑
i=1

(yi − y)2 = Syy,

• regresní sou£et £tverc· odchylek predikcí od pr·m¥ru je

Sŷ =
n∑
i=1

(ŷi − y)2 = S2
xy/Sxx,

• reziduální sou£et £tverc· odchylek dat od predikcí (tj. od p°ímky) je

Sê =
n∑
i=1

(yi − ŷi)2 = Syy − S2
xy/Sxx = Sy − Sŷ.

Regresní sou£et £tverc· ukazuje, kolik p·vodního rozptylu je vysv¥tleno na základ¥ regrese.
Reziduální sou£et vypovídá o zbylém, tedy nevysv¥tleném, rozptylu.

Statistika pro popisovaný test je

F =
(n− 2)Sŷ

Sê
∼ F (1, n− 2),

coº je podíl rozptylu vysv¥tleného regresí a nevysv¥tleného. Statistika má rozd¥lení F se
stupni volnosti 1 a n−2. Nulovou hypotézu H0 : "data nejsou vhodná pro regresi" testujeme
pomocí pravostranného F-testu.

[p_hodnota, T, df_num, df_den]=f_test_reg(x,y)

z-test nezávislosti reziduí

Dal²ím ov¥°ením správného p°ístupu k regresní analýze, zejména k dostate£nosti lineární
aproximace nam¥°ených bod·, m·ºe být test nezávislosti reziduí. D·kazem toho, ºe aproxi-
mující k°ivka (v¥t²inou p°ímka) je posta£ující, je nezávislost �zbytk· po aproximaci�, tedy
reziduí. Jestliºe rezidua nejsou nezávislá, znamená to, ºe mezi nimi existují vazby, které by
bylo moºno je²t¥ dále modelovat. Nap°íklad, bude-li data generovat parabola, a my je budeme
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aproximovat p°ímkou, budou rezidua závislá, a jejich závislost bude sv¥d£it o tom, ºe lineární
aproximace není dosta£ující. Bude t°eba hledat lep²í k°ivku - polynom druhého °ádu.

Pro test nezávislosti reziduí pouºijeme Po°adový test nezávislosti podle odstavce

[p_hodnota,T,z_alpha]=ordinal_test(X,alpha)

11.3 Test logistické regrese

Vhodnost jednotlivých prvk· regresního vektoru

Jedná se o test, který má prokázat, ºe vybraný prvek regresního vektoru je platný p°i vysv¥t-
lování závisle prom¥nné y. Za tímto ú£elem provedeme dv¥ regresní anylýzy. První s celým
regresním vektorem a ur£íme hodnotu logaritmické v¥rohodnostní funkce l (b) (50) a druhou
s regresním vektorem s vynechaným testovaným prvkem a s logaritmickou v¥rohodnostní
funkcí l− (b).

Statistika testu je

G = −2
[
l− (b)− l (b)

]
Rozd¥lení statistiky je Ch2, s jedním stupn¥m volnosti. Test je pravostranný, nulová hypotéza:
testovaná veli£ina do regrese nepat°í.

Vhodnost celého modelu logistické regrese

Celý logistický model je moºno testovat podobn¥. Statistika G je pak dána ve tvaru

G = −2
[
l0 (b)− l (b)

]
kde l0 (b) je logaritmická v¥rohodnostní funkce pro model, tvo°ený pouze konstantou b0.
Statistika má op¥t Chi2 rozd¥lení, ale s po£tem stup¬· volnosti rovným po£tu nezávislých
prom¥nných. Test je pravostranný, nulová hypotéza: model není vhodný pro logistickou re-
gresi.

12 Analýza rozptylu (ANOVA)

Podobn¥ jako korela£ní analýza, která z rozboru celkového rozptylu dat d¥lá záv¥ry o funkci
regrese, pracuje i analýza rozptylu (ANalysis Of VAriance) z celkovým rozptylem dat. Roz-
kládá jej do jednotlivých t°íd a d¥lá záv¥ry o t¥chto t°ídách.

P°edpokladem pro pouºití testu ANOVA je shoda rozptyl· dat v jednotlivých t°ídách. K
ov¥°ení tohoto p°edpokladu slouºí Bartlett·v test.

bude dodán pod jménem bartlett_test()
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12.1 ANOVA p°i jednoduchém t°íd¥ní

Uvaºujeme n¥kolik podobných zdroj· dat a chceme se p°esv¥d£it, ºe v²echny tyto zdroje
fungují stejn¥, tj. pr·m¥ry dat zm¥°ených na jednotlivých zdrojích jsou stejné. Postup testu
uvedeme podle p°íkladu.

P°íklad

Testujeme t°i automobily stejné zna£ky pro závod do vrchu. Vlivem nestejných podmínek
(r·zní °idi£i, povrch vozovky, atd.) se nam¥°ené £asy li²í. Na²ím úkolem je zjistit, zda rozdíly
v r·zných pr·m¥rných £asech p°i opakovaných jízdách jsou zp·sobeny rozdílnou kvalitou
automobil· nebo je lze p°i£íst na vrub náhodným vliv·m. Data, která jsme nam¥°ili, jsou v
tabulce

�asy p°i opakovaných jízdách automobil· (min)

jízda automobil 1 automobil 2 automobil 3
1 5.32 5.88 5.32
2 5.24 5.31 4.21
3 5.47 4.86 5.44
4 4.98 5.45 5.33
5 5.16 5.12 5.24

Ozna£íme:

a po£et t°íd (automobil· - po£et sloupc· tabulky),

nj po£et m¥°ení v j-té t°íd¥ (po£et °ádk· tabulky - zde stejný po£et m¥°ení, ale nemusí být),

N =
∑a

j=1 po£et v²ech m¥°ení (po£et v²ech prvk· tabulky),

xi,j je m¥°ení j-tého automobilu p°i i-té jízd¥ (prvek tabulky na pozici (i, j),

xj = [x1,j, x2,j, . . . , xnj ,j] m¥°ení od j-tého automobilu (j-tý sloupec tabulky,

x·,j = 1
n

∑n
i=1 xi,j pr·m¥ry dat od j-tého automobilu (pr·m¥ry ze sloupc·),

x = 1
a

∑a
i=1 xj pr·m¥r z pr·m¥r· pro jednotlivé automobily (celkový pr·m¥r tabulky),

pro j = 1, 2, . . . , a.

Celkový sou£et £tverc· zm¥°ených dat bude

S2
C =

a∑
j=1

nj∑
i=1

(
xi,j − x

)2
==

a∑
j=1

nj∑
i=1

(
xi,j − x·,j + x·,j − x

)2
=
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=
a∑
j=1

nj∑
i=1

(xi,j − x·,j)2 + 2
a∑
j=1

nj∑
i=1

(xi,j − x·,j)
(
x·,j − x

)
+

a∑
j=1

nj∑
i=1

(
x·,j − x

)2
=

=
a∑
j=1

nj∑
i=1

(xi,j − x·,j)2 +
a∑
j=1

nj
(
x·,j − x

)2
,

protoºe

• druhá závorka v prost°edním £lenu je nezávislá na i, m·ºeme ji tedy vytknout p°ed
sumu a sou£et prvního £lenu dá (x̄·,j − x̄·,j) = 0.

• celý t°etí £len je nezávislý na i a
∑nj

i=1 1 = nj.

De�nujeme:

S2
U - sou£et £tverc· uvnit° t°íd, který po normování dává rozptyl uvnit° t°íd - tj. nevy-

sv¥tlený rozptyl

S2
U =

a∑
j=1

nj∑
i=1

(xi,j − x·,j)2,

a normaliza£ní faktor, stupn¥ volnosti, který je

dfU = N − a,

protoºe volných prom¥nných je n1 − 1 + n2 − 1 + . . . , na − 1 =
∑a

j=1 nj − a = N − a.

S2
M - sou£et £tverc· mezi t°ídami je to druhá £ást rozkladu S2

C , která po normování
dává rozptyl mezi t°ídami - tj. rozptyl vysv¥tlený r·zností t°íd

S2
M =

a∑
j=1

nj(x·,j − x)2

a normaliza£ní faktor, stupn¥ volnosti, je

dfM = a− 1,

protoºe pr·m¥r· je a a mezi nimi existuje jedna vazba ¯̄x.

Statistika pro test je dána podílem

F =
S2
M/(a− 1)

S2
U/(N − 1)

∼ F (a− 1, N − 1),

coº je podíl rozptylu vysv¥tleného t°ídami a rozptylu nevysv¥tleného. Statistika má rozd¥lení
F se stupni volnosti a− 1 a N − 1.

125



Nulová hypotéza H0: "st°ední hodnoty t°íd jsou stejné". Test je pravostranný.

P°íklad (dokon£ení)

V na²em p°íklad¥ o závodních automobilech je
a = 3; n1 = n2 = n3 = 5; N = 3× 5 = 15 · · · pr·m¥ry xi : 5.23, 5.32, 5.11.

sou£et £tverc· mezi t°ídami S2
M = 0.12; sou£et £tverc· uvnit° t°íd s2

U = 1.74.

stupn¥ volnosti mezi t°ídami dfM = 2; stupn¥ volnosti uvnit° t°íd dfU = 12.

Statistika: Fr = 0.1177/2
1.7435/12

= 0.405

p-hodnota: pv = P (F > Fr) = 0.676

p°i pouºití rozd¥lení F (a− 1, N − 1)) = F (2, 12).

Záv¥r testu: automobily jsou stejné.

[p_hodnota,T]=anova_1(y,n)

12.2 ANOVA p°i dvojném t°íd¥ní

Uvaºujeme podobn¥ jako v p°edchozím n¥kolik zdroj· dat. Rozdíl je v tom, ºe na tyto zdroje
mohou mít vliv je²t¥ dal²í faktory. Cílem je ur£it, zda rozdíly v datech je moºno vysv¥tlit
vlivem t¥chto dal²ích faktor·, nebo zda zdroje jsou skute£n¥ r·zné.

P°íklad

Testujeme t°i automobily stejné zna£ky pro závod do vrchu a máme k dispozici p¥t °idi£·.
Kaºdého z °idi£· necháme vyjet závodní dráhu se v²emi automobily a zaznamenáme jejich
£asy. Ty jsou uvedeny v tabulce

�asy p°i jízdách automobil· s r·znými °idi£i (min)
automobil 1 automobil 2 automobil 3

°idi£ 1 5.32 5.88 5.32
°idi£ 2 5.24 5.31 4.21
°idi£ 3 5.47 4.86 5.44
°idi£ 4 4.98 5.45 5.33
°idi£ 5 5.16 5.12 5.24
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Na²ím úkolem je zjistit, zda rozdíly v r·zných pr·m¥rných £asech p°i jízdách automobil· jsou
zp·sobeny rozdílnou kvalitou automobil· nebo je lze p°i£íst na vrub rozdíl·m mezi °idi£i.

Poznámka

V p°íklad¥ pro jednoduché t°íd¥ní jsme se snaºili rozdílnosti v £asech vysv¥tlit pouze rozdíl-
ností automobil·. Nyní rozdíly v £asech vysv¥tlujeme jednak rozdílností automobil·, ale také
rozdílností °idi£·.

Ozna£íme:

a je po£et automobil· (po£et sloupc· tabulky),

b po£et °idi£· (po£et °ádk· tabulky),

xi,j je £as j-tého automobilu s i-tým °idi£em

x·,j = 1
b

∑b
i=1 xi,j je pr·m¥rný £as j-tého automobilu (p°es v²echny °idi£e),

xi,· =
1
a

∑b
j=1 xi,j je pr·m¥rný £as i-tého °idi£e (se v²emi automobily),

x je celkový pr·m¥rný £as z celé tabulky.

Celkový rozptyl dat a jeho ortogonální rozklad je

S2
C =

a∑
i=1

b∑
j=1

(
xi,j − x

)2
=

=
a∑
i=1

b∑
j=1

(
xi,j − x+ x·,j − x·,j + xi,· − xi,· + x− x

)2
=

=
a∑
i=1

b∑
j=1

[(
x·,j − x

)
+
(
xi,· − x

)
+ (xi,j − x̂ij)

]2
=

=
a∑
i=1

b∑
j=1

(
x·,j − x

)2
+ b

a∑
i=1

(
xi,· − x

)2
+ a

b∑
j=1

(xi,j − x̂ij)2 ,

kde predikce x̂i,j je

x̂i,j = x·,j + xi,· − x =
(
x·,j − x

)
+
(
xi,· − x

)
+ x (53)

a poslední rovnost platí, protoºe
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b∑
j=1

(
x·,j − x

)
= 0 a

a∑
i=1

(
xi,· − x

)
= 0

De�nujeme:

S2
A sou£et £tverc· mezi pr·m¥ry automobil· (prost°ední £len v rozkladu S2

C)

S2
A = b

a∑
i=1

(xi,· − x)2

a odpovídající stupn¥ volnosti
dfA = a− 1

S2
B sou£et £tverc· mezi pr·m¥ry °idi£· (poslední £len v rozkladu S2

C)

S2
B = a

b∑
j=1

(x·,j − x)2

se stupni volnosti
dfB = b− 1

S2
U reziduální sou£et £tverc· (uvnit° t°íd) (první £len v rozkladu S2

C)

S2
U =

a∑
i=1

b∑
j=1

(xi,j − x̂i,j)2,

který je vypo£ten z rozdíl· mezi daty xi,j a jejich p°edpov¥¤mi x̂i,j viz (53).

Stupn¥ volnosti jsou
dfU = (a− 1)(b− 1).

Statistika pro test automobil· je dána podílem

FA =
(b− 1)S2

A

S2
U

∼ F (a− 1, (a− 1)(b− 1)),

coº je podíl rozptylu vysv¥tleného rozdíly v automobilech a rozptylu nevysv¥tleného. Statis-
tika má rozd¥lení F se stupni volnosti a− 1 a (a− 1)(b− 1).

Nulová hypotéza H0: "st°ední hodnoty pro automobily jsou stejné". Test je pravostranný.

Statistika pro test °idi£· je dána podílem

FB =
(a− 1)S2

B

S2
U

∼ F (b− 1, (a− 1)(b− 1)),
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coº je podíl rozptylu vysv¥tleného rozdíly v °idi£ích a rozptylu nevysv¥tleného. Statistika má
rozd¥lení F se stupni volnosti b− 1 a (a− 1)(b− 1).

Nulová hypotéza H0: "st°ední hodnoty pro °idi£e jsou stejné". Test je pravostranný.

Funkce ve Scilabu:

[pv_col, pv_row]=anova_2(s)

Poznámka

Na první pohled by se mohlo zdát, ºe ANOVA s dvojným t°íd¥ním provádí pouze dva paralelní
testy pro dv¥ veli£iny, které mají vliv na sledovaná data. Není to v²ak pravda. V kaºdém z
obou test· se berou v úvahu vlivy obou veli£in. To co jsme d°íve museli prohlásit za nevysv¥t-
lený rozptyl (který byl t°eba proti vysv¥tlenému p°íli² veliký), lze nyní vysv¥tlit pomocí druhé
veli£iny. Tím se nevysv¥tlený rozptyl zmen²í a test m·ºe dopadnout zcela jinak.

P°íklad (dokon£ení)

V na²em p°íklad¥ o závodních automobilech je
a = 3, b = 5,

pr·m¥ry pro automobily xi,· : 5.23 5.32 5.11,

pr·m¥ry pro °idi£e x·,j : 5.51 4.92 5.26 5.25 5.17.

sou£et £tverc· mezi automobily S2
A = 0.118, sou£et £tverc· mezi °idi£i S2

B = 0.530,

reziduální sou£et £tverc· S2
U = 1.213.

stupn¥ volnosti mezi automobily dfA = 2, sou£et £tverc· mezi °idi£i dfB = 4,

stupn¥ volnosti pro reziduální sou£et £tverc· dfU = 8.

Statistika: FA = 0.388, p-hodnotaA = 0.69

Statistika: FB = 0.874, p-hodnotaB = 0.52

Záv¥r testu: ani automobily ani °idi£i nejsou odli²ní.

[pv_col, pv_row] = anova_2(x),

pv_col, pv_row jsou p-hodnoty,

x data (matice s prvním faktorem ve sloupcích a druhým faktorem v °ádcích).
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12.3 Souvislost metody ANOVA s regresní analýzou

Úlohu ANOVA lze °e²it jako úlohu regresní analýzy. Nejprve se budeme zabývat úlohou
ANOVA s jednoduchým t°íd¥ním, kdy zm¥°ený datový vzorek d¥líme na t°ídy podle jediného
faktoru, potom úlohou ANOVA s dvojným t°íd¥ním, kdy data d¥líme do t°íd podle dvou
faktor·. Pro jednodu²²í zápis budeme uvaºovat, ºe v kaºdé t°íd¥ daného faktoru je vºdy
stejný po£et m¥°ení. To mám umoºní zm¥°ená data zapsat v kompaktním tvaru matice.
Stejný po£et m¥°ení ve t°ídách v²ak není podmínkou úlohy.

ANOVA s jednoduchým t°íd¥ním

Tato úloha analyzuje datovou matici X s n °ádky (m¥°eními) a a sloupci (t°ídami), data
jednotlivých t°íd Xj jsou uloºena ve sloupcích, nap°.

X =


x11 x12 x13

x21 x22 x23

x31 x32 x33

x41 x42 x43


kde Xj = [x1j, x2j, x3j, x4j]

′ jsou pro j = 1, 2, 3 data t°íd 1, 2, 3.

Základní model pro jeden datový bod je

xij = µ+ aj + εij (54)

který °íká, ºe bod, zm¥°ený ve t°íd¥ j má hodnotu µ, spole£nou pro v²echny t°ídy plus
hodmotu aj, která je spole£ná bod·m jedné t°ídy, ale mezi t°ídami se m·ºe li²it plus ²um.
�ísla aj, j = 1, 2, · · · , a tedy vyjad°ují, o co se jednotlivé t°ídy li²í. Budou-li v²echna aj
nulová, budou t°ídy stejné.

Z uvedeného modelu dostaneme pro jeden sloupec matice X

Xj = µOn + ajOn + εj (55)

kde On je sloupcový vektor jedni£ek o rozm¥ru n a εj je j-tý sloupec matice ²umu ε.

Se°adíme-li nyní sloupce Xj matice X pod sebe do vektoru, dostaneme s pomoci vztahu (55)
následující model
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

x11

x21

x31

x41

x12

x22

x32

x42

x13

x23

x33

x43



=



1 1 0 0
1 1 0 0
1 1 0 0
1 1 0 0
1 0 1 0
1 0 1 0
1 0 1 0
1 0 1 0
1 0 0 1
1 0 0 1
1 0 0 1
1 0 0 1




µ
a1

a2

a3

+



ε11

ε21

ε31

ε41

ε12

ε22

ε32

ε42

ε13

ε23

ε33

ε43



(56)

který je regresním modelem x = dθ + ε s obecn¥ parametry θ = [µ, a1, a2, · · · , aj]′ . Vektor y
je sloºen s m¥°ených dat z jednotlivých t°íd postupn¥ pod sebou. Datová matice d je tvo°ena
jedni£kami v prvním sloupci a dále má úseky jedni£ek na místech odpovídajících jednotlivým
t°ídám.

ANOVA s dvojným t°íd¥ním

P°i úloze ANOVA s dvojným t°íd¥ním uvaºujeme dva faktory. Zdrojem dat je matice X s n
°ádky (t°ídami 2. faktoru) a s a sloupci (t°ídami 1. faktoru).

Základní model pro jeden datový bod je

xij = µ+ aj + bi + εij

kde aj se m¥ní po sloupcích (v kaºdé sloupci je stejné) a bi se m¥ní po °ádcích (v kaºdém
°ádku je stejné). aj tedy modeluje r·znost t°íd 1. faktoru (sloupc·) a bi r·znost t°íd 2. faktoru
(°ádk·).

Se°adíme-li op¥t matici X do sloupce jako v (56) a pouºijeme-li stejného p°íkladu, dostaneme

x11

x21

x31

x41

x12

x22

x32

x42

x13

x23

x33

x43



=



1 1 0 0 1 0 0 0
1 1 0 0 0 1 0 0
1 1 0 0 0 0 1 0
1 1 0 0 0 0 0 1
1 0 1 0 1 0 0 0
1 0 1 0 0 1 0 0
1 0 1 0 0 0 1 0
1 0 1 0 0 0 0 1
1 0 0 1 1 0 0 0
1 0 0 1 0 1 0 0
1 0 0 1 0 0 1 0
1 0 0 1 0 0 0 1





µ
a1

a2

a3

b1

b2

b3

b4


+



ε11

ε21

ε31

ε41

ε12

ε22

ε32

ε42

ε13

ε23

ε33

ε43



(57)
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to je op¥t regresní model x = dθ s parametry θ = [µ, a, · · · , b, · · · ]
Regresi testujeme F-testem. Je-li pv → 0 je regrese vhodná, koef. nejsou blízko 0 a tedy
faktory mají vliv. V opa£ném p°ípad¥ nemají.
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13 Dodatky k pravd¥podobnosti

13.1 σ-algebra a borelovské pole

σ-algebra

Jevové pole jsme de�novali jako mnoºinu v²ech jev·, tj. mnoºinu v²ech podmnoºin základního
prostoru. Ve skute£nosti ale nemusíme pracovat s mnoºinou v²ech jev·. Sta£í uvaºovat jen
ur£itou podmnoºinu jev·, která ale musí spl¬ovat poºadavky na σ-algebru.

P°íklad

Uvaºujme pokus hod kostkou. Základní prostor tohoto pokusu je Ωk = {1, 2, 3, 4, 5, 6} .
Jestliºe se rozhodneme pouºít kostku pro generování výsledk· pokusu hod mincí, m·ºeme na-
p°íklad de�novat výsledky jako sudé a liché (ozna£íme 1 a 2). Základní prostor nového pokusu
bude Ω = {1, 2} a prostor v²ech jev· A = {∅, {1} , {2} ,Ω} . Prostor jev· A je podmnoºinou
prostoru jev· Ak spojeného s p·vodní úlohou o kostce.

σ−algebra jev·

Neprázdnou mnoºinu jev· S ⊂ Ω nazveme σ−algebrou, jestliºe platí:
1. jestliºe J ∈ S pak také J ′ ∈ S,
2. jestliºe Ji ∈ S pro i = 1, 2, · · · , pak také ∪∞i=1Ji ∈ S

Výklad de�nice

Uvedená de�nice °íká, ºe aby mnoºina jev· byla σ-algebrou, a tedy mohla být povaºována
za jevové pole n¥jakého náhodného pokusu, musí být uzav°ená na dopl¬ky a (spo£etná)
sjednocení.

P°íklad

Ov¥°íme vlastnost uzav°enosti σ-algebry pro jevové pole koruny, kterou jsme obdrºeli z
kostky. Nejd°íve ov¥°íme dopl¬ky: ∅′ = Ω, 1′ = 2, 2′ = 1, Ω′ = ∅. Dále ov¥°íme sjedno-
cení dvojice jev·: ∅ ∪ 1 = 1, ∅ ∪ 2 = 2, ∅ ∪ Ω = Ω, 1 ∪ 2 = Ω, 1 ∪ Ω = Ω, 2 ∪ Ω = Ω.
Pokra£ujeme trojicemi: ∅∪ 1∪ 2 = Ω, ∅∪ 1∪Ω = Ω, ∅∪ 2∪Ω = Ω, 1∪ 2∪Ω = Ω. A nakonec
∅ ∪ 1 ∪ 2 ∪ Ω = Ω. V²echny výsledky pat°í do A, a tedy A je σ-algebra.

D·sledek de�nice

Ze skute£nosti, ºe σ-algebra je uzav°ená na dopl¬ky a sjednocení plyne, ºe je také uzav°ená
na pr·niky.

Toto tvrzení dokáºeme pro dvojice jev·: Jestliºe J1, J2 ∈ S, pak také J
′
1, J

′
2 ∈ S. Potom(

J
′
1 ∪ J

′
2

)′
= J1 ∩ J2 ∈ S - jak jsme cht¥li dokázat.
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σ-algebra generovaná jevem

Jestliºe je dán základní prostor Ω a jeho podmnoºina (jev) J , pak mnoºina jev·

{∅, J, J ′, Ω}

se nazývá σ-algebra generovaná jevem J .

Tato mnoºina má skute£n¥ vlastnosti σ-algebry - ov¥°te.8

Poznámka

Pojem σ-algebry generované jevem lze roz²í°it na pojem σ-algebry generované více jevy.
Situaci budeme ilustrovat na p°íklad¥ pro dva jevy.

P°íklad

Uvaºujme základní prostor Ω = {a, b, c, d} . Napi²te σ-algebru generovanou jevy {a} a a, b.
Tato σ-algebra bude

S = {∅, {a} , {a, b} , {b, c, d} , {c, d} , {a, c, d} , {b} ,Ω}

Ov¥°te ºe podmínky pro σ-algebru jsou spln¥ny a srovnejte mnoºinu S s mnoºinou v²ech
podmnoºin základního prostoru Ω. Ov¥°te také, ºe mnoºina S je uzav°ená rovn¥º na pr·niky.

Borelovské pole na reálné ose

Borelovské pole na reálné ose je nejmen²í σ-algebra interval· na reálné ose, generovaná v²emi
intervaly (−∞, a〉, kde a ∈ R. Prvky borelovského pole nazýváme borelovské mnoºiny.

Ukáºeme, p°íklady interval·, které jsou borelovskými mnoºinami.

1. Borelovské pole obsahuje v²echny polo-nekone£né intervaly (−∞, a〉, tedy nap°íklad
(−∞, 5〉, (−∞, 2

3
〉 nebo (−∞,

√
7〉.

2. Obsahuje také dopl¬ky uvedených interval· (a,∞), nap°íklad (5,∞),
(

2
3
,∞
)
nebo(√

7,∞
)
.

3. Dále musí obsahovat i pr·niky, tedy nap°. intervaly (−∞, b〉 ∩ (a,∞) = (a, b〉, coº pro
a < b jsou omezené, zprava uzav°ené intervaly.

8Nejd°íve ov¥°íme dopl¬ky: ∅′ = Ω, J ′ = (J ′) , (J ′)
′

= J, Ω′ = ∅. Sjednocení dvojic: ∅∪J = J, ∅∪J ′ = J ′,
∅∪Ω = Ω, J ∪J ′ = Ω, J ∪Ω = Ω, J ′∪Ω = Ω. Sjednocení trojic: ∅∪J ∪J ′ = Ω, ∅∪J ∪Ω = Ω, ∅∪J ′∪Ω = Ω,
J ∪ J ′ ∪ Ω = Ω. �tve°ice: ∅ ∪ J ∪ J ′ ∪ Ω = Ω. Sledovaná mnoºina je uzav°ená na dopl¬ky a sjednocení. Je
tedy σ-algebrou.
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4. Pomocí limitního p°echodu lze z p°edchozího p°ípadu odvodit, ºe i v²echny jednobodové
intervaly jsou borelovské mnoºiny. Nap°íklad {5}, 2

3
nebo

√
7 pat°í do borelovského

reálného pole.

5. Z p°edchozího bodu plyne, ºe i v²echny oboustrann¥ uzav°ené nebo otev°ené omezené
intervaly typu 〈a, b〉 nebo (a, b) jsou borelovské mnoºiny.

Borelovské pole, jak je vid¥t, je velmi bohatá struktura interval·. Lze v²ak ukázat, ºe je men²í
neº mnoºina v²ech podmnoºin reálné osy.

Poznámka

Pojem borelovského pole na reálné ose lze p°ímo£a°e roz²í°it z reálné osy na prostor Rn.
Nap°íklad pro n = 2 (tj. v rovin¥) budeme místo o intervalech (−∞, a〉 hovo°it o útvarech
(−∞, x〉 ∩ (−∞, y〉 a tak dále.

13.2 Exponenciální rozd¥lení

Pro exponenciální rozd¥lení chceme dokázat P (X > t+ s|X > t) = P (X > s), kde t a s jsou
dv¥ kladná reálná £ísla, která interpretujeme jako délky £asových úsek·.

Pravd¥podobnost hodnot X men²ích neº t je

P (X ≤ t) = F (t) =

∫ t

0

1

δ
e−

u
δ du = 1− e−

t
δ

Pravd¥podobnost hodnot X v¥t²ích neº t je

P (X > t) = 1−
(

1− e−
t
δ

)
= e−

t
δ

Podmín¥ná pravd¥podobnosti je podle de�nice podíl sdruºené a marginální. Sdruºená popi-
suje pr·nik obou jev·, tedy (t+ s,∞) ∩ (t,∞) = (t+ s,∞) . Vezmeme-li v úvahu konkrétní
tvar pravd¥podobností, dostaneme

P (X > t+ s|X > t) =
P (X > t+ s ∧X > t)

P (X > t)
=
P (X > t+ s)

P (X > t)
=

e−
t+s
δ

e−
t
δ

= e−
s
δ = P (X > s)

Tím je uvedená vlastnost exponenciálního rozd¥lení dokázána.

13.3 Odvození vztah· pro operátorový po£et

Odvození provedeme pro spojitou náhodnou veli£inu. Pro diskrétní veli£inu je odvození stejné,
jen integrál se nahradí sumací.
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1. E [a] =
∫∞
−∞ af (x) dx = a

∫∞
−∞ f (x) dx = a, protoºe integrál p°es celý obor hustoty

pravd¥podobnosti je vºdy 0.

2. E [a+X] =
∫∞
−∞ (a+ x) f (x) dx =

∫∞
−∞ af (x) dx +

∫∞
−∞ xf (x) dx = a + E [X], kde

první úprava v posledním kroku je podle vztahu 1. a druhá podle de�nice.

3. E [aX] =
∫∞
−∞ axf (x) dx = a

∫∞
−∞ xf (x) dx = aE [X] ,

4.

E [X + Y ] =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

(x+ y) f (x, y) dxdy =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

[xf (x, y) + yf (x, y)] dxdy =

=

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

xf (x, y) dxdy +

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

yf (x, y) dxdy =

=

∫ ∞
−∞

xf (x) dx+

∫ ∞
−∞

yf (y) dy = E [X] + E [Y ]

5. plyne z 1. a 2.

6. D [a] = E
[
(a− E [a])2] = E

[
(a− a)2] = 0, p°i úprav¥ jsme vyuºili vztah 1.

7. D [a+X] = E
[
(a+X − E [a+X])2] = E

[
(a+X − a− E [X])2] =

= E
[
(X − E [X])2] = D [X] ,

8. D [aX] = E
[
(aX − E [aX])2] = E

[
(aX − aE [X])2] = E

[
a2 (X − E [X])2] =

= a2E
[
(X − E [X])2] = a2D [X]

9. D [X + Y ] = E
[
(X + Y − E [X + Y ])2] = E

[
(X − E [X] + Y − E [Y ])2] =

E
[
(X − E [X])2]+ 2E

[
(X − E [X]) (Y − E [Y ]) + E

[
(Y − E [Y ])2]] =

D [X] + 2C [X, Y ] +D [Y ]

V p°ípad¥, kdy X a Y jsou nezávislé, jsou také nekorelované a platí C [X, Y ] = 0.
Potom platí

D [X + Y ] = D [X] +D [Y ] .

10. Plyne z 6. a 9.
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13.4 Numerické hledání ko°ene nelineární rovnice

Hledáme °e²ení rovnice f (x) = 0. Najdeme (n¥kde blízko kolem p°edpokládaného °e²ení) dva
body x1 a x2 tak, aby f (x1) a f (x2) m¥ly r·zná znaménka. Ozna£íme f1 = abs (f (x1)) a
f2 = abs (f (x2)) . Body [x1, f (x1)]a [x2, f (x2)] spojíme p°ímkou. Pro x -ovou sou°adnici x
pr·se£íku s touto p°ímkou platí

x =
f1x2 + f2x1

f1 + f2

.

Spo£teme f (x) a jestliºe je kladné, pak poloºíme x2 = x je-li f (x2) > 0 nebo x1 = x
je-li f (x2) < 0. To opakujeme tak dlouho, dokud f (x) není dostate£n¥ malé (t°eba 10−5).
�e²ením je poslední bod x.

13.5 Poisson jako limita binomického

Binomické:
(
n
k

)
pk (1− p)n−k. Poisson je limita pro n→∞ p°i λ = np = const. → p = λ

n
.

fP = lim
n→∞

fB; = lim
n→∞

n (n− 1) · · · (n− k + 1)

k!

(
λ

n

)k (
1− λ

k

)n−k
=

= lim
n→∞

n (n− 1) · · · (n− k + 1)

nk
λk

k!

(
1− λ

k

)n(
1− λ

k

)−k
= 1 · λ

k

k!
e−λ · 1 = e−λ

λk

k!

13.6 Gama a beta funkce

Gama funkce

Γ (x) =

∫ ∞
0

tx−1e−tdt

Platí: Γ (x+ 1) = xΓ (x) .

Pro x = n celé je: Γ (n+ 1) = n!.

V Matlabu: gamma(x)

Beta funkce

B (x, y) =

∫ 1

0

px−1 (1− p)y−1 dt =
Γ (x) Γ (y)

Γ (x+ y)

V Matlabu: beta(x,y)
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13.7 Dopln¥ní na £tverec

Pro skalární veli£inu

ax2+2bxy+cy2 = a

(
x2 + 2

b

a
xy +

(
b

a

)2

y2 −
(
b

a

)2

y2

)
+cy2 = a

(
x+

b

a
y

)2

+

(
c− b2

a

)
y2

(58)

Pro vektorovou veli£inu

X ′AX + 2X ′BY + Y ′CY =

= X ′AX + 2X ′AA−1BY + Y ′B′ (A′)
−1
AA−1BY − Y ′B′A−1BY + Y ′CY =(

X + A−1BY
)′
A
(
X + A−1BY

)
+ Y ′

(
C −B′A−1B

)
Y

Pozn.: A je symetrická, proto (A′)−1 = A−1.

13.8 Dvourozm¥rné normální rozd¥lení

Gauss 1 (s nulovou st°ední hodnotou)

f (x) = k. exp

{
−1

2
ax2

}
,

kde k = 1√
2πσ2

a a = 1
σ2 (ale to je te¤ jedno)

Gauss 2 (s nulovou st°ední hodnotou)

Kvadratická forma [
x
y

]′ [
a b
b c

] [
x
y

]
= ax2 + 2bxy + cy2

matice uprost°ed je inverze kovarian£ní matice.

Hustota

f (x, y) = K. exp

{
−1

2

(
ax2 + 2bxy + cy2

)}
Závorku v exponentu doplníme na £tverec v x (viz 58) a dostaneme

f (x, y) = K. exp

{
−1

2

[
a

(
x+

b

a
y

)2

+

(
c− b2

a

)
y2

]}
=

= K1 exp

{
−1

2

[
a

(
x+

b

a
y

)2
]}

.K2 exp

{
−1

2

(
c− b2

a

)
y2

}
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První hp závisí jek na x, tak na y. Je to podmín¥ná hp pro x s podmínkou y. Druhá závisí
jen na y a je to marginální hp.
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14 Dodatky ke statistice

14.1 Odvození vzorc· pro koe�cienty regresní p°ímky

Pro nam¥°ená data x = [x1, x2, · · · , xn] a y = [y1, y2, · · · , yn] chceme minimalizovat kriterium

J̃ =
1

n

n∑
i=1

e2
i = e2,

kde ei = yi − b0 − b1xi - vyjád°ené z modelu regresní analýzy.

Poznámka

Je pravda, ºe jako kriterium pro konstrukci regresní p°ímky jsme zavedli kriterium J jako
sou£et kvadrát· reziduí. Tady pouºijeme modi�kované kriterium J̃ ve tvaru pr·m¥ru z rezi-
duí. Je to z d·vodu p°ehledn¥j²ího zna£ení a na poloze minima to nic nem¥ní.

Odvození za£neme tím, ºe dosadíme do kriteria za ei, umocníme a upravíme (budeme p°itom
pouºívat operátorový po£et pro st°ední hodnotu ve výb¥rovém tvaru - tedy pro x̄).

J̃ = (y − b0 − b1x)2 = y2 + b2
0 + b2

1x
2 − 2yb0 − 2yb1x+ 2b0b1x =

= y2 + b2
0 + b2

1x
2 − 2b0ȳ − 2b1xy + 2b0b1x̄

Poznámka

P°i této úprav¥ je t°eba si uv¥domit, ºe posloupnosti, p°es které st°edujeme jsou pouze x a y.
Koe�cienty b0a b1 jsou konstanty. Platí tedy nap°. b0 = b0 nebo b1y = b1ȳ. Porovnejte s vzorci
pro operátorový po£et se st°ední hodnotou. Roli náhodných veli£in zde hrají navzorkovaná
data - výb¥ry, konstanty jsou stejné.

Pokra£ujeme v úprav¥ kriteria. Chceme kriterium minimalizovat. Jedna z moºností, jak po-
stupovat u kvadratické funkce (kterou na²e kriterium je), je doplnit ji na úplný £tverec.
Protoºe na²e kriterium je funkcí dvou prom¥nných (b0 a b1), za£neme postupn¥. Jako první
vezmeme prom¥nnou b0.

J̃ = b2
0 − 2b0 (ȳ − b1x̄) + (ȳ − b1x̄)2 − (ȳ − b1x̄)2 + y2 + b2

1x
2 − 2b1xy =

= (b0 − [ȳ − b1x̄])2 − ȳ2 + 2b1x̄ȳ − b2
1x̄

2 + y2 + b2
1x

2 − 2b1xy =

= (b0 − [ȳ − b1x̄])2 + b2
1x

2 − b2
1x̄

2 − 2b1xy + 2b1x̄ȳ + y2 − ȳ2 =
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= (b0 − [ȳ − b1x̄])2 + b2
1s

2
x − 2b1sxy + s2

y

V p°edchozích °ádcích jsme doplnili na £tverec £leny, které obsahovali b0 a urovnali to, co
zbylo. P°itom jsme pouºili vzorec pro výpo£etní tvar rozptylu a kovariance (D (X) = E (X2)−
E (X)2 → s2

x = x2 − x̄2 atd.)

Kriterium J̃ jsme zatím upravili do tvaru, ve kterém se b0 vyskytuje jen v kvadratickém
£lenu. Zbytek kriteria jeho volbou ovlivnit nem·ºeme a nejmen²í hodnota kvadrátu je nula.
Tu dostaneme pro volbu

b0 = ȳ − b1x̄. (59)

Tím jsme provedli první £ást minimalizace podle b0. Kvadrát �zmizí� a m·ºeme pokra£ovat
v minimalizaci podle b1.

J̃ = b2
1s

2
x − 2b1sxy + s2

y = s2
x

(
b2

1 − 2b1
sxy
s2
x

+

(
sxy
s2
x

)2

−
(
sxy
s2
x

)2
)

+ s2
y =

= s2
x

(
b1 −

sxy
s2
x

)2

+ s2
y −

(sxy)
2

s2
x

A jsme op¥t ve stejné situaci. b1 se objevuje jen pod kvadrátem, který jeho volbou

b1 =
sxy
s2
x

(60)

m·ºeme minimalizovat. Hodnota kriteria J̃ po minimalizaci je

J̃ = s2
y −

(sxy)
2

s2
x

.

Vztahy (59) a (60) odpovídají t¥m, které jsme uvedli v kapitole o regresní analýze.

14.2 Obecný vzorec pro regresní koe�cienty

Tento vzorec má tvar

b = (X ′X)
−1
X ′Y (61)

kde pro p°ípad základní statistické lineární regrese s jednou vysv¥tlující prom¥nnou (tj. pro
model y = b0 + b1x) a N m¥°ení je

X =


1 x1

1 x2

· · · · · ·
1 xN

 , Y =


y1

y2

· · ·
yN


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Dosadíme do jednotlivých £ástí vzorce (61). Nejd°íve do výrazu v mimo inverzi

X ′Y =

[
1 1 · · · 1
x1 x2 · · · xN

]
y1

y2

· · ·
yN

 =

[ ∑
yi∑
xiyi

]

a pak v inverzi

X ′X =

[
1 1 · · · 1
x1 x2 · · · xN

]
1 x1

1 x2

· · · · · ·
1 xN

 =

[
N

∑
xi∑

xi
∑
x2
i

]

Inverze je

(X ′X)
−1

=
1

N
∑
x2
i − (

∑
xi)

[ ∑
x2
i −∑xi

−∑xi N

]
Celý výraz

b =

[
b0

b1

]
=

1

N
∑
x2
i − (

∑
xi)

[ ∑
x2
i −∑xi

−∑xi N

] [ ∑
yi∑
xiyi

]
=

=
1

N
∑
x2
i − (

∑
xi)

2

[ ∑
x2
i

∑
yi −

∑
xi
∑
xiyi

N
∑
xiyi −

∑
xi
∑
yi

]
Druhý £len

b1 =
N
∑
xiyi −

∑
xi
∑
yi

N
∑
x2
i − (

∑
xi)

2 =
1
N

∑
xiyi − 1

N

∑
xi

1
N

∑
yi

1
N

∑
x2
i −

(
1
N

∑
xi
)2 =

sxy
s2
x

První £len (ode£teme a zase p°i£teme £len 1
N

∑
xi
∑
xi
∑
yi)

b0 =

∑
x2
i

∑
yi − 1

N

∑
xi
∑
xi
∑
yi + 1

N

∑
xi
∑
xi
∑
yi −

∑
xi
∑
xiyi

N
∑
x2
i − (

∑
xi)

2 =

· · · vhodn¥ rozd¥líme · · ·

=

∑
x2
i

∑
yi − 1

N

∑
xi
∑
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∑
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∑
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∑
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∑
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∑
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∑
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∑
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∑
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N
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∑
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∑
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∑
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N

∑
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∑
xi
∑
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∑
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N
∑
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∑
xi)
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∑
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N

∑
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N

∑
xiyi

)
1
N

∑
x2
i −

(
1
N

∑
xi
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15 Vzorce

Statistiky pro intervalové odhady a testy hypotéz

NORMÁLNÍ ROZDĚLENÍ

Odhad/test µ,   (σ2 známe), rozdělení ( )N 0 1;
Interval spolehlivosti

µ
σ

α= ±x
n
z. 2

Test hypotézy

h x n=
− µ
σ

Vzorce

X
n

X ii
n=
=∑1 1

Odhad/test µ,  (σ2 neznáme),  rozdělení ( )St n − 1
Interval spolehlivosti

2. α±=µ t
n
Sx

Test hypotézy

h
x
S

n=
− µ

Vzorce

( )S
n

X Xii
n2 2
1

1
1

=
−

−
=∑

Odhad/test  σ2,   (µ známe),   rozdělení ( )Chí n2

Interval spolehlivosti

n s n s. .0
2

2
2

2 0
2

1 2
2χ

σ
χα α

< <
−

Test hypotézy

h
n s

=
. 0
2

2σ

Vzorce

( )S
n

X ii
n

0
2 2

1
1

= −=∑ µ

Odhad/test  σ2,   (µ neznáme),   rozdělení ( )Chí n2 1−
Interval spolehlivosti

( ) ( )n s n s−
< <

−

−

1 12

2
2

2
2

1 2
2

. .

χ
σ

χα α

Test hypotézy

( )
h

n s
=

− 1 2

2

.

σ
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Odhad/test   µ1-µ2,   (σ1
2= σ2

2  neznáme),   rozdělení  ( )St n n1 2 2+ −
Interval spolehlivosti

µ µ α1 2 1 2
1 2

2
1 1

− = − ± +x x s
n n

tP .

Test hypotézy
( )

h
x x

s
n nP

=
− − −

+

1 2 1 2

1 2

1 1

µ µ
Vzorce

( ) ( )S
n S n S

n nP =
− + −

+ −
1 1

2
2 2

2

1 2

1 1
2

Odhad/test  µ1-µ2,   (σ1
2 ≠ σ2

2  neznáme),   rozdělení  ( )St ν
Interval spolehlivosti

µ µ α1 2 1 2 1 2 2− = − ± +x x K K t.
Test hypotézy

( )
h

x x

K K
=

− − −

+
1 2 1 2

1 2

µ µ
Vzorce

( )
ν =

+

−
+

−

K K

K
n

K
n

1 2
2

1
2

1

2
2

21 1

,
     

K
S
n

K
S
n

1
1
2

1

2
2
2

2

=

=

,

Odhad/test  ∆ = µ1-µ2,   (σ1
2, σ2

2  neznáme),   párové výběry,    rozdělení  ( )St n− 1
Interval spolehlivosti

∆ = ±D
S
n
tD . α 2

Test hypotézy

h D
S

n
D

= − ∆
Vzorce
D X Xi i i= −1 2, ,

( )S
n

D DiD i
n2 21

1 1=
−

−=∑

ALTERNATIVNÍ ROZDĚLENÍ

Odhad/test  π,  rozdělení  ( )N 0 1,
Interval spolehlivosti

( )
2.1

α
−±=π z
n
ppp

Test hypotézy

( )
h

p
n=

−
−
π

π π1

Vzorce

p n
n

= 1   ( n1  je poč. klad. výsl.)

Odhad/test   π1-π2,    rozdělení  ( )N 0 1,
Interval spolehlivosti

( ) ( )
π π α1 2 1 2

1 1

1

2 2

2
2

1 1
− = − ±

−
+

−
p p

p p
n

p p
n

z.

Test hypotézy

h
p p

P
n nP

=
−

+

1 2

1 2

1 1

Vzorce

( )P p p p
n p n p
n nP = − =

+
+

1 1 1 2 2

1 2
;
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REGRESNÍ ANALÝZA

Odhad β1 / test  β1 = 0,   rozdělení ( )St n − 2
Interval spolehlivosti

β α1 1 2= ±b
s
S

te

xx
.

Test hypotézy

h
b
s

S
e

xx= 1

Odhad  E[Y],   rozdělení ( )St n − 2
Interval spolehlivosti

( )
E Y y s

n

x x

S
te

p

xx
[ ]  . .= ± +

−1
2

2α

Vzorce

( )S X Xxx ii
n= −=∑ 2
1

,   ( ) ( )S X X Y Yxy ii
n

i= − −=∑ 1
,  

( ) . , y b b x s
n

y y
n

Sp i ii
n

Re= + =
−

− =
−=∑0 1

2 2
1

1
2

1
2

Odhad  Y,   rozdělení ( )St n − 2
Interval spolehlivosti

( )
Y y s

n

x x

S
te

p

xx
= ± + +

−
 . .1 1

2

2α

Vzorce:    (směrnice)         (abs. člen)                  (výb. korelační koef.)

b
S
S

b Y b Xxy

xx
1 0 1= = −, ,     r

S

S S
xy

xx yy
=

.

KORELAČNÍ ANALÝZA

Test  ρ=0,  rozdělení  ( )St n − 2
Test hypotézy

h
r

r
n=

−
−

1
2

2

Vzorce:    (korelační koef.)      (kovariance)

( )
[ ] [ ]

ρ XY
X Y

D X D Y
=
cov ,

.
,   ( ) [ ]( ) [ ]( )[ ]cov , .X Y E X E X Y E Y= − −
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16 Tabulky

z 0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09
0 0,500 0,504 0,508 0,512 0,516 0,520 0,524 0,528 0,532 0,536

0,1 0,540 0,544 0,548 0,552 0,556 0,560 0,564 0,567 0,571 0,575
0,2 0,579 0,583 0,587 0,591 0,595 0,599 0,603 0,606 0,610 0,614
0,3 0,618 0,622 0,626 0,629 0,633 0,637 0,641 0,644 0,648 0,652
0,4 0,655 0,659 0,663 0,666 0,670 0,674 0,677 0,681 0,684 0,688
0,5 0,691 0,695 0,698 0,702 0,705 0,709 0,712 0,716 0,719 0,722
0,6 0,726 0,729 0,732 0,736 0,739 0,742 0,745 0,749 0,752 0,755
0,7 0,758 0,761 0,764 0,767 0,770 0,773 0,776 0,779 0,782 0,785
0,8 0,788 0,791 0,794 0,797 0,800 0,802 0,805 0,808 0,811 0,813
0,9 0,816 0,819 0,821 0,824 0,826 0,829 0,831 0,834 0,836 0,839

1 0,841 0,844 0,846 0,848 0,851 0,853 0,855 0,858 0,860 0,862
1,1 0,864 0,867 0,869 0,871 0,873 0,875 0,877 0,879 0,881 0,883
1,2 0,885 0,887 0,889 0,891 0,893 0,894 0,896 0,898 0,900 0,901
1,3 0,903 0,905 0,907 0,908 0,910 0,911 0,913 0,915 0,916 0,918
1,4 0,919 0,921 0,922 0,924 0,925 0,926 0,928 0,929 0,931 0,932
1,5 0,933 0,934 0,936 0,937 0,938 0,939 0,941 0,942 0,943 0,944
1,6 0,945 0,946 0,947 0,948 0,949 0,951 0,952 0,953 0,954 0,954
1,7 0,955 0,956 0,957 0,958 0,959 0,960 0,961 0,962 0,962 0,963
1,8 0,964 0,965 0,966 0,966 0,967 0,968 0,969 0,969 0,970 0,971
1,9 0,971 0,972 0,973 0,973 0,974 0,974 0,975 0,976 0,976 0,977

2 0,977 0,978 0,978 0,979 0,979 0,980 0,980 0,981 0,981 0,982
2,1 0,982 0,983 0,983 0,983 0,984 0,984 0,985 0,985 0,985 0,986
2,2 0,986 0,986 0,987 0,987 0,987 0,988 0,988 0,988 0,989 0,989
2,3 0,989 0,990 0,990 0,990 0,990 0,991 0,991 0,991 0,991 0,992
2,4 0,992 0,992 0,992 0,992 0,993 0,993 0,993 0,993 0,993 0,994
2,5 0,994 0,994 0,994 0,994 0,994 0,995 0,995 0,995 0,995 0,995
2,6 0,995 0,995 0,996 0,996 0,996 0,996 0,996 0,996 0,996 0,996
2,7 0,997 0,997 0,997 0,997 0,997 0,997 0,997 0,997 0,997 0,997
2,8 0,997 0,998 0,998 0,998 0,998 0,998 0,998 0,998 0,998 0,998
2,9 0,998 0,998 0,998 0,998 0,998 0,998 0,998 0,999 0,999 0,999

Krit. hodnoty  N(0;1)  tj. takové  z,  že P(Z>z)=alfa

alfa 0,2 0,1 0,05 0,025 0,01 0,005 0,0025 0,001
z(alfa) 0,842 1,282 1,645 1,960 2,326 2,576 2,807 3,090

Pravděpodobnost vlevo pro N(0;1)  tj.  P(Z<z)
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Krit. hodnoty  St(n)  tj. takové  t,  že P(T>t)=alfa

n  /  alfa 0,2 0,1 0,05 0,025 0,01 0,005 0,0025 0,001
1 1,376 3,078 6,314 12,706 31,821 63,657 127,321 318,309
2 1,061 1,886 2,920 4,303 6,965 9,925 14,089 22,327
3 0,978 1,638 2,353 3,182 4,541 5,841 7,453 10,215
4 0,941 1,533 2,132 2,776 3,747 4,604 5,598 7,173
5 0,920 1,476 2,015 2,571 3,365 4,032 4,773 5,893
6 0,906 1,440 1,943 2,447 3,143 3,707 4,317 5,208
7 0,896 1,415 1,895 2,365 2,998 3,499 4,029 4,785
8 0,889 1,397 1,860 2,306 2,896 3,355 3,833 4,501
9 0,883 1,383 1,833 2,262 2,821 3,250 3,690 4,297

10 0,879 1,372 1,812 2,228 2,764 3,169 3,581 4,144
11 0,876 1,363 1,796 2,201 2,718 3,106 3,497 4,025
12 0,873 1,356 1,782 2,179 2,681 3,055 3,428 3,930
13 0,870 1,350 1,771 2,160 2,650 3,012 3,372 3,852
14 0,868 1,345 1,761 2,145 2,624 2,977 3,326 3,787
15 0,866 1,341 1,753 2,131 2,602 2,947 3,286 3,733
16 0,865 1,337 1,746 2,120 2,583 2,921 3,252 3,686
17 0,863 1,333 1,740 2,110 2,567 2,898 3,222 3,646
18 0,862 1,330 1,734 2,101 2,552 2,878 3,197 3,610
19 0,861 1,328 1,729 2,093 2,539 2,861 3,174 3,579

20 0,860 1,325 1,725 2,086 2,528 2,845 3,153 3,552
21 0,859 1,323 1,721 2,080 2,518 2,831 3,135 3,527
22 0,858 1,321 1,717 2,074 2,508 2,819 3,119 3,505
23 0,858 1,319 1,714 2,069 2,500 2,807 3,104 3,485
24 0,857 1,318 1,711 2,064 2,492 2,797 3,091 3,467
25 0,856 1,316 1,708 2,060 2,485 2,787 3,078 3,450
26 0,856 1,315 1,706 2,056 2,479 2,779 3,067 3,435
27 0,855 1,314 1,703 2,052 2,473 2,771 3,057 3,421
28 0,855 1,313 1,701 2,048 2,467 2,763 3,047 3,408
29 0,854 1,311 1,699 2,045 2,462 2,756 3,038 3,396

30 0,854 1,310 1,697 2,042 2,457 2,750 3,030 3,385
40 0,851 1,303 1,684 2,021 2,423 2,704 2,971 3,307
50 0,849 1,299 1,676 2,009 2,403 2,678 2,937 3,261
60 0,848 1,296 1,671 2,000 2,390 2,660 2,915 3,232
80 0,846 1,292 1,664 1,990 2,374 2,639 2,887 3,195

100 0,845 1,290 1,660 1,984 2,364 2,626 2,871 3,174
150 0,844 1,287 1,655 1,976 2,351 2,609 2,849 3,145
200 0,843 1,286 1,653 1,972 2,345 2,601 2,839 3,131
500 0,842 1,283 1,648 1,965 2,334 2,586 2,820 3,107
900 0,842 1,282 1,647 1,963 2,330 2,581 2,814 3,099
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Krit. hodnoty  Chí2(n)  tj. takové  t,  že  P(T>t)=alfa

n  /  alfa 0,995 0,99 0,975 0,95 0,05 0,025 0,01 0,005
1 0,000 0,000 0,001 0,004 3,841 5,024 6,635 7,879
2 0,010 0,020 0,051 0,103 5,991 7,378 9,210 10,597
3 0,072 0,115 0,216 0,352 7,815 9,348 11,345 12,838
4 0,207 0,297 0,484 0,711 9,488 11,143 13,277 14,860
5 0,412 0,554 0,831 1,145 11,070 12,833 15,086 16,750
6 0,676 0,872 1,237 1,635 12,592 14,449 16,812 18,548
7 0,989 1,239 1,690 2,167 14,067 16,013 18,475 20,278
8 1,344 1,646 2,180 2,733 15,507 17,535 20,090 21,955
9 1,735 2,088 2,700 3,325 16,919 19,023 21,666 23,589

10 2,156 2,558 3,247 3,940 18,307 20,483 23,209 25,188
11 2,603 3,053 3,816 4,575 19,675 21,920 24,725 26,757
12 3,074 3,571 4,404 5,226 21,026 23,337 26,217 28,300
13 3,565 4,107 5,009 5,892 22,362 24,736 27,688 29,819
14 4,075 4,660 5,629 6,571 23,685 26,119 29,141 31,319
15 4,601 5,229 6,262 7,261 24,996 27,488 30,578 32,801
16 5,142 5,812 6,908 7,962 26,296 28,845 32,000 34,267
17 5,697 6,408 7,564 8,672 27,587 30,191 33,409 35,718
18 6,265 7,015 8,231 9,390 28,869 31,526 34,805 37,156
19 6,844 7,633 8,907 10,117 30,144 32,852 36,191 38,582

20 7,434 8,260 9,591 10,851 31,410 34,170 37,566 39,997
21 8,034 8,897 10,283 11,591 32,671 35,479 38,932 41,401
22 8,643 9,542 10,982 12,338 33,924 36,781 40,289 42,796
23 9,260 10,196 11,689 13,091 35,172 38,076 41,638 44,181
24 9,886 10,856 12,401 13,848 36,415 39,364 42,980 45,559
25 10,520 11,524 13,120 14,611 37,652 40,646 44,314 46,928
26 11,160 12,198 13,844 15,379 38,885 41,923 45,642 48,290
27 11,808 12,879 14,573 16,151 40,113 43,195 46,963 49,645
28 12,461 13,565 15,308 16,928 41,337 44,461 48,278 50,993
29 13,121 14,256 16,047 17,708 42,557 45,722 49,588 52,336

pokračováni v další tabulce
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Krit. hodnoty  Chí2(n)  tj. takové  t,  že  P(T>t)=alfa

n  /  alfa 0,995 0,99 0,975 0,95 0,05 0,025 0,01 0,005
30 13,787 14,953 16,791 18,493 43,773 46,979 50,892 53,672
31 14,458 15,655 17,539 19,281 44,985 48,232 52,191 55,003
32 15,134 16,362 18,291 20,072 46,194 49,480 53,486 56,328
33 15,815 17,074 19,047 20,867 47,400 50,725 54,776 57,648
34 16,501 17,789 19,806 21,664 48,602 51,966 56,061 58,964
35 17,192 18,509 20,569 22,465 49,802 53,203 57,342 60,275
36 17,887 19,233 21,336 23,269 50,998 54,437 58,619 61,581
37 18,586 19,960 22,106 24,075 52,192 55,668 59,893 62,883
38 19,289 20,691 22,878 24,884 53,384 56,896 61,162 64,181
39 19,996 21,426 23,654 25,695 54,572 58,120 62,428 65,476

40 20,707 22,164 24,433 26,509 55,758 59,342 63,691 66,766
41 21,421 22,906 25,215 27,326 56,942 60,561 64,950 68,053
42 22,138 23,650 25,999 28,144 58,124 61,777 66,206 69,336
43 22,859 24,398 26,785 28,965 59,304 62,990 67,459 70,616
44 23,584 25,148 27,575 29,787 60,481 64,201 68,710 71,893
45 24,311 25,901 28,366 30,612 61,656 65,410 69,957 73,166
50 27,991 29,707 32,357 34,764 67,505 71,420 76,154 79,490
55 31,735 33,570 36,398 38,958 73,311 77,380 82,292 85,749

60 35,534 37,485 40,482 43,188 79,082 83,298 88,379 91,952
65 39,383 41,444 44,603 47,450 84,821 89,177 94,422 98,105
70 43,275 45,442 48,758 51,739 90,531 95,023 100,425 104,215
75 47,206 49,475 52,942 56,054 96,217 100,839 106,393 110,286
80 51,172 53,540 57,153 60,391 101,879 106,629 112,329 116,321
85 55,170 57,634 61,389 64,749 107,522 112,393 118,236 122,325
90 59,196 61,754 65,647 69,126 113,145 118,136 124,116 128,299
95 63,250 65,898 69,925 73,520 118,752 123,858 129,973 134,247

100 67,328 70,065 74,222 77,929 124,342 129,561 135,807 140,169

pokračování
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Krit. hodnoty  F(m;n) pro alfa=0.05  tj. takové  z,  že P(Z>z)=0.05

n / m 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 161,448 199,500 215,707 224,583 230,162 233,986 236,768 238,883 240,543 241,882
2 18,513 19,000 19,164 19,247 19,296 19,330 19,353 19,371 19,385 19,396
3 10,128 9,552 9,277 9,117 9,013 8,941 8,887 8,845 8,812 8,786
4 7,709 6,944 6,591 6,388 6,256 6,163 6,094 6,041 5,999 5,964
5 6,608 5,786 5,409 5,192 5,050 4,950 4,876 4,818 4,772 4,735
6 5,987 5,143 4,757 4,534 4,387 4,284 4,207 4,147 4,099 4,060
7 5,591 4,737 4,347 4,120 3,972 3,866 3,787 3,726 3,677 3,637
8 5,318 4,459 4,066 3,838 3,687 3,581 3,500 3,438 3,388 3,347
9 5,117 4,256 3,863 3,633 3,482 3,374 3,293 3,230 3,179 3,137

10 4,965 4,103 3,708 3,478 3,326 3,217 3,135 3,072 3,020 2,978

Krit. hodnoty  F(m;n) pro alfa=0.025  tj. takové  z,  že P(Z>z)=0.025

n / m 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 647,789 799,500 864,163 899,583 921,848 937,111 948,217 956,656 963,285 968,627
2 38,506 39,000 39,165 39,248 39,298 39,331 39,355 39,373 39,387 39,398
3 17,443 16,044 15,439 15,101 14,885 14,735 14,624 14,540 14,473 14,419
4 12,218 10,649 9,979 9,605 9,364 9,197 9,074 8,980 8,905 8,844
5 10,007 8,434 7,764 7,388 7,146 6,978 6,853 6,757 6,681 6,619
6 8,813 7,260 6,599 6,227 5,988 5,820 5,695 5,600 5,523 5,461
7 8,073 6,542 5,890 5,523 5,285 5,119 4,995 4,899 4,823 4,761
8 7,571 6,059 5,416 5,053 4,817 4,652 4,529 4,433 4,357 4,295
9 7,209 5,715 5,078 4,718 4,484 4,320 4,197 4,102 4,026 3,964

10 6,937 5,456 4,826 4,468 4,236 4,072 3,950 3,855 3,779 3,717
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