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Zapocet a zkouska

Celkovy pocet bodii, které Ize ziskat, je 40. Pocet bodi, které studenti mohou ziskat ze
semestru, je 20. Zkouska sestava z pisemného testu (20 bodi).

Zapocet udélujeme od 10 bodi ze semestru vyse za predpokladu, ze student uspéje
v avodnim testu. Uvodni test Ize jednou opakovat.
Body jsou rozdéleny nasledovné:

e 10 bodi za implementaci jednoduchého modelu z oblasti ITS,

e 10 bodii ze semestru, z toho 4 x 2 za priibézné testy.

Semestralni projekt je skupinovy — skupiny po maximalné tfech studentech.



Znalosti vstupni

Toto jsou znalosti, u nichz predpokladame, ze je ovladate. Jejich neznalost se

neomlouva.
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Znalost zakladnich pojmil a operaci s vektory a maticemi

Znalost prace s komplexnimi Cisly a zakladi funkci komplexni proménné

Znalost vlastnosti trigonometrickych, hyperbolickych, exponencialnich funkci
Znalost vypoctu souctil nekonecné fady, derivace a integralt funkce jedné
proménné

Znalost prace se zlomky, algebraickymi vyrazy a bézné stredoskolské matematiky

Zakladni znalosti algoritmizace a prostredi SCILAB/MATLAB (v rozsahu 14ALG a
11STAT)



Znalosti vystupni

Znalost zakladnich principti matematického modelovani a matematické teorie fizeni
Zakladni znalosti o typech modeli a jejich uziti

Zakladni znalosti o méreni a predzpracovani dat

Znalost metod linearni a logistické regrese, vybéru regresoril, regularizace

Znalost zakladnich pristupii ke klasifikaci a metod uceni bez ucitele

Znalost prostiedi MATLAB/SIMULINK pro modelovani dynamickych systéma a
feseni diferencialnich rovnic

Povédomi o jednokriterialni i vicekriterialni optimalizaci



Obsah prednasky

Matematické modelovani systéma
Modelovani je uméni kompromisu
Jaké cile mize modelovani dosdhnout?
Klasifikace modeli
Faze modelovani
Model systému
Vnéjsi popis systémii

Vnitfni popis systémi
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Matematické modelovani systémii

Modely popisuji nase presvédceni o tom, jak svét funguje.

Provazeji nas od nepaméti:

e obycejna mapa je dvourozmérny model pohledu na krajinu,

e modely planovanych budov ze sadry a dreva.

Vétsinou jde o zjednoduseni reality: postihuji jen to, co nas pro studium daného
problému opravdu zajima. Pro nas nepodstatné detaily model zanedbava.
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Matematické modelovani systémii

V' matematickém modelovani nase presvédceni o fungovani svéta prekladame do jazyka
matematiky.

Ma to fadu vyhod:

a) Matematika je velmi presny jazyk.

b) Matematika je vystizny jazyk s dobfe definovanymi pravidly pro manipulaci s
vyrazy.

c) Vsechny drivéjsi vysledky jsou nam k dispozici a miizeme je pro nas model vyuzit.

d) K provedeni numerickych vypocti mizeme dnes pouzit pocitace.
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Matematické modelovani systémii

Znacnou ¢ast matematického modelovani tvori kompromisy.
Vétsina realnych systémi je prilis slozita.

Kompromis #1: Snaha identifikovat nejdilezitéjsi casti systému — ty budou do modelu
zahrnuty, zbytek bude zanedban.

Matematickym aparatem lze v naprosté obecnosti modelovat mnoho, ale pouzitelnost
modelu zavisi kriticky na formé rovnic, pouzitych k popisu systému. K jejich vycisleni
pouzivame pocitace, a ty nejsou nikdy zcela pfesné a maji omezeny vypocetni vykon.

Kompromis #2: Rovnice, popisujici model, musi byt v rozumném Case fesitelné — pro
rychlé déje potfebujeme jednoduché modely.
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Matematické modelovani st meont

UEENI TECHNICKE
V PRAZE

a) Rozvoj védeckého poznani — prostrednictvim kvantitativniho vyjadfeni sou€asnych

znalosti o systému (stejné jako znazornit to, co vime, mizeme také ukazat, co
nevime);

b) Testovani vlivu zmén v systému

c) Ziskat informace pro podporu rozhodovani, véetné

i. taktickych rozhodnuti manazeri
ii. strategickych rozhodnuti planovaci
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Deterministické x stochastické

Mechanistické x empirické

molekuly — buhky —— organy —— jedinec —— stado

Nizka Vysoka
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Klasifikace modeli

Empiricky

Mechanisticky

Deterministicky

Predpovéd riistu dobytka z re-
gresni zavislosti na konzumaci po-
travy

Pohyb planet zalozeny na Newto-
novské mechanice, popsané dife-
rencidlnimi rovnicemi

Stochasticky

Analyza rozptylu vynosii odrid
pres lokality a roky

Genetika malych populaci  za-
lozend na Mendelovské dédic-
nosti popsané pravdépodobnost-
nimi rovnicemi
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Faze modelovani

Ctyfi hlavni faze.

Modelovaci projekty nepostupuji plynule od faze tvorby modelu az po jeho pouziti.

Pokud dojde ke jakymkoliv zménam modelu, pak se faze studia a testovani musi
opakovat.

Testovani }—>’ Pouziti ‘

17



V PRAZE

Definice (Systém)

Charakteristické vlastnosti, se kterymi vysta¢ime pfi modelovani:

e systém povazujeme za Cast prostredi, kterou Ize od jejiho okoli oddélit fyzickou nebo
myslenkovou hranici,

e systém se sklada z podsystémii, vzajemné propojenych soucasti.

Je to cast naseho svéta, ktera se svym okolim né&jak interaguje, napriklad
prostfednictvim vstupu a vystupu.

18



Co je modelovani?

Za model mizeme pokladat ndhradu nebo zjednoduseni skutecného objektu
realného svéta z hlediska jeho vlastnosti a funkénosti.

Modelovani je mozné pouze pokud zavedeme urcity stupen abstrakce a aproximace.

19



Diskrétni a spojity model

yn]

u(t) y(t)

[P oo oO 1 (dadatadae 1 L’(t) — S —> y(t)

| vstup E | vystup

: ! . S : ) : t t
E u(t) i spojity systém i y(t) E

u[n] . diskrétni systém| y[n]

______________

S —>yln]
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Tvorba modelu

Cile experimentu
Aplikovana statistika

@ Matematicky popis @

Popis dulezitych
faktort

==\ Stanoveni modelu »| Testovani modelu

Experiment —I Potvrzeni feSeni
N-iteraci
iy .




Tvorba modelu

PFi analyze navrzeného modelu chceme ucinit co mozna nejsilnéjsi rozhodnuti na
zakladé malého mnozstvi dat. Spravnost naseho navrhu je nutné statisticky vyhodnotit.

Problémy:

a) Vyznamné diference ve sledovanych parametrech mohou byt zptisobeny Spatnym
navrhem modelu, pfipadné méfenim dat

b) Je tézké rozlisit, zda diference v datech jsou skuteéné nebo zpiisobené ,,ndhodnym

vlivem". m
Systém
-: BEE D e D
Model i I I ;
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Svet dopravy se neobejde bez mereni ...

-0.8 I I I I I I I I I

1.5 2 2.5 3 3.5
a ted jeho zvuk | zvuk auta
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Proc modelovani systémii?

Otazky:
e Jak ovérime spravnost vypoctu rychlosti sifeni ptaci chripky?
e Jak ovéfime pevnost nového mostu?
e Jak ovéfime bezpecnost softwaru zabezpecovaciho zafizeni?
e Jak predpovime dopravni zacpu na dalnici?
e Jak zajistime spolehlivou funkci navigace pri vypadku signalu GPS?

Pokud nemiizeme pfedem prokazat urcité vlastnosti na samotného systému, prokazeme
hledané vlastnosti na jeho modelu!

24
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Modely realného sveta — Antoni Gaudi
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EESKE VYSOKE
UEENI TECHNICKE
V PRAZE

Modely realného svéta — VW Polo crash test /‘%@é
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{c) energy balance {d) acceleration at point in cabin 27



Dynamické systémy — Definice

Dynamicky systém ma v kazdém okamziku stav, dany mnozinou realnych Cisel. Tento
stav |ze reprezentovat jako bod ve stavovém prostoru (tedy jako vektor, ¢asto x).

Evoluéni pravidlo (rovnice vyvoje stavu) popisuje prechody mezi jednotlivymi stavy
dynamického systému.

Toto pravidlo je

e vé&tsinou deterministické, ale

e miize byt stochasticke.

Pozor: V matematice a fyzice tak nazyvame systémy citlivé na pocatecni podminky
(dvojité kyvadlo, Lorenziv atraktor)

28



Dynamické systémy, priklad 1: Kyvadlo

é+%sin920
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Dynamické systémy, priklad 2: Tok kapaliny



https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=2870495

Dynamické systémy, priklad 3: Populace

. ulation D ics” just $
Exponencialni rist m:rﬁ?y gnﬂ;w? ation changes

e

N=rN -~ 4

Logisticky rast

E—

'fb'm.(d-y s,manbhs, years,, . )

pepulation size (#s)
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Dynamické systémy — priklad 4: Dvojité kyvadlo W et



https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=7920826

Dynamické systémy, priklad 5: Lorenztiv atraktor




Vnejsi popis dynamickych systémi

Vnéjsi popis vychazi z popisu systému vektorem vstupu u a vektorem vystupu y.

u(t) y(¢)

u(t)—> S —>y(t)

t ' t

Stavovy vektor systému x nepouzivame: Systém chapeme jako cernou skrinku, o jejichz
vlastnostech se dozvime pouze tehdy, jestlize budeme zkoumat jeji reakci na vnéjsi
udalosti (signaly, data).

Vnéjsi model popisujeme diferencialni rovnici pro systémy se spojitym ¢asem a diferencni
rovnici pro systémy s diskrétnim casem. Uvedena rovnice je obecné vyssiho rfadu, nez 1.
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Vnitrni popis dynamickych systémi

Vnitfni, tzv. stavovy popis systému pouziva k popisu dynamiky systému vektor vnitfnich

stavi Xx.

Vektor vstupll u a vektor vystupnich veli¢in y jsou druhotné velic¢iny vnitfniho popisu.

u(t) xa(t) y(¢)

u(t) —{x(0)= | | = v(e)

X,,.(t) I

Y
Y

Stavové modely popisujeme

e soustavou diferencialnich rovnic prvniho fadu pro systémy se spojitym Casem a

e soustavou diferenénich rovnic prvého fadu pro systémy s diskrétnim Gasem.
35



Role matematiky

Modelovani neni samospasitelné:

e model je pouze priblizenim reality,
e vystupy modelu je proto vzdy tfeba ovérovat,

e mozné chyby jsou jak v modelu, tak i v jeho vypoctu.

Rozlisujeme dva kroky ovéreni:

Verifikace: Pocitame spravny model.

Validace: Model poéita spravné (bez numerickych chyb).

36



Priklad modelovani spojitého systému



Priklady systémi — Integracni RC clanek (1/3)

ul(t) CT uc(t)

Napéti ui(t) na RC ¢lanku je soucet napéti na rezistoru ug(t) a na kapacitoru uc(t):

ur(t) = ur(t) + uc(t).
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Priklady systémi — Integracni RC clanek (2/3)

Proud prochazejici obvodem i(t) a Casovy priibéh napéti na rezistoru ur(t) je mozno

vyjadrit jako
. d
i(t) = Cauc(t)
a proto
. d
ur(t) =R -i(t) = RCauc(t).
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Priklady systémi — Integracni RC clanek (3/3)

Dosazenim ugr(t) ziskame diferencialni rovnici prvniho fadu pro Casovy priibéh napéti na

kapacitoru uc(t):
d
RC Euc(t) + Uc(t) = Ul(t).

Reseni uvedené rovnice ma pro véechna t > 0,

_ 1
“~ ke
Ul(t) = Uo

a pro pocatecni hodnotu uc(0) = 0 tvar

uc(t) = Up(1 — o).

40



Priklady systémti — Vystup integracniho RC clanku

time [s] 41



Priklad modelovani diskrétniho systému



Priklady systémi — Priklad variace ceny (1/2)

Rovnice nabidky

Nabidka dnes zavisi na vcerejsi cené a to tak, ze nabidka stoupa s rostouci cenou. Pro
C > 0 plati

n[k] = Cclk — 1] + Aulk].

Rovnice poptavky

Poptavka dnes zavisi na dnesni cené a to tak, ze poptavka klesa s rostouci cenou. Pro
D > 0 plati

plk] = —Dcl[k] + Bulk].
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Priklady systémia — Priklad variace ceny (2/2)

Rovnost nabidky a poptavky
nlk] = p[K]
pak vede na diferencni rovnici prvniho radu

B—-A

c[k] + %c[k 1] = ulK].

a4
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Priklady systéma — Priklad variace ceny /‘%@é
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Rozdil mezi linearnim a linearizovanym

D1 D2 S
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Obsah prednasky

Iterace diferenéni rovnice

Iterace rovnice ceny
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Iterace

Iteraci rozumime obecné opakovani néjakého postupu, v matematice napfiklad

opakované vyhodnoceni funkce. Vysledky z jedné iterace se pouziji jako vstup pro dalsi

iteraéni krok.

Iteracné napriklad

e hledame nulové body funkce, f(x*) =0

e simulujeme vyvoj diskretizovaného dynamického systému

48



Iterace

Diferencni rovnici se vstupem u[n] a vystupem y[n] mazeme prepsat do tvaru

y[n+ 1) =f(y[n],y[n—1],...,u[n],uln—1],...)

stanovit tzv. pocatecni podminky dané radem systému a potom napfiklad pro
n=2,3,... s pocatecnimi podminkami y[0], y[1], y[2] iterativné pocitat vystupy
diskrétniho systému y[3], y[4],. ...

Podobny postup se pouziva pro numerickou simulaci spojitych systémii. V tom pfipadé
se spojité funkce vyhodnocuji v predem stanovenych casovych okamzicich, vysledek neni
tedy zcela presny.
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Iterace rovnice ceny

Diferenéni rovnici

B—-A

clk] + %c[k —1]= x[K],

odvozenou na predeslych slajdech prepiseme do kanonického tvaru

y[k] +vyl[k — 1] = Bu[K]

a postupnymi iteracemi nalezneme pro u[k] = 1[k] a pocate¢ni podminku y[—1] =0 :

50



Iterace rovnice ceny

Pro k = 0:

y[0] + vy[~1] = Bu[0]
y[0] =8 —y[-1] =8

Pro k = 1:

y[1] +~y[0] = Bull]
y[1] = B —vy[0] = B — By

51



Iterace rovnice ceny

Pro k = 2:

y[2] +yy[l] = Bu[2]
yRl=B-yyll]=8-Bv+ 87

Pro obecné n:

y[n] +~vy[n — 1] = Buln]
ylnl=B—ayln—1=8 (1—=v++¥+ -+ ()"

52



Iterace rovnice ceny

n
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Diraciiv impuls — Priblizeni

Tato funkce je definovana na Gasovém intervalu pro vsechna t a jeji nenulovou hodnotu
predpokladame pouze v okoli bodu t = 0. Plocha téchto funkci je rovna 1 pro kazdé

e > 0.
0c(t) 0c(t) 0c(t)
1 1 1
2¢ € €
—e +e t 0 +e % —e +e t

Funkci (t) definujeme jako 6(t) = lime_0 0¢(t).
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Diraciiv impuls — Definice

Funkce d(t) se nazyva Diractv impuls, Diracova d-funkce nebo jednotkovy impuls.
Hodnota (t) pro t # 0 je §(t) = 0. Jeji hodnota v t = 0 neni definovana jako funkce,
pouziva se integralni definice

0 € 0+
/ o(t)dt = o(t)dt = i(t)dt =1
—00 —€ 0—

pro kazdé ¢ > 0.

Bt/



Jednotkovy skok

Funkce jednotkového skoku byva obvykle znagena 1(t) a je definovana jako

1 t>0,
1(t) = { PO

0 prot<D0.
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Jednotkovy skok — Vztah §(t) a 1(t)

Plati

59



Exponenciala — Realna

Uvazujme exponencialni funkci
f(t) = e,

kde « je realna konstanta, podle nasledujiciho obrazku.

at ot

€ €

/ \
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Exponenciala — Komplexni

Exponencialni funkce
f(t) = Ae,

kde o € C, je zajimava hlavné v pripadé, kdy a = iw,

f(t) = Ae“t = A(coswt +i sinwt).

61



Periodicka funkce

O spojitém signalu 7(t) fikame, ze je periodicky s periodou T, jestlize
Vt:f(t+ T)=f(t)
a tedy také pro libovolné k € Z

F(t)=F(t+T)=f(t+2T) == f(t+ k- T)

Nejmensi mozné T nazyvame fundamentalni perioda, znacime Tj.
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Sinusova funkce

f(t) = Asin(wt + P),

Asin(wt + )
T=27/w

Konstanty A, w a ® se nazyvaji amplituda, Ghlova frekvence a fazovy posun.

Sinusovka je periodicka se zakladni periodou T = 27/w. 6
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Diskrétni sinusova posloupnost
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Vznik diskrétnich signald

Jak diskrétni signaly vznikaji?

e prirozené (primérné denni teploty, denni kurzy, pocty studentii)
e vzorkovanim spojitych signalii (naméreni teploty kazdou hodinu, mérenim

pritoku kazdych 15 minut)

Diskrétni signaly, jimiz se budeme v pfedmétu zabyvat, jsou diskrétni v Case, ale spojité
ve funkéni hodnoté.

Digitalni signal je totiz ¢asto kvantovany, nabyva tedy v kazdém n pouze diskrétni
mnoziny funkénich hodnot, napriklad {0,1,2,...,65535}.
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Diskrétni jednotkovy impuls

Diskrétni jednotkovy impuls §[n] je definovan vztahem

d[n] d[n—2]
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Diskrétni jednotkovy skok

Diskrétni jednotkovy skok 1[n] je definovan vztahem

1 pron>0,
M{ pro n >

0 pron<0.

1[n] 1[n —1]

n n
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Diskrétni sinusova posloupnost

Méjme sinusovy signal f(t) = Asin(wt + ®) s periodou T = 27 /w.
Pokud tento signal vzorkujeme s periodou T > 0, ziskame diskrétni sinusovy signal

fln] = f(nT) = Asin(wnTs + ®) = Asin(¢n + ),
kde n=0, +1, £2,... a{ =wTs.

Asin(én + @)

~
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Periodicky signal

Diskrétni signal f[n] je periodicky, jestlize existuje kladné celé Cislo N takové, ze plati
fln] =fln+ N]=f[n+2N]=---=f[n+ k- N]|

pro vsechna n € Z (z intervalu (—oo, o0)) a pro libovolné k € Z. N se nazyva perioda
diskrétniho signalu.

Nejmensi mozné N nazyvame fundamentalni perioda a znacime Np.
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Periodicky signal

Diskrétni sinusovy signal nemusi byt nutné periodicky, zalezi na volb& vzorkovaci
periody Ts. Pro periodicky diskrétni sinusovy signal s periodou N musi platit

kde m € N. Mame i N € N, proto 27/ T musi byt racionalni Cislo.

Signal
y[n] =sinn

neni pro Tg = 0.1s periodicky, protoze 27/ Ts neni racionalni Eislo.
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Diskrétni systém — Vstupni a vystupni posloupnost

uln]

TT?IT ‘

u[n] —

LTI
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Diskrétni systém — Impulsni odezva

Definice (Impulsni odezva)

Odezvu systému na jednotkovy impuls §[n] budeme nazyvat impulsni odezva a

znacit h[n],

hin] = S{[n]}
h[n, m] = S{é[n — m]}.

73



Diskrétni systém — Prechodova odezva

Definice (Prechodova odezva)

Odezvu systému na jednotkovy skok 1[n] budeme nazyvat prechodova odezva a
znadit s[n],

s[n] = S{1[n]} = s{ > dn - m]} :
m=0
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Linearni systém

43
Definice (Linearita)

V matematice oznacujeme funkci f(x) jako linearni v pfipadé, ze je

a) aditivni f(x1 + x2) = f(x1) + f(x2) a
b) homogenni, f(ax) = af(x).

Obdobné to plati i pro linearni systémy.
Definice (Linearni systém)

Systém je linearni, pokud pro dva riizné vstupni signaly u1[n] a wua[n] plati

S{u[n] + wln]} = S{u[n]} + S{wa[n]},
S{auln]} = aS{uln]}.
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Princip superpozice

Definice (Princip superpozice)

Pro dva razné vstupni signaly u1[n] a u[n] plati

nln] = S{u[n]}
ya[n] = S{uz[n]}

a pro u[n] = aui[n] + Buz[n] také

ayi[n] + Byz[n] = y[n] = S{u[n]} = S{aw[n] + Buz[n]}

Obecné plati
uln] = Z aiuiln] —  y[n] = Z ajyiln] = Z a;S{uj[n]}
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Priklad

Uvazujme systém
ylnl +ay[n—1] = u[n].

Je-li na vstupu linedrni kombinace dvou riiznych signald
u[n] = byui[n] + boux[n]

je na vystupu
yInl = by (ya[n] + aya[n — 1)) + bz (y2[n] + ayz[n — 1])

kde

yi[n] + ayi[n — 1] = u1[n]
ya[n] + ayz2[n — 1] = ua[n]
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Priklad

Odmocnina z Cisla 10 je s presnosti na 10 desetinnych mist rovna
V10 = 3,16227766017. Pro u[n] = u[0] = 10 dostavame postupné

BSOS G e

y[n] y2[n]
3 9
3,165 10,017225

3,162278 10,00000214928
3,162277660  9,999999999568
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Linearni systém

Pro obecny vstupni signal u[n] je pak odezva linearniho systému
yln] = S{uln]} = 8¢ " ulm]d[n - m]}

= Z u[m] S{é[n — m]} = Z u[m] h[n, m].

m=—0o0 m=—0o0

Vidime, ze chovani systému je zcela ureno jeho odezvami na riizné posunuté
jednotkové pulsy h[n, m].
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Linearni systém

Prechodova odezva diskrétniho linearniho systému s[n] je dana prostym souctem
impulsnich odezev pro 0 < m < n

s[n] = S{1[n]} = 5{ > o[n— m]}

m=0

= S{ln—ml} =" hln,m].
m=0 m=0

Lze za né&jakych podminek zjednodusit h[n, m]?
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Casove invariantni systém

Systém se nazyva Casoveé invariantni, jestlize jsou vsechny udalosti zavislé pouze na
¢asovém intervalu (rozdilu €asovych udalosti) n — m a nikoliv na kazdém casovém

okamziku n a m samostatné.

dnes ... y[n] = S [u[n]]
vCera ... y[n—1] =S [u[n—1]]

Potom také rovnice pro impulsni odezvu prejde z maticového tvaru na prosty vektorovy
zapis
h[n, m] — h[n — m] = S{6[n — m]}.
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Casove invariantni systém

h[n] u[0] - h[n]
SACEN
y[n] = u[0] - h[n]
u[n] y[n]
uln] > LTI > y[n] I
ot
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Konvoluce

V dasledku ¢asové invariance dostavame z rovnice konvolucni sumu

ylnl= > hln—m]-ulm = > kK- u[n— K],

m=—o0 k=—o00

kterou pro Gsporu mista znacime
y[n] = h[n] * u[n].

bl 2 2171

ufn]
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Priklad

Uvazujme mikroekonomicky systém variace ceny popsany diferencni rovnici

ylnl +ay[n —1] = u[n].

Protoze jeji koeficienty nezavisi na Case, tj. a je konstantni a neni funkci n, zachovava
tato rovnice tvar pfi zaméné n — n — m. Impulsni odezva je potom

h[n] = (—a)"1[n].
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Priklad

Uvazujme nyni obménénou diferencni rovnici
yln]+n-y[n—1] = u[n].

Koeficient u y[n — 1] zavisi na Case a tato rovnice nezachovava tvar pfi zaméné
n— n— m. Impulsni odezvu lze psat ve tvaru

h[n] = (—1)" n!1[n].
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Kauzalni systém

Systém je kauzalni, pokud jeho vystup zavisi pouze na soucasnych a minulych
hodnotach vstupf.

Vystupni signal y[n] kauzalniho systému tedy zavisi pouze na
{u[n], u[n — 1], u[n —2],...}. V konvoluéni sumé proto

ylnl = ikl uln — K]
k=—0o0
-1 00
= hlklu[n — K]+ h[K] u[n — K]
k=—o00 k=0

0
musime polozit vsechny €leny impulsni odezvy h[n] = 0 pro n < 0.
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Kauzalni systém

Konvoluéni suma pro linearni, ¢asové invariantni a kauzalni systém ma tvar

ylnl = Akl - uln— K] = ulk] - h[n — K].
k=0 k=0

Jestlize navic budeme pozadovat, aby vstupni a vystupni signaly mély dobre definovany
pocatek, tj. aby ¥n < 0 : u[n] = 0, y[n] = 0 (oba signaly mohou mit nenulové ¢leny
pouze pro n > 0), potom plati

ylnl = Akl - uln— K| = hln— k] - u[k].
k=0 k=0
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Spojité systémy

Definice (Impulsni odezva)

Odezvu systému na Diraciiv impuls §(t) budeme nazyvat impulsni odezva a znacit
h(t),

h(t) = S{6(t)}
h(t,7) = S{6(t — 7)}.

Definice (Prechodova odezva)
Odezvu systému na jednotkovy skok 1(t) budeme nazyvat prechodova odezva a

znadit s(t),

s(t) =S{1(t)} = S{/oté(t - T)dt} .
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Spojité systémy

V pripadé spojitého casu postupujeme podobné a odvodime pro linearni ¢asové
invariantni systém konvoluéni integral

y(t):/oo h(T)u(t—T)dTZ/OO h(t — 1) - u(r) dr.

—0o
Operaci Casto zapisujeme ve zjednodusené formé jako
y(t) = h(t) * u(t).

Opét pripominame, ze se v tomto zapisu nejedna o nasobenil
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Spojité systémy

u(1)0-2)

[

0 1 2 g 4

o0

u(t) = h(t)= [ u(r)h(t—7)dr

— 00

N =

NI =

u(r)h(0.2 — 1)

! - - : = ¢
0 1 2 3 4
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Spojity systém

Pro u(t) = 6(t) plati pro linearni a Casové invariantni systém samozrejmé

y(t) = S{u(t)} = /OO h(r) - (¢ — 7)dr = h(t).
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Spojité systémy

Vystupni signal y(t) spojitého kauzalniho systému zavisi pouze na hodnotach vstupti
pro predeslé casové okamziky. Z divodu, které klademe na kauzalni chovani systému,
prejde konvoluéni integral na tvar

y(t) = /OO h(r) u(t — 7) dr

0 ~
:/_ h(T) U(tT)dT+/0 h(r)u(t —7)dr
0

a hodnoty impulsni odezvy pro t < 0 uvazujeme opét h(t) =0 .

92



Spojité systémy

Konvoluéni integral pro linearni, Casové invariantni a kauzalni systém ma tvar
o o
Y (1) = / h(r) - u(t — 7)dr :/ u(r) - h(t — ) dr.
0 0
Jestlize navic budeme pozadovat, aby vstupni a vystupni signaly mély dobre definovany

pocatek, tj. aby Vt < 0: u(t) = 0,y(t) = 0 (oba signaly mohou byt nenulové ¢leny
pouze pro t > 0), potom plati

y(t):/o h(T)~u(t—7’)dT:/0 u(r) - h(t — 7)dr.
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Charakteristiky systémi

Definice (Autonomni systém)

Za autonomni systém povazujeme takovy, ktery nema vstup. Diskrétni autonomni

systém je popisuje tedy napriklad diferencni rovnice vnéjsiho popisu

y[n+1]+ay[n] =0.

Vystup autonomniho systému je odezvou na pocatecni podminky.
V pripadé, ze systém ma vstup u[n], tedy

yln] +ay[n —1] = u[n],
systém pokladame za neautonomni.
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Definice stability

BIBO stabilita — bounded input bounded output

Odezva na omezeny vstupni signal musi byt vzdy omezena — systém je BIBO stabilni.

Odezva systému je kombinaci

e odezvy na vstupni signal

e odezvy na pocatecni podminky
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Stabilita systémi

Impulsni odezvu spojitého LTI systému Ize vzdy zapsat jako soucet exponenciel ve tvaru

h(t) = ket
n=0

kde p,, jsou tzv. pély prenosové funkce systému.

Pro p, € R je h(t) realna exponenciela, ktera pro t — co bud' roste nade viechny meze
(pu > 0) nebo klesa k nule (p, < 0).

Pro p,, € C je h(t) komplexni exponenciela, ktera pro t — oo kmita a bud' roste nade
vsechny meze nebo klesa k nule, zélezi na Rp,,.
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Stabilita systémi

Z vyse uvedené Gvahy vyplyva, jak z polohy péli prenosové funkce jednoduse odvodime
tvar impulsni odezvy a tedy stabilitu (lim;— . h(t) = 0) respektive nestabilitu

(lim¢— o0 h(t) = 00) systému:

e Pro stabilni systém plati lim;_,o h(t) = 0.
e V impulsni odezvé se nachazi minimalné jedna rostouci exponenciela, jez bude
hodnoté h(t) postupné dominovat, a je tedy lim;_,~ h(t) = oo.

e Systém miize byt ale nestabilni i v jinych pripadech, kdy také lim;—,o, h(t) = cc.
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