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Vnejsi popis diskrétniho systému
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Vnitrni popis systému: Nelinearni systém

Spojity systém

Diskrétni systém

vstup u(t)
stav x(t)
vystup y(t)

u[n]
x[n]
y[n]

x'(t) = f(t,x(t), u(t))
y(t) = g(t, x(t), u(t))

x[n+ 1] = f(n, x[n], u[n])
y[n] = g(n, x[n], u[n])




Vnitrni popis systému: Linearni nestacionarni systém

Spojity systém

Diskrétni systém

u(t) ...vstup
x(t) ...stav

y(t) ...vystup

u[n]
x[n]
y[n]

x'(t) = A(t) x(t) + B(t) u(t)
y(t) = C(t)x(t) + D(t) u(1)

x[n + 1] = M[n] x[n] + N[n] u[n]
y[n] = Cln]x[n] + D[n] u[n]




Vnitrni popis systému: Stacionarni (LTI) systém

Spojity systém

Diskrétni systém

u(t) ...vstupni (Fidici) vektor
x(t) ...stavovy vektor
y(t) ...vystupni vektor

u[n] ... vstupni (fidici) vektor
x[n] ...stavovy vektor
y[n] ...vystupni vektor

x'(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t)

x[n+ 1] = M x[n] + N u[n]
y[n] = Cx[n] + D u[n]

A je matice systému (n x n)
B je matice vstupti (fizeni) (n x r)
C je vystupni matice (m x n)
D je vystupni matice (m x r)

M je matice systému (n x n)
N je matice vstupt (fizeni) (n x r)
C je vystupni matice (m x n)
D je vystupni matice (m x r)




Vnitrni popis spojitého systému

X'(t)

x(t)




Vnitrni popis diskrétniho systému

u[n]

x[n+ 1]

x[n]

y[n]
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Priklady na stavovy popis dynamickych systéma
Cykloida

Modely typu predator-kofist
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Priklad: Cykloida

Cykloida je kfivka, kterou opisuje ,,bod, pevné spojeny ve vzdalenosti d od stfedu

s kruznici o poloméru a, ktera se odvaluje po pfimce”.!

y

Q j am 2am X

LLze si ji mozna lépe predstavit tak, ze vezmete lahev od piva nebo mléka, na jeji dno prilepite spejli a

budete sledovat krivku, kterou opiSe jeji konec.
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Priklad: Cykloida, rovnice pohybu

V case proménnou polohu bodu p(t) = [x(t), y(t)] po cykloidé |ze popsat
parametrickou soustavou rovnic

x(t) = x1(t) = at — dsin t,
y(y) = x(t) = a— dcost,
ktera je pro pocatecni podminky?
x1(0)=0 a x(0)=a—d
dana reSenim stavové rovnice
d [xl(t)] B [ 0 1] [xl(t)
dt |xo(t) -1 0| [x(t)

2Bod je na pocatku dé&je v dolni Gvrati.
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Priklad: Cykloida, rovnice pohybu v maticové forme

Poloha bodu je vystupem dynamického systému

X'(t) = Ax(t) + Bt
p(t) = x(t)
popsaného maticemi
a_ |0 1 g0
-1 0 a
1
Cc= 0 ,D=0
0 1
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Priklad: Vici a ovecky

Nelinearni stavovy model vici a ovecky, ktery je znam v literature jako Lotka-Volterra
predator-prey model, se tyka populace ovci popsané stavovou proménnou xi(t) a
populace vlkii popsané stavovou proménnou xx(t).

Tento dynamicky model je autonomni a lze jej popsat nelinearni soustavou stavovych
rovnic ve tvaru

ddi'Xl(t) = axi(t) — bxi(t)x(t),

%Xz(t) = —cxo(t) + d xu(t)xo(t).
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Priklad: Vici a ovecky — Interpretace modelu

Uvedeny model miizeme snadno interpretovat: Ziji-li ovce a vici oddélené, pro pocet
ovci plati rovnice

d

Exl( ) = axi(t),

jejimz feSenim je exponencialni rist
x1(t) = x1(0) e,

zatimco bez potravy je prirdistek populace vlki zaporny

d
EXQ( ) = —CX2(t)

a vlci hynou,
X2(t) = X2(0) e
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Priklad: Vici a ovecky — Model interakce

Pocet sezranych ovci a nasycenych vlkii je tmérny poctu jejich setkani — ten je dan
soucinem
Xl(t)Xg(t).

Pocet ovci klesa s rostouci sanci, ze ovce potka vlka:
—le(t)Xg(t),

a vlci, hodujici na ovcich, se maji dobfe a jejich pocet proto odpovidajicim zpiisobem
stoupa:
Xm(t)Xz(t).
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Priklad: Vlci a ovecky — Populace rysii a snéznych zajicti v Kanadé /‘%&%ﬁ )
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Urovné modelovani
Presny model systému
Model systému z namérenych dat

Gray-box
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Urovneé modelovani

V nékterych pfipadech jsme schopni pfesné matematicky popsat chovani celého
systému.

V pripadé slozitych systémii s mnoha neurcitymi vazbami to vsak tak jednoduché neni.

Podle toho, kolik informaci o modelovaném systému mame, lze modely délit do tfi
skupin:

e white-box
e gray-box
e black-box

20



White-box: Presny model systému

Zcela odvozen ze zakladnich zakond fyziky, chemie, ekonomie, ... (first-principle

models).
V3echny rovnice a parametry lze urcit na teoretické arovni.
Také kombinace modeld, i v pfipadé, ze nékteré parametry odhadnuty z dat.

Charakteristicka vlastnost: nezavislé na datech, parametry primo interpretovatelné jako

zakladni veliciny (hmotnost, rychlost, narodni dichod, . ..).
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Black-box: Model systému odvozeny z namérenych dat /‘%@é )

Zcela zavislé na mérenych datech.
Jak struktura modelu, tak i parametry jsou odvozeny experimentalné.
Nevyuzivame zadnou apriorni informaci o modelovaném systému.

Parametry typicky nemaji zadny vztah k zakladnim veli¢Ginam.
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Black-box: Model systému odvozeny z namerenych dat

Algoritmy strojového uceni s ucitelem: Znadme vstupni a vystupni data, pouzijeme
genericky model, jehoz parametry nastavime.

Vyzaduje trénovaci a testovaci data
Velmi rozsirené v inzenyrské praxi

Priklad: AR (autoregresni modely), ANN (neuronové sité), SVM (metoda podpiirnych
vektord, angl. support vector machines), GP (Gaussovské procesy)

Délime na

e parametrické

e neparametrické
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Black-box: Parametrické modely

Parametrické modely predpokladaji existenci konecné mnoziny parametrii ¢. Jakmile
jednou najdeme parametry, budouci vystup modelu pro vstupy x nezavisi na mnoziné

pravé pozorovanych dat D, model |ze tedy reprezentovat pravdépodobnostnim
rozdélenim odpovidajicim

P(x|0,D) = P(x|0).

Slozitost modelu je ohranicena, dana 6, i kdyz mnozstvi pozorovanych dat ohranicené
neni.

Tyto modely nejsou flexibilni, vsechna informace o D je obsazena v 6.
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Black-box: Neparametrické modely

Neparametrické modely nepredpokladaji, ze data lze reprezentovat distribu¢ni funkci
zalozenou na kone¢né mnoziné parametrii. Mnohdy je ale definujeme ze predpokladu, ze

6 ma nekonecnou dimenzi. Typicky je 6 néjaka funkce.

V tomto pfipadé miize 6 obsahnout rostouci objem informace o datech tak, jak D roste.

Tyto modely jsou slozitéjsi, ale zato jsou flexibilni — dokazou brat v Gvahu i evidenci

obsazenou v nové prichazejicich datech.
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Black-box modely

Jednoduchy (a Casto jediny pouzitelny) nastroj na modelovani slozitych vztaht v datech.

Parametrické Neparametrické Aplikace
polynomialni regrese Gaussovsky proces aproximace fci
logisticka regrese GP klasifikator klasifikace
smésové modely, k-means smés Dirichletovskych procesi shlukovani

skryté Markovské modely (HMM)  nekoneéné HMM

faktorova analyza, PCA, PMF nekonecné latentni FM

Casové rady

hledani priznaka

Dnes také velmi oblibené neuronové sité = BIG DATAI
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Gray-box: Nekteré casti nelze popsat fyzikalne

Kompromis / kominace mezi white-box a black-box modelem. Mozné jsou viechny

mozné kombinace.

Jeho popis mize obsahovat také kvalitativni informace o modelovaném systému,

napf. popis chovani systému ve formé pravidel.
Charakteristika: slucuje vsechny mozné snadno dostupné zdroje informaci o systému.

Struktura modelu byva odvozena z expertnich znalosti, parametry modelu jsou ale

urceny z dat.
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White-box —

White-box Gray-box Black-box

Zdroje zakladni principy kvalitativni znalosti experimenty

informaci  znalosti pravidla data

Castecné znalosti a data

Vlastnosti  dobra extrapolace kratka doba vyvoje
dobré pochopeni nevyzaduje expertni znalosti
vyzoka spolehlivost Ize i pro neznamé procesy
skalovatelnost

Nevyhody  Casové narocné nelze extrapolovat
vyzaduje znalosti neni Skalovatelné
znalosti omezuji presnost presnost omezena daty
pouze pro znamé procesy malo pochopeni

Aplikacni planovani pouze pro existujici procesy

oblasti konstrukce, design spise slozité procesy

spise jednoduché procesy
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Zaklady teorie fizeni
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Zakladni schéma rizeni systému

Poruchy
w e . u , y
—Q0— Rizeni Systém

Méreni/Pozorovatel
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Zakladni typy rizeni: Ovladani a regulace

Ovladani:

Systtm —()—— e

Rizeni

Regulace:

+ e N
w ——(— Rizeni

Systém y

31
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Dosazitelnost, riditelnost [‘L?é o

Definice (Dosazitelnost)
Stav x je dosazitelny, existuje-li fizeni u(t), které za koneény Cas prevede pocatecni
stav x(tp) = 0 do stavu x. Jsou-li viechny stavy systému dosazitelné, fikame, ze

systém je dosazitelny.

Definice (Riditelnost stavu)

<
<
N
<
N
N
N
<
N
<
<

Stav x je fiditelny, existuje-li fizeni u(t), které v konecném Case prevede tento stav do
pocatku (do nulového stavu). Jsou-li vSechny stavy systému fiditelné, fikame, ze
systém je fiditelny.

|
\

Definice (Riditelnost na vystupu)
Systém je fiditelny na vystupu, pokud existuje funkce fizeni u(t) takova, ze prevede
vystup y(to) na y(t1) v konecném cCase t; — tp.
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Pozorovatelnost

V PRAZE

Definice (Pozorovatelnost)

Systém je pozorovatelny, kdyz zmérenim vstupu a vystupu na kone¢ném Easovém

intervalu je mozno uréit hodnotu stavu systému na pocatku méreni.

MéFenim lze zjistit vlastnosti pouze u pozorovatelné casti systému.

Definice (Pozorovatel stavu)

Pozorovatel stavu je systém, ktery poskytuje odhad vnitfniho stavu daného realného
systému z méreni vstupu a vystupu realného systému.

Pozorovatel je obvykle implementovan pocitacem a poskytuje zaklad pro fadu
praktickych aplikaci.

33



Rizeni systémi

Typické alohy
e Kompenzace vlivu poruchovych velicin

(angl. Disturbance Rejection)

e Problém regulatoru
(angl. Regulator Problem)

e Problém sledovani
(angl. Tracking Problem)

e Optimalni fizeni
(angl. Optimal Control)

34



Rizeni systémi: Kompenzace vlivu poruchovych velicin

Na systém vzdy ptisobi cela fada poruchovych veli¢in.

Poruchova veli¢ina méritelna = jeji vliv Ize kompenzovat v fidicim ¢lenu. Nékdy Ize vliv
poruchy kompenzovat beze zbytku.

Rizeny systém je invariantni vzhledem k poruse: porucha se na vystupu systému viibec
neprojevi.
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Rizeni systémi: Problém regulatoru

Dynamické vlastnosti samotného systému jsou nékdy nevyhovujici.

Ucelem je navrhnout takovou strukturu fizeni, aby cely systém mél vyhovujici

dynamické vlastnosti.

Casto jde o stabilizaci systému, jenz je nestabilni.

36



Rizeni systémi: Problém sledovani

Pozadujeme, aby y(t) co nejlépe sledovalo referenéni priibéh w(t).

Minimalizace regula¢ni odchylky e(t)
e(t) = w(t) —y(t)

Dodatecéna omezeni:
o velikost ridici veliciny,

e velikost celkové fidici energie, ...
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Rizeni systémi: Optimalni rizeni

V moderni teorii fizeni jsou vsechny pozadavky na fizeni shrnuty do kritéria kvality
fizeni J = f(x,...).

Navrh Fidiciho zasahu — optimalizacni problém minimalizace hodnoty J.
Dva zasadni probléemy:

e volba kritéria kvality fizeni,

e resitelnost takto formulovaného optimalizaéniho problému.
Nejvice pouzivanym kritériem kvality Fizeni je kvadratické kritérium
J=x"Rx+---

Pro linearni systémy vede na linearni zakon fizeni u = —Kx, kde K je matice, kterou lze
spocitat z tzv. Ricattiho rovnice.
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... CVUT

Bellmanova funkce — zaklad dynamického programovani /‘%{f&é

Optimalizace: Snaha dosahnout uréitého cile (minimalizace nakladt, maximalizace

vydélku, minimalizace cestovni doby)

Definice (Bellmaniv princip optimality)

Optimalni fidici strategie ma tu vlastnost, ze bez ohledu na pocatecni stav a pivodni
rozhodnuti predstavuji ostatni rozhodnuti opét optimalni strategii s ohledem na stav,

vyplyvajici z prvniho rozhodnuti.

Lze tedy postupovat zpétné (tzv. angl. backtracking nebo angl. rollout)
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Dynamické programovani

Bellmaniv princip optimality vede na strategii zvanou dynamické programovani:

Definice (Dynamické programovani)

Dynamické programovani (DP) je postup pro feseni aloh, jejichz podulohy se
prekryvaji, t.j. Fesi stejné podalohy opakované. Metody DP si hodnoty dfive
vyresenych podiloh zapamatuje a pfi jejich znovuobjeveni je jiz nefesi znovu.

Pristupy:

e shora dolt (rekurze)

e zdola nahoru

40



Dynamické programovani: Priklad

Hledame nejrychlejsi cesty z domi vlevo k nakupnim strediskiim vpravo. Uzly grafu jsou
kfizovatky, ohodnoceni uzld je zpozdéni.

Rezidencni Nakupni

lokality centra

41



Dynamické programovani: Krok 1

Zbyva krizovatek: 6 5 4 3 2 1 0

8 3 1,8
2 6 3
6 9 >2
5 5 5
Rezidencni - 7 > 6 . 6 Nakupni
lokality 8 8 5 | centra
4 6 9
9 3 5
5 3 1
4 2 3
6 9 3
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Dynamické programovani: Krok 2

Zbyva krfizovatek: 6 5 4 3 2 1 0

8 3 8
2 6 5

6 9 52
5 5 7

Rezidenéni 7 6 6 Nakupni
. 7 2 12
lokality 3 g 25 centra

4 6 14

9 3 5
5 3 4

4 2 >3
6 9 6
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Dynamické programovani: Krok 3

Zbyva krfizovatek: 6 5 4 3 2 1 0

8 3 8
2 6 5

6 9 52
5 5 7

Rezidenéni 7 6 6 Nakupni
. 7 2 12
lokality 3 g 25 centra

4 6 14

9 3 5
5 3 4

4 2 >3
6 9 ™6

a4



Dynamické programovani: Krok 4

Zbyva krfizovatek: 6 5 4 3 2 1 0

8 8 38
2 6 55
6 14 F—J22
5 5 L,
Rezidenéni 7 13 6 Nakupni
oalite | 7 2 12
okality 3 15 :5 centra
4 6 14
9 7 5
5 3 4
4 6" F—123
6 9 6
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Dynamické programovani: Reseni

Zbyva krizovatek: 6

Rezidenéni
lokality

5 4 3 2 1 0
22 .8 8

22 14 5
20 14 22

25 18 7
22 013 6

23 "15 12
16 15 35

20 "13 14
18 7 5

18 9 4
013 ,6 >3

19 15 6

Nakupni
centra
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Dynamické programovani: Reseni

Zbyva krfizovatek: 6 5 4 3 2 1 0

22 |—1,84— 8
22 — 14 35

020 14

¥
N

1

25

Rezidenéni - 22 —,13 6 Nakupni
lokality 16 15 T—J*5 | centra

A7 S A
20
18 L7 5

S A

13 6

\ ¥

18

\ ¥
w

1

19
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PID rizeni

t
u(t) = o+ Kye(t) + };P/ e(r)dr+ K, dete(t)
SN—— 0 3 y

u
P
uj Uqg

— P K e(t) —

t
—Setpoint 4 Eror» I K,Ie(r)dr »(Z)—-Output—»
0

L D Kd? I
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EESKE VYSOKE
UEENI TECHNICKE
V PRAZE

PID rizeni

t
u(t) = uo + Kpe(t) + };"/ e(r)dr + K, dete(t)
SN—— 0 X )

u
P
uj Uqg

Process
disturbance

Process
output
variable

Control
signal

Control

Reference __error

. Filter Sensor
Filtered
(smoothed) Process
process measurement
measurement
Measurement
noise
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Model-prediktivni fizeni
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Model-prediktivni rizeni

Idea: Pouzijeme model systému k posouzeni budoucich dopadii soucasnych akci.

e dnes velmi rozvinuté regulacni paradigma
e zaklad: 1970t4 léta, Shell Qil, petrochemie

e divod: Gspora nakladil, Ize se vice priblizit meznim parametriim
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Model-prediktivni rizeni

V kazdém okamziku vzorkovani k pouzivame

a) matematicky model fizené soustavy

dynamicky model, omezujici podminky
b) (koneénou) historii hodnot regulovanych velic¢in az po k-tou
c) (koneénou) historii hodnot Fizeni
d) pozadovany pritbéh regulovanych veli¢in

v ramci uvazovaného horizontu predikce h
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Model-prediktivni rizeni

Mame:
e stavovy vektor v kroku k, x[k],
x[k + 1] = f(k, x[k], u[k])

e diskrétni model {
y[k] = g(k, x[k], u[k])

Vektor vstupii u[k] minimalizuje ztratovou funkci J(x[k])

o jednokrokova minimalizace J(x[k]) neni globalné optimalni

e pouzijeme model systému pro h-krokovou predikci x[k + 1], ..., x[k + h]
e rozsifime x[k] na x[h|k] = [x[k]; x[k + 1];...;x[k + h]]

e pocitame J(x[h|k]) pro h kroka
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Model-prediktivni rizeni

Output

Unmeasured noises

disturbances

Plant
outputs

System model

Measured Controlled

disturbances C_:ontrol outputs
inputs MPC

Optimization

K
—) T— Prediction

setpoints 53
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Model-prediktivni rizeni RO <.

UCENI TECHNICKE
V PRAZE

Highway 101 Trip

Vozidlo

Velocity, m/s
8

)

Pozadovana rychlost Aktualni rychlost

S

RO

@

o

2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000
Position, m

o

e Navrh MPC radi¢e nad ACC, regulujiciho pozadovanou rychlost tak, aby vozidlo
jelo co nejhospodarng;ji
e Predikce: maximalni + minimalni rychlost dopravy, sklon

e Omezeni: maximalni + minimalni rychlost dopravy a vozidla
Prevzato z Borelli: ME290E a Balandat: EE128 54



Model-prediktivni rizeni

Output

Unmeasured noises

disturbances

Plant
outputs

System model

Measured Controlled

disturbances C_:ontrol outputs
inputs MPC

Optimization

K
—) T— Prediction

setpoints 55



Model-prediktivni rizeni

PAST FUTURE
- >
— +——=9 - =
e —e— Reference Trajectory
o7 —e— Predicted Output
e o— Measured Output
/ ,———— ---- Predicted Control Input

Past Control Input

F———

_____ 1 k- == -
— 1

| E -

Prediction Horizon

| | | | | | | | |

I 1 1 1 1 1 1 1 1 >
+—>

Sample Time 56
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Model-prediktivni rizeni /‘5@? o
\J sis;:l;:cnm(l(s
past | future
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inputs u
t
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Model-prediktivni rizeni

predicted outputs y(t+k|t)

manipulated inputs
u(t+k|t)

\

t t+1 t+N

e Podle x(t) optimalizujeme vstupy na horizontu délky N

B/



Model-prediktivni rizeni

predicted outputs y(t+k|t)

]
ﬂ 0 : manipulated inputs

u(t+k|t)

t t+1 t+N

e Podle x(t) optimalizujeme vstupy na horizontu délky N
o Z celé predikce pouzijeme pouze prvni optimalni krok u(t)

\

Bt/



Model-prediktivni rizeni

t+1 t+1+N

e Podle x(t) optimalizujeme vstupy na horizontu délky N

o Z celé predikce pouzijeme pouze prvni optimalni krok u(t)

e Postoupime o jeden

Casovy krok a posuneme horizont
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Model-prediktivni Fizeni /‘%ﬁ%ﬁ

V PRAZE

: manipulated inputs
: : u(t+1+k[t+1)

t+1 t+2 t+1+N

Y

Podle x(t) optimalizujeme vstupy na horizontu délky N
Z celé predikce pouzijeme pouze prvni optimalni krok u(t)

Postoupime o jeden Casovy krok a posuneme horizont

Bt/

V3e opakujeme v Case t + 1
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Model-prediktivni rizeni /"{'%P/é

Yr

V PRAZE

: u(t+1) manipulated inputs
: : u(t+1+k[t+1)

t+1 t+2 t+1+N

Y

Podle x(t) optimalizujeme vstupy na horizontu délky N
Z celé predikce pouzijeme pouze prvni optimalni krok u(t)

Postoupime o jeden Casovy krok a posuneme horizont

Bt/

V3e opakujeme v Case t + 1



¢vuTt
V N\ CESKE VYSOKE
oF

UEENI TECHNICKE
V PRAZE

Model-prediktivni rizeni f{v’%ﬁ‘

MPC reaguje na predikovanou budouci hodnotu regulaénich odchylek

PID reaguje jen na soucasné a minulé hodnoty.

dx = Flixu), x(0) = x.

J(u) = [L(t,x, %, u) — extr.
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Model-prediktivni rizeni
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Model-prediktivni rizeni

Omezeni hodnot akénich veli¢in:

UminSU[k+p|k]§UmaX7 p=0,1,...,h

Omezeni hodnot prirdistk akénich velicin:

!Au[k+p|k]’ < Atmax, p=0,1,...,h

Omezeni hodnot regulovanych velicin:

}/minS}/[k_'_p“(]S)/maxa p:h,n—i—l,...,N

e mohou byt obecné také proménna v Case,

e u regulovanych veli¢in — + prazdna mnozina pfipustnych feseni
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Na zaver

V PRAZE

Dékuji za pozornost. Az budete utikat, prosim opatrné.
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