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Uvod do metod statistického uceni
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Vidime grafy Prodeje (Sales) versus TV, Rozhlas (Radio) a Noviny (Newspaper)
s modrou pfimkou linearni regrese pro kazdy pfipad jednotlivé. Miizeme predpovidat
Prodeje pomoci téchto tfi diagrami? Mozna se nam to povede lépe, pouzijeme-li
n&jaky model:

Prodeje ~ f(TV,Rozhlas, Noviny)



Oznaceni

V modelu jsou Prodeje odpovéd nebo cilovd hodnota. Odpovéd obvykle znacime y.
TV je charakteristika, vlastnost, vstup nebo prediktor, oznacime ho x;.
Podobné oznacime Rozhlas jako x» a tak dale.

Muazeme potom odkazovat na vstupni vektor souhrnné jako na

X1
X = | Xo

X3

Nas model nyni zapiseme jako
y = f(x) + €,

kde € zachycuje chyby méfeni a jiné nepfesnosti.



K cemu je f(x) dobré?

e S dobrym f mizeme délat predpovédi y v novych bodech x = x*.

e Mizeme prijit na to, které slozky x = (x1, x2, . . . 7x,,)T jsou pro pochopeni y
dilezité a které jsou irelevantni. Tak napf. Stafi a Rokyvzdélavani maji velky
vliv na Pfijem, ale Rodinny stav typicky ne.

e V zavislosti na slozitosti funkce f mtzeme byt schopni pochopit, jak kazda slozka

xj vektoru x ovlivhuje y.



© Existuje zde idealni f(x)?

Konkrétné: Co je dobrou
hodnotou f(x) pro libovolné
zvolenou hodnotu x, feknéme
[ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ x =47

Pro x = 4 miizeme mit naméfeno mnoho riiznych hodnot y. Dobra hodnota funkce f je
f(4) = E[Y|X =4].

E[Y|X = 4] zna&i ocekavanou hodnotu (primér) hodnot nahodné veliciny Y pro dané
X =4.

Tato idealni funkce f(x) = E[Y|X = x] se nazyva regresni funkce.



Regresni funkce f(x)

e Je také definovana pro vektor x, napf.

f(X) = f(Xl,XQ,X3) = E[Y|X1 = X1,X2 = X2,X3 = X3]

e Je to idealni nebo optimalni prediktor Y vzhledem ke stfedni kvadratické chybé:

f(x) = E[Y|X = x] je funkce, ktera minimalizuje E[(Y — g(x))?|X = x| pres vechny
funkce g ve vsech bodech X = x.

e ¢ =Y — f(x) je neredukovatelna (neodstranitelna) chyba — tj. i kdybychom znali f(x)
zcela presné, stejné bychom délali chyby v predpovidani, nebot v kazdém bodé X = x
typicky existuje rozlozeni pravdépodobnosti vyskytu moznych hodnot Y.

e Pro kazdy odhad f(x) funkce f(x) mame

EI(Y — F002IX =] = (F0) — F00)T + var(9)
)

J neredukovatelné
redukovatelné



Jak odhadnout f — Metoda nejblizsich sousedii

Typicky mame malo bodii pro X = 4 zméfeno presné (pokud viibec ngjaké) ...

e Takze E[Y|X = x] nemiizeme spoditat!
e Zmirnéme definici a polozme

f(x) = average(Y|X € R(x))

kde R(x) je né&jaké okoli bodu x a average je primér.




Jak odhadnout f — pokracovani

e Metoda nejblizsich sousedi miize byt docela dobra pro mala p a spise velka N.
e Metoda nejblizsich souseddi mtize byt velmi spatna, je-li p velké.
e Davod: prokleti dimensionality. Ve vice dimenzich maji nejblizsi sousedé tendenci
byt hodné daleko.
e Abychom snizili rozptyl, potfebujeme ke zpriimérovani ziskat rozumny podil N
hodnot y;, napf. 10 %.
e 10 % okoli ve vysokych dimenzich uz nemusi byt lokalni, takze ztracime ducha
odhadu E[Y|X = x| lokalnim pramérovanim.



¢vuTt

UCENI TECHNICKE
V PRAZE

Prokleti dimensionality /‘%5?? cestwsont

10% Neighborhood

o | 5
~ ) oo 00 o ®
S Lo 0°
o R ° °§ A . o
o N ~
5 0 o
0
o ®© o
o
o
I
o ° @ o " =
(;é o 7 g %% . '8
o o 4
° .
o | ° . 2 8% ° 2
o o . o
I o o .
o e o o o
o 0% o %4 o :
= Ll ° o | g
T : = :
T T T T T T T T T T T T T
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 00 01 02 03 04 05 06 0.7
x1 Fraction of Volume

10



Parametrické a strukturované modely

Linearni model je dualezity priklad parametrického modelu:

fL(x) = Bo + Bix1 + Boxo + - - - + BpXp.

e Linearni model se specifikuje prostrednictvim p + 1 parametrt S, f1,. .., Bp.
e Parametry odhadneme prokladanim modelu trénovacimi daty.

e Ackoli linearni model témér nikdy neni spravny, Casto slouzi jako dobra a
interpretovatelna aproximace neznamé skute¢né funkce f(x).

11



Linearni model f.(x) = fo + [1x zde dava rozumnou aproximaci:

Kvadraticky model fq(x)
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Simulovany pfiklad. Cervené body jsou simulované hodnoty pfijmu z modelu
f je ta modra plocha.

income = f(education, seniority) + e,
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Linearni regresni model prolozeny nasimulovanymi daty:

fi(education, seniority)

= BO + Bl X education + 32 X seniority
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Flexibiln&jsi regresni model fs(education, seniority) prolozeny nasimulovanymi daty.
Pouzivame zde postup nazyvany splajn tenké desky (thin-plate spline), abychom
prolozili pruznou plochu. Ovladame hrbolatost této aproximace (ISLR, kapitola 7).
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Jesté flexibilngjsi regresni model )?S(education, seniority) pomoci splajnu prolozeny
nasimulovanymi daty. Prolozeny model zde v trénovacich datech nedélad zadné chyby!
Znamo také jako preurceni nebo pretrénovani (overfitting).
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Nekteré kompromisy

e Presnost predpovédi versus interpretovatelnost.
— Linearni modely se snadno interpretuji, splajny tenké desky nikoli.

e Dobra aproximace versus preurceni nebo podurceni.
— Jak pozname, ze aproximace je zrovna ta prava?

e Uspornost versus erna skinka.
— Casto davame prednost jednodussimu modelu s méné proménnymi pred

prediktorem typu Cerné skrinky, ktery je zahrnuje vsechny.

17
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Generalized Additive Models
Trees
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Preklad nazvi metod (zleva doprava, odshora dolil): vybér podmnoziny, Lasso, nejmensi

Ctverce. zobecnéné aditivni modely, stromy, bagging, boosting, metoda podptrnych
vektord.



Posouzeni presnosti modelu

Predpokladejme, Ze prolozime n&jakymi trénovacimi daty Tr = {x;, y;}' model f(x) a
chceme védét, jak dobre si vede.

e Mohli bychom vypocitat stfedni kvadratickou chybu predpovédi pres Tr:

N 2
MSEr, = average;cry (yi - f(X,))

Tento pristup ale mize vice stranit preurcenym model&im!
Q: Pro¢ tomu tak je?

19



Posouzeni presnosti modelu

Predpokladejme, Ze prolozime n&jakymi trénovacimi daty Tr = {x;, y;}' model f(x) a
chceme védét, jak dobre si vede.

e Mohli bychom vypocitat stfedni kvadratickou chybu predpovédi pres Tr:

N 2
MSEr, = average;cry (.yi - f(X,))

Tento pristup ale mize vice stranit preurcenym model&im!
Q: Pro¢ tomu tak je?

e Misto toho bychom méli, pokud je to mozné, vypocitat chybu predpovédi pomoci
novych testovacich dat Te = {x;, y;}/:

~ 2
MSEse = averageicr, (vi — ()

19
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Cerna kfivka je skutecnost. Cervena kfivka vpravo je MSEr., seda kivka je MSEr,.
Oranzova, modra a zelena kiivka (a Ctverecky téchto barev) odpovidaji aproximacim
rtzné flexibility.
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Zde je skutecnost hladsi, takze hladsi aproximace a linearni model si vedou opravdu
dobre.
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Zde je skutecnost zvInéna a sum je maly, takze si nejlépe vedou flexibilnéjsi aproximace.

22



Kompromis mezi zkreslenim a rozptylem

Predpokladejme, ze jsme néjakymi trénovacim daty Tr prolozili model f(x) a necht
(x0, Y0) je testovaci pozorovani vyvozené z této populace. Jestlize skutecny model je
y = f(x) + € (kde f(X) = E[Y|X = x]), pak

A 2 A N 2
E [yo — f(xo)} = var(f(x0)) + [bias(f(xo))] + var(e).
Ocekavana hodnota priiméruje pres variabilitu v yg a rovnéz variabilitu v Tr, ktera

ovliviuje 7. Poznamenejme, ze bias(f(xo)) = E[f(x0)] — f(x0).

Typické je, ze jak roste flexibilita f, roste jeji rozptyl a zkreslent (bias) se snizuje. Takze
volba flexibility zalozena na stfedni testovaci chybé odpovida kompromisu mezi

zkreslenim a rozptylem.

23
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Kompromis mezi zkreslenim a rozptylem na nasich trech prikladech ﬂf?é
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Klasifikacni alohy

Proménna odpovédi Y je zde kvalitativni — napf. email je jeden z prvki
C = (spam, ham) (ham = dobry email), tfida Cislic je jedna z C = {0,1,...,9}.

Nase cile jsou:

o Vytvorit klasifikator C(X), ktery prifadi znacku tfidy z C budoucimu
neoznacenému pozorovani X.

e Ohodnotit nejistotu v kazdé klasifikaci.

e Porozumét roli riiznych prediktorii mezi slozkami X = (X1, Xo, ..., X,).

25
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Existuje idealni C(X)? Predpokladejme, ze K prvki mnoziny C je ocislovano
1,2,...,K. Polozme

pk(x)=P(Y =kl X =x), k=1,2,...,K.

Toto jsou podminéné pravdépodobnosti trid pro dané x, viz napf. maly sloupcovy graf
pro x = 5. Bayesiiv optimalni klasifikitor pro x je pak

C(x) =J Jestlize p;(x) = max{pi(x), p2(x), .. -, pr(x)}-

26
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Da se zde stejné jako dfive pouzit priimérovani pres nejblizsi sousedy.
A pro rostouci dimenze se to také hrouti. Avsak dopad na (_A"(x) je mensi nez na
Pk(x),k=1,2,.... K.

27



Klasifikace: nekteré detaily

e Vykonnost klasifikatoru (.A'(x) typicky méfime pomoci miry chyby nespravné
klasifikace:

1 pokud y; # C(x;),

Errre = average;cr,

0 jinak.

e Bayesiv klasifikator (uzivajici skutecné hodnoty pk(x)) ma nejmensi chybu (v dané
populaci).

e Metoda podpirnych vektord (SVM) vytvari strukturované modely C(x), schopné
zahrnout do modelu i vztahy mezi jednotlivymi tfidami (tedy strukturu vstupnich

dat).

e Budeme také vytvaret strukturované modely pro reprezentaci pk(x), napf.
logistickou regresi, zobecnéné aditivni modely.

28
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Priklad: K nejblizsich sousedii ve dvou dimenzich /‘%zr?%?
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KNS: K =1

KNS: K =100
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Error Rate
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