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Optimalizace — Definice

Definice (Optimalizacni problém)

Méjme danu funkci £ : R” — R a mnozinu & C R”. Naleznéte x* € S takové, ze

f(x*) < f(x) pro vsechna x € S. Hodnotu x* nazyvame optimum nebo minimum
funkce f.

Staci uvazovat minimalizaci, protoze maximum f je minimum z —f.

Ucelova (cilova) funkce f je obvykle diferencovatelna a miize byt linearni i nelinerani

Pripustna mnozina (asto také mnozina omezeni) S je definovana soustavou linearnich
nebo nelinearnich rovnic a nerovnic. Body x € S nazyvame pripustné body.

Pokud plati S = R", jde o neomezeny optimalizacni problém. Vé&tsinou ale pracujeme
s omezenimi.



Optimalizace — Linearni a nelinearni programovani

Zakladni spojity optimalizacni problém Ize zapsat jako
min f(x) za podminky g(x) =0 a h(x) <0,

kdex e R", f:R" - R, g:R"” — R™a h:R"” — RP. Hodnoty m a p udavaji pocty
omezujicich podminek, omezujici podminky definuji x € S (pfipustné body).

Definice (Linearni programovani)

Funkce 7, g a h jsou linearni.

Definice (Nelinearni programovani)

Alespon jedna z funkci f, g a h je nelinearni.



Optimalizace — Priklady

Minimalizujte hmotnost konstrukce pfi dodrzeni omezujicich podminek na jeji
pevnost.

Maximalizujte pevnost konstrukce pfi dodrzeni omezujicich podminek na jeji
hmotnost.

Minimalizujte naklady na potravu za podminek minimalniho pfijmu urcitych zivin.

Minimalizujte povrch valce daného objemu:
mihn f(r,h) =2mr(r+ h)
za podminky g(r, h) = mr’h— V =0,

kde r a h jsou polomér a vyska valce a V je jeho pozadovany objem



Optimalizace — Lokalni a globalni optimalizace

Definice (Globalni minimum)

Bod x* € S je globalnim minimem f,
pokud f(x*) < f(x) pro vsechna x € S.
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Definice (Lokalni minimum)

Bod x* € S je lokalnim minimem f, I
pokud f(x*) < f(x) pro vsechna

pripustna x v okoli bodu x*.
lokalni minima globalni minimum



Optimailizace — Globalni optimalizace

e Najit globalni minimum &i ovérit jeho existenci je obecné velmi obtizné

e \/é&tSina optimizacnich metod je navrzena na hledani lokalnich minim, ktera mohou,
ale nemusi byt i globalnim minimem

e Pokud hledame globalni minimum, mazeme zkusit nékolik Siroce rozprostfenych
starovacich bodii a ovéfit, ze konverguji k tomu samému vysledku

e Pro urcité problémy (napriklad pro linearni programovani) je nalezeni globalniho

optima vypocetné schiidné



Jednoznacnost minima — Konvexni optimalizace

Mnozina S C R” je konvexni, pokud obsahuje i Gsecku spojujici libovolné dva body
z této mnoziny.
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Jednoznacnost minima — Konvexni optimalizace

Funkce f : S CR” — R je konvexni na konvexni mnoziné S, pokud jeji graf mezi
dvéma libovolnymi hodnotami z S lezi na nebo pod aseckou, spojujici funkéni hodnoty

na koncovych bodech tsecky.

Jakeékoliv lokalni minimum konvexni funkce f na konvexni mnoziné S C R" je zaroven

globalnim minimem f na S

Jakeékoliv lokalni minimum striktné konvexni funkce f na konvexni mnoziné S C R” je

zaroven jednoznacnym globalnim minimem f na S



Podminky optimality prvniho radu — Derivace, gradient

Pro funkci jedné proménné hledame extrémy jako nulové body prvni derivace

Obdobné u funkci n proménnych hledame kritické body, tedy reseni nelinearni alohy

kde V£(x) je gradientni vektor (prvky jsou Of(x)/dx;)

Pokud je f : § C R" — R spojité diferencovatelna, kazdy vnitfni bod x* mnoziny S, na
némz nabyva f lokalniho minima, musi byt kritickym bodem f

Ne kazdy kriticky bod je ale minimem: maze jit i o maxima Ci sedlové body.
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Podminky optimality druhého radu

Definice (Hessian)

Hessian funkce f : R” — R je symetrickd n x n matice

Hr(x) = V2f(x) = (62“")) .

0x;0x;

Hessian umoznuje urcit typ kritického bodu funkce: Je-li H¢(x*))
e pozitivné definitni, pak x* je minimem f,
e negativné definitni, pak x* je maximem f,
e indefinitni, pak x* je sedlovy bod f,

e singularni, pak nastavaji riizné patologické situace.
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Unimodalita funkce — Co je to ,,méd*“?

Pro minimalizaci funkce jedné proménné potrebujeme , uzavorkovat™ interval feseni

analogicky k uzavorkovani intervalu zmény znaménka pfi Feseni nelinearnich rovnic.

S existienci maxima funkce spojujeme pojem mad.
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unimodalni bimodalni
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... CVUT

UCENI TECHNICKE
V PRAZE

Unimodalita funkce — Definice f‘&aé rctmone

WF

Vime, Ze min f = max —f, unimodalitu tedy mtizeme definovat i v kontextu

minimalizace:

Definice (Unimodalita)

Realna funkce f je unimodalni na intervalu (a, b) v pfipadé, ze existuje jedine¢né
x* € (a, b) takové, ze f(x*) je minimum f na (a, b) a f je striktné klesajici pro
x < x* a striktné rostouci pro x > x*.

Unimodalita umoziuje vyfazeni asti intervalu na zakladé vzorkovani funkénich hodnot,

analogicky s metodou pileni intervalu.
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Unimodalita funkce — Praktické vyuziti

Méjme unimodalni funkci f na (a, b) a v tomto intervalu dva body x; a x> takové, ze
X1 < Xp:
e Porovnanim funkénich hodnot f(x;) a f(x2) mizeme vyradit bud' interval (a, x1)
nebo (x2, b), minimum bude lezet ve zbylém podintervalu.

e Kazdy novy par bodd se ale musi nachazet na relativnich pozicich, které jsou vzdy

totozné vzhledem k relativni délce celého intervalu.

e P¥i vhodné volbé rozlozeni bodi staci pro dalsi iteraci jen jedno vyhodnoceni

funkce f, podobné jako u metody pileni itervalu.
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Hledani zlatym rezem

Jednou z voleb je vybirat relativni pozice bodi takové, ze body se nachazeji ve
vzdalenostech 7 a 1 — 7 od poéatku, kde 72 =1 —7 a tedy 7 = (/5 —1)/2~ 0,618 a
1—7~0382

Podintervaly budou mit relativni délku 7 pévodniho intervalu a zbyly vnitfni bod bude
na pozici bud 7 nebo 1 — 7 vzhledem k délce podintervalu

Pro dalsi iteraci tedy staci vyhodnotit pouze jednu funkéni hodnotu f

Hledani zlatym fezem je bezpecny zpiisob minimalizace, jeho rychlost konvergence je
ale pouze linearni s C ~ 0,618
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Hledani zlatym rezem
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Hledani zlatym rezem
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Hledani zlatym rezem

a X1 X2 b
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Hledani zlatym rezem

a X1 X2 b
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Hledani zlatym rezem

a Xi1x2 p
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Hledani zlatym rezem

a Xi1x2 p
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Postupna parabolicka interpolace

Prolozime kvadraticky polynom tfemi funkénimi hodnotami

e Minimum této kvadratické interpolace je aproximaci k minima funkce

Novy bod nahradi nejstarsi ze tfi pfedchozich bodii a proces se opakuje az do
konvergence

Mira konvergence postupné parabolické interpolace je superlinearni s r ~ 1,324
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Postupna parabolicka interpolace
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Postupna parabolicka interpolace
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Postupna parabolicka interpolace
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Postupna parabolicka interpolace
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Postupna parabolicka interpolace
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Postupna parabolicka interpolace
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Postupna parabolicka interpolace
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Postupna parabolicka interpolace
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Postupna parabolicka interpolace
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Primé metody vicerozmerné optimalizace

Primé metody optimalizace vyuzivaji pouze informace funkénich hodnotach acelové
funkce a to pouze k jejich porovnani. Jde to obdoba hledani minima pomoci zlatého

rezu.

Nelder-Meadova metoda pro minimalizaci funkce f o n proménnych zacina s n+1
pocatecnimi body X1, Xz, ..., X171 a vytvari tak simplex v R”.

Nasleduje posun po pfimce spojujici bod s nejvyssi funkéni hodnotou

Novy bod x’ nahradi ptivodni nejhorsi bod x* a cely proces se opakuje.

Pfimé metody jsou vhodné pro nehladké funkce a pro mala n, ale drahé pro velka n.
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Gradientni metody optimalizace

Diferencialni (gradientni) metody vyzaduji urcovani hodnot acelové funkce a jeji prvni,
respektive druhé derivace

Necht je f : R" — R realna funkce n proménnych: V jakémkoliv bodé x s nenulovym
gradientem ukazuje —Vf(x) smérem k nizsim hodnotam f

Hodnota —Vf(x) vlastné udava spadnici: funkéni hodnoty f klesaji ve sméru
negativniho gradientu rychleji, nez jakymkoliv jinym smérem
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Gradientni metody

Definice (Metoda nejvétsiho spadu)

Od néstrelu xo pokracujeme iteracemi
Xk+1 = Xk — o, VF(Xk),

kde cv) udava délku kroku ziskanou pomoci metody spadovych smérd (angl.
line-search).

Definice (Metoda spadovych smerii)

Zname-li smér sestupu —Vf(xx), hodnotu ay urcime jako
ay = argmin f(xx — aVf(xk))
(03

coz je jednorozmérna optimalizaéni tloha.
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Gradientni metody — Metoda nejvetsiho spadu

Metoda nejvétsiho spadu je velmi spolehliva (dokud je gradient nenulovy)

Je ale | kratkozraka": zkouma pouze nejblizsi okoli bodu xy, iterace proto Casto osciluji
a metoda konverguje pomalu.
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Linearni programovani [‘i??é -

Nejbéznéjsi a jeden z nejdiilezitéjsich optimalizacnich postupii:

Definice (Linearni programovani)

Pro c € R" a x € R" najdi

x* = argminc'x
X

za podminky

Ax = b, AcR™" m<nbeR™

Pfipustna oblast je konvexni polyhedron v R" a minimum je v né&jakém jeho vrcholu

Resi se pomoci simplexové metody: prochazime postupné véechny vrcholy, az najdeme

o o 25
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Linearni programovani — Metody

Simplexova metoda je spolehliva a obvykle efektivni: je schopna Fesit problémy s tisici
proménnych, v nejhorsim pripadé ale miize vyzadovat dobu exponencialné tmérnou
velikosti feseného problému

Metody vnitfniho bodu vyvinuté pro LP v poslednich letech maji v nejhorsim pripadé
polynomialni dobu feseni

Tyto metody se pohybuji pfes vnitfek pripustné oblasti, neomezuji se na vysetfovani
pouze vrchold polyhedronu

Ackoli metody vnitfniho bodu maji znacny prakticky vyznam, simplexova metoda stéle
ve standardnich bali¢cich pro LP prevlada — jeji prakticka Gcinnost je vynikajici
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Linearni programovani — Priklad

Uvazujme

TX = —8X1 — 11X2

x* = argminc
X
za podminek

551 +4x <40, —x1+3x <12, x3>0,x%>0

Minimum x* se musi nachazet v jednom z vrcholii pfipustné oblasti, v tomto pfipadé
v bodé x; = 3,79, xo = 5,26, v némz ma cilova funkce hodnotu f(x*) = —88,2.
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Linearni programovani /‘%@é

I OEﬁgg///‘ﬂq+3Q=12

N TN X1
0 -2 —44 —66 —882
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“You know, we’re just not reaching that guy.”
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