
Co je statistické učeńı?

Zde jsou ukázány Prodeje (Sales) versus TV, Rozhlas
(Radio) a Noviny (Newspaper) s modrou p̌ŕımkou lineárńı
regrese pro každý p̌ŕıpad jednotlivě. Můžeme p̌redpov́ıdat Prodeje
pomoćı těchto ťŕı diagramů? Možná se nám to povede lépe,
použijeme-li nějaký model:

Prodeje ≈ f (TV, Rozhlas, Noviny)



Označeńı

Zde jsou Prodeje odpověd’ nebo ćılová hodnota. Odpověd’

obvykle znač́ıme Y .
TV je charakteristika, vlastnost, vstup nebo prediktor, označ́ıme to
X1.
Podobně označ́ıme Rozhlas jako X2 a tak dále.
Můžeme odkazovat na vstupńı vektor souhrnně jako na

X =

 X1

X2

X3

 .

Náš model nyńı zaṕı̌seme jako

Y = f (X ) + ε,

kde ε zachycuje chyby mě̌reńı a jiné nep̌resnosti.



K čemu je f (X ) dobré?

• S dobrým f můžeme dělat p̌redpovědi Y v nových bodech
X = x .

• Můžeme p̌rij́ıt na to, které složky X = (X1,X2, . . . ,Xp) jsou
pro pochopeńı Y důležité a které jsou irelevantńı. Tak nap̌r.
Stářı́ a Roky vzdělávánı́ maj́ı velký vliv na Přı́jem, ale
Rodinný stav typicky ne.

• V závislosti na složitosti funkce f můžeme být schopni
pochopit, jak každá složka Xj vektoru X ovlivňuje Y .



Existuje zde ideálńı f (X )? Konkrétně, co je dobrou hodnotou f (X )
pro libovolně zvolenou hodnotu X , řekněme X = 4? V bodě X = 4
může být mnoho hodnot Y . Dobrá hodnota funkce f je

f (4) = E (Y |X = 4).

E (Y |X = 4) znamená očekávanou hodnotu (pr̊uměr) hodnot Y
pro dané X = 4.
Tato ideálńı funkce f (x) = E (Y |X = x) se nazývá regresńı funkce.



Regresńı funkce f (x)

• Je také definována pro vektor X ; nap̌r.
f (x) = f (x1, x2, x3) = E (Y |X1 = x1,X2 = x2,X3 = x3)

• Je to ideálńı nebo optimálńı prediktor Y vzhledem ke sťredńı
kvadratické chybě: f (x) = E (Y |X = x) je funkce, která
minimalizuje E [(Y − g(x))2|X = x ] p̌res všechny funkce g ve
všech bodech X = x .

• ε = Y − f (x) je neredukovatelná (neodstranitelná) chyba —
tj. i kdybychom znali f (x), stejně bychom dělali chyby v
p̌redpov́ıdáńı, nebot’ v každém bodě X = x typicky existuje
rozložeńı možných hodnot Y .

• Pro každý odhad f̂ (x) funkce f (x) máme

E [(Y − f̂ (x))2|X = x ] = [f (x)− f̂ (x)]2︸ ︷︷ ︸
redukovatelné

+ Var(ε)︸ ︷︷ ︸
neredukovatelné



Jak odhadnout f

• Typicky máme málo bodů pro X = 4 p̌resně (pokud v̊ubec
nějaké).

• Takže nemůžeme spoč́ıtat E (Y |X = x)!

• Zḿırněme definici a položme

f̂ (x) = Ave(Y |X ∈ N (x))

kde N (x) je nějaké okoĺı bodu x .



Jak odhadnout f – pokračováńı

• Metoda nejbližš́ıch sousedů může být docela dobrá pro malá p
a sṕı̌se velká N.

• V tomto kurzu budeme později diskutovat o r̊uzných
způsobech vyhlazováńı dat, jako je nap̌ŕıklad jádrové
vyhlazováńı a vyhlazováńı splajny.
• Metoda nejbližš́ıch sousedů může být velmi špatná, je-li p

velké. Důvod: proklet́ı dimensionality. Ve v́ıce dimenźıch maj́ı
nejbližš́ı sousedé tendenci být hodně daleko.
• Abychom sńıžili rozptyl, poťrebujeme ke zpr̊uměrováńı źıskat

rozumný pod́ıl N hodnot yi , nap̌r. 10 %.
• 10% okoĺı ve vysokých dimenźıch už nemuśı být lokálńı, takže

ztráćıme ducha odhadu E (Y |X = x) lokálńım pr̊uměrováńım.



Proklet́ı dimensionality



Parametrické a strukturované modely

Lineárńı model je důležitý p̌ŕıklad parametrického modelu:

fL(X ) = β0 + β1X1 + β2X2 + · · ·+ βpXp.

• Lineárńı model se specifikuje prosťrednictv́ım p + 1 parametr̊u
β0, β1, . . . , βp.

• Parametry odhadneme prokládáńım modelu trénovaćımi daty.

• Ačkoli lineárńı model témě̌r nikdy neńı správný, často slouž́ı
jako dobrá a interpretovatelná aproximace neznámé skutečné
funkce f (X ).



Lineárńı model f̂L(X ) = β̂0 + β̂1X zde dává rozumnou aproximaci:

Kvadratický model f̂Q(X ) = β̂0 + β̂1X + β̂2X
2 procháźı daty o

něco lépe:



Simulovaný p̌ŕıklad. Červené body jsou simulované hodnoty p̌ŕıjmu
z modelu

income = f (education, seniority) + ε,

f je ta modrá plocha.



Lineárńı regresńı model proložený nasimulovanými daty:

f̂L(education, seniority) = β̂0+β̂1×education+β̂2×seniority



Flexibilněǰśı regresńı model f̂S(education, seniority) proložený
nasimulovanými daty. Použ́ıváme zde postup nazývaný splajn tenké
desky (thin-plate spline), abychom proložili pružnou plochu.
Ovládáme hrbolatost této aproximace (kapitola 7).



Ještě flexibilněǰśı regresńı model f̂S(education, seniority)
pomoćı splajnu proložený nasimulovanými daty. Proložený model
zde v trénovaćıch datech nedělá žádné chyby! Známo také jako
p̌reurčeńı (overfitting).



Některé kompromisy

• Přesnost p̌redpovědi versus interpretovatelnost.
— Lineárńı modely se snadno interpretuj́ı, splajny tenké desky
nikoli.

• Dobrá aproximace versus p̌reurčeńı nebo podurčeńı.
— Jak poznáme, že aproximace je zrovna ta pravá?

• Úspornost versus černá sǩŕınka.
— Často dáváme p̌rednost jednoduš̌śımu modelu s méně
proměnnými p̌red prediktorem typu černé sǩŕınky, který je
zahrnuje všechny.
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Překlad názv̊u metod (zleva doprava, odshora dol̊u): výběr
podmnožiny, Lasso, nejmenš́ı čtverce. zobecněné aditivńı modely,
stromy, bagging, boosting, metoda podpůrných vektor̊u.



Posouzeńı p̌resnosti modelu

Předpokládejme, že prokládáme nějakými trénovaćımi daty
Tr = {xi , yi}N1 model f̂ (x) a chceme vědět, jak dob̌re si vede.

• Mohli bychom vypoč́ıtat sťredńı kvadratickou chybu
p̌redpovědi p̌res Tr:

MSETr = Avei∈Tr[yi − f̂ (xi )]2

To může stranit v́ıce p̌reurčeným model̊um.

• Mı́sto toho bychom měli, pokud je to možné, vypoč́ıtat tu
chybu pomoćı nových testovaćıch dat Te = {xi , yi}M1 :

MSETe = Avei∈Te[yi − f̂ (xi )]2



Černá ǩrivka je skutečnost. Červená ǩrivka vpravo je MSETe, šedá
ǩrivka je MSETr. Oranžová, modrá a zelená ǩrivka (a čtverečky
těchto barev) odpov́ıdaj́ı aproximaćım r̊uzné flexibility.



Zde je skutečnost hladš́ı, takže hladš́ı aproximace a lineárńı model
si vedou opravdu dob̌re.



Zde je skutečnost zvlněná a šum je malý, takže si nejlépe vedou
flexibilněǰśı aproximace.



Kompromis mezi zkresleńım a rozptylem

Předpokládejme, že jsme nějakými trénovaćım daty Tr proložili
model f̂ (x) a necht’ (x0, y0) je testovaćı pozorováńı vyvozené z této
populace. Jestliže skutečný model je Y = f (X ) + ε (kde
f (X ) = E (Y |X = x)), pak

E
(
y0 − f̂ (x0)

)2
= Var(f̂ (x0)) + [Bias(f̂ (x0))]2 + Var(ε).

Očekáváńı poč́ıtá pr̊uměr p̌res variabilitu y0 a rovněž variabilitu v
Tr. Poznamenáváme, že Bias(f̂ (x0)) = E [f̂ (x0)]− f (x0).

Typické je, že jak roste flexibilita f̂ , roste jej́ı rozptyl a zkresleńı
(bias) se snižuje. Takže volba flexibility založená na sťredńı
testovaćı chybě odpov́ıdá kompromisu mezi zkresleńım a rozptylem.



Kompromis mezi zkresleńım a rozptylem na našich ťrech
p̌ŕıkladech



Klasifikačńı úlohy

Proměnná odpovědi Y je zde kvalitativńı — nap̌r. email je jeden z
prvk̊u C = (spam, ham) (ham = dobrý email), ťŕıda č́ıslic je jedna z
C = {0, 1, . . . , 9}. Naše ćıle jsou:

• Vytvǒrit klasifikátor C (X ), který p̌rǐrad́ı značku ťŕıdy z C
budoućımu neoznačenému pozorováńı X .

• Ohodnotit nejistotu v každé klasifikaci.

• Porozumět roli r̊uzných prediktor̊u mezi složkami
X = (X1,X2, . . . ,Xp).



Existuje ideálńı C (X )? Předpokládejme, že K prvk̊u množiny C je
oč́ıslováno 1, 2, . . . ,K . Položme

pk(x) = Pr(Y = k |X = x), k = 1, 2, . . . ,K .

Toto jsou podḿıněné pravděpodobnosti ťŕıd pro dané x ; viz nap̌r.
malý sloupcový graf pro x = 5. Bayes̊uv optimálńı klasifikátor pro
x je pak

C (x) = j jestliže pj(x) = max{p1(x), p2(x), . . . , pK (x)}.



Dá se zde stejně jako ďŕıve použ́ıt pr̊uměrováńı p̌res nejbližš́ı
sousedy.
A pro rostoućı dimenze se to také hrout́ı. Avšak dopad na Ĉ (x) je
menš́ı než na p̂k(x), k = 1, 2, . . . ,K .



Klasifikace: některé detaily

• Výkonnost klasifikátoru Ĉ (x) typicky mě̌ŕıme pomoćı ḿıry
chyby nesprávné klasifikace:

ErrTe = Avei∈TeI [yi 6= Ĉ (xi )].

• Bayes̊uv klasifikátor (už́ıvaj́ıćı skutečné hodnoty pk(x)) má
nejmenš́ı chybu (v dané populaci).

• Metoda podpůrných vektor̊u vytvá̌ŕı strukturované modely
C (x).

• Budeme také vytvá̌ret strukturované modely pro reprezentaci
pk(x), nap̌r. logistickou regresi, zobecněné aditivńı modely.



Př́ıklad: K nejbližš́ıch sousedů ve dvou dimenźıch



KNN: K=10



KNS: K=1 KNS: K=100




