
Lineárńı regrese

• Lineárńı regrese je jednoduchý p̌ŕıstup k učeńı s učitelem
(supervizovanému učeńı). Předpokládá, že závislost Y na
X1,X2, . . . ,Xp je lineárńı.

• Skutečné regresńı funkce nejsou nikdy lineárńı!

• Ačkoli se může zdát p̌rehnaně zjednodušená, je lineárńı
regrese extrémně užitečná jak svou koncepćı, tak prakticky.



Lineárńı regrese pro reklamńı údaje

Uvažujme reklamńı údaje, které ukazuje následuj́ıćı slajd.

Otázky, které si můžeme klást:

• Existuje vztah mezi rozpočtem na reklamu a prodejem?

• Jak silný je vztah mezi rozpočtem na reklamu a prodejem?

• Která média p̌risṕıvaj́ı k prodeji?

• Jak p̌resně můžeme p̌redpovědět budoućı prodeje?

• Je ten vztah lineárńı?

• Existuje synergie (efekt společného působeńı) mezi inzertńımi
médii?



Reklamńı údaje



Jednoduchá lineárńı regrese s jediným prediktorem X

• Budeme uvažovat model

Y = β0 + β1X + ε,

kde β0 a β1 jsou dvě neznámé konstanty, které p̌redstavuj́ı
regresńı konstantu (absolutńı člen) a sklon (směrnici), ř́ıká se
jim také regresńı koeficienty nebo parametry,

• ε je chybový člen, často ε ≈ N (0, σ2) (šum modelu).

• Jsou-li dány nějaké odhady β̂0 a β̂1 koeficient̊u modelu,
p̌redpov́ıdáme budoućı prodeje pomoćı vzorce

ŷ = β̂0 + β̂1x ,

kde ŷ označuje p̌redpověd’ Y na základě X = x . Symbol
sťŕı̌ska označuje odhadnutou hodnotu.



Odhad parametr̊u metodou nejmenš́ıch čtverc̊u
• Necht’ ŷi = β̂0 + β̂1xi je p̌redpověd’ Y založená na i-té

hodnotě X . Pak ei = yi − ŷi p̌redstavuje i-té reziduum.
• Definujeme reziduálńı součet čtverc̊u (RSS) jako

RSS = e21 + e22 + · · ·+ e2n ,

nebo ekvivalentně jako

RSS = (y1−β̂0−β̂1x1)2+(y2−β̂0−β̂1x2)2+· · ·+(yn−β̂0−β̂1xn)2.

• Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u voĺı β̂0 a β̂1 tak, aby hodnota RSS
byla minimálńı. Dá se ukázat, že tyto minimalizuj́ıćı hodnoty
jsou

β̂1 =

∑n
i=1(xi − x̄)(yi − ȳ)∑n

i=1(xi − x̄)2
,

β̂0 = ȳ − β̂1x̄ ,

kde ȳ = 1
n

∑n
i=1 yi , x̄ = 1

n

∑n
i=1 xi jsou výběrové pr̊uměry.



Př́ıklad: reklamńı údaje

Výsledek metody nejmenš́ıch čtverc̊u pro regresi položky sales

v̊uči TV. V tomto p̌ŕıpadě lineárńı aproximace zachycuje podstatu
vzájemného vztahu, i když na levém konci grafu je poněkud
závadná.



Posouzeńı p̌resnosti odhadů koeficient̊u

• Směrodatná chyba odhadu odráž́ı to, jak se odhad měńı p̌ri
opakovaném vzorkováńı. Máme

SE(β̂1)2 =
σ2∑n

i=1(xi − x̄)2
,

SE(β̂0)2 = σ2
[

1

n
+

x̄2∑n
i=1(xi − x̄)2

]
,

kde σ2 = var(ε).

• Tyto směrodatné chyby se mohou použ́ıt k výpočtu interval̊u
spolehlivosti. Interval spolehlivosti 95 % se definuje jako
takový rozsah hodnot, že s pravděpodobnost́ı 95 % bude tento
obor obsahovat skutečnou neznámou hodnotu daného
parametru. Pro β1 má tvar

β̂1 ± 2 · SE(β̂1).



Intervaly spolehlivosti – pokračováńı

Znamená to, že je p̌ribližně 95% možnost, že interval〈
β̂1 − 2 · SE(β̂1), β̂1 + 2 · SE(β̂1)

〉
bude obsahovat skutečnou hodnotu β1 (ve scéná̌ri, kdy jsme
dostali opakované vzorky jako je současný vzorek).

Pro naše reklamńı data je 95 % interval spolehlivosti 〈0,042, 0,053〉.



Testováńı hypotéz

• Směrodatné chyby mohou být také použity k testováńı
hypotéz o koeficientech. Nejběžněǰśı test hypotézy je testováńı
nulové hypotézy tvaru

H0: Mezi X a Y neńı žádný vzájemný vztah
v̊uči alternativńı hypotéze

HA: Existuje nějaký vztah mezi X a Y .

• Matematicky to odpov́ıdá testováńı

H0 : β1 = 0

v̊uči
HA : β1 6= 0,

nebot’ pokud β1 = 0, model se redukuje na Y = β0 + ε a X s
Y neńı propojeno.



Testováńı hypotéz — pokračováńı

• K testu nulové hypotézy vypoč́ıtáme t-statistiku danou
vztahem

t =
β̂1 − 0

SE(β̂1)
.

• Ta bude ḿıt t-rozděleńı s n − 2 stupni volnosti, za
p̌redpokladu, že β1 = 0.

• Pomoćı statistického softwaru se snadno vypoč́ıtá
pravděpodobnost, že budeme pozorovat jakoukoli hodnotu
rovnou |t| nebo věťśı. Tato pravděpodobnost se nazývá
p-hodnota.



Výsledky pro reklamńı údaje

Koeficient Směr. chyba t-statistika p-hodnota

Regr.konst. 7,0325 0,4578 15,36 < 0,0001
TV 0,0475 0,0027 17,67 < 0,0001



Posouzeńı celkové p̌resnosti modelu

• Vypoč́ıtáme reziduálńı směrodatnou chybu

RSE =

√
1

n − 2
RSS =

√√√√ 1

n − 2

n∑
i=1

(yi − ŷi )2,

kde reziduálńı součet čtverc̊u je RSS =
∑n

i=1(yi − ŷi )
2.

• R kvadrát neboli koeficient determinace je

R2 =
TSS−RSS

TSS
= 1− RSS

TSS
,

kde TSS =
∑n

i=1(yi − ȳ)2 je celkový součet čtverc̊u.

• Dá se ukázat, že v této jednoduché lineárńı regresńı situaci je
R2 = r2, kde r je korelace mezi X a Y :

r =

∑n
i=1(xi − x̄)(yi − ȳ)√∑n

i=1(xi − x̄)2
√∑n

i=1(yi − ȳ)2)
.



Výsledky pro reklamńı údaje

Veličina Hodnota

Reziduálńı směrodatná chyba 3,26
R2 0,612
F-statistika 312,1



V́ıcenásobná lineárńı regrese

• Náš model zde je

Y = β0 + β1X1 + β2X2 + · · ·+ βpXp + ε,

• Interpretujeme βj jako pr̊uměrný vliv jednoho jednotkového
r̊ustu Xj na Y , za p̌redpokladu, že všechny ostatńı prediktory
se neměńı. V p̌ŕıkladu s reklamou nabývá model tvaru

prodeje = β0 + β1 × TV + β2 × rozhlas + β3 × noviny + ε.



Interpretace regresńıch koeficient̊u

• Ideálńı scéná̌r je tehdy, když prediktory nejsou korelovány —
vyvážený plán:

– Každý koeficient může být odhadnut a testován odděleně.
– Jsou možné interpretace typu

”
jednotková změna v Xj je

spojena se změnou Y o βj , p̌ričemž všechny ostatńı proměnné
z̊ustávaj́ı beze změny“.

• Korelace mezi prediktory působ́ı problémy:

– Rozptyl všech koeficient̊u má tendenci r̊ust, někdy dramaticky.
– Interpretace se stávaj́ı hazardńımi — když se změńı Xj , změńı

se všechno ostatńı.

• Měli bychom se vyhnout kauzalitě v pozorovaných datech.



Trápeńı s regresńımi koeficienty (jejich interpretaćı)

”
Data Analysis and Regression“ Mosteller a Tukey 1977

• Regresńı koeficient βj odhaduje očekávanou změnu Y p̌ri
jednotkové změně Xj , p̌ričemž všechny ostatńı prediktory jsou
zafixovány. Ale prediktory se obvykle měńı společně!

• Př́ıklad: Y je celková částka v drobných ve vaš́ı kapse; X1 je
počet minćı; X2 je počet cent̊u, pěticent̊u a deseticent̊u. Sám
o sobě bude regresńı koeficient Y vzhledem k X2 kladný. Ale
co se dá ř́ıci o X1 v modelu?

• Př́ıklad: Y = počet zákrok̊u fotbalového hráče během sezóny;
W a H jsou jeho váha a výška. Proložený regresńı model je
Y = b0 + 0.50W − 0.10H. Jak interpretujeme β̂2 < 0?



Dva citáty známých statistik̊u

”
V zásadě jsou všechny modely špatné, ale některé jsou užitečné.“

George Box

”
Jediný zp̊usob, jak zjistit, co se děje p̌ri porušeńı složitého

systému, je porušit ten systém a ne jej pouze pasivně pozorovat.“

Fred Mosteller a John Tukey, jako parafráze George Boxe



Odhad a p̌redpověd’ pro v́ıcenásobnou regresi

• Při daných odhadech β̂0, β̂1, . . . , β̂p můžeme poč́ıtat predikce
pomoćı vzorce

ŷ = β̂0 + β̂1x1 + β̂2x2 + · · · β̂pxp.

• Odhadujeme β0, β1, . . . , βp jako hodnoty, které minimalizuj́ı
součet kvadrát̊u rezidúı

RSS =
n∑

i=1

(yi − ŷi )
2

=
n∑

i=1

(yi − β̂0 − β̂1xi1 − β̂2xi2 − · · · − β̂pxip)2.

Dělá se to pomoćı standardńıho statistického softwaru.
Hodnoty β̂0, β̂1, . . . , β̂p, které minimalizuj́ı RSS, jsou odhady
regresńıch koeficient̊u v́ıcenásobnou metodou nejmenš́ıch
čtverc̊u.





Výsledky pro reklamńı data

Koeficient Směrod.chyba t-statistika p-hodnota

Regr. konst. 2,939 0,3119 9,42 < 0,0001
TV 0,046 0,0014 32,81 < 0,0001
rozhlas 0,189 0,0086 21,90 < 0,0001
noviny -0,001 0,0059 -0,18 0,8599

Korelace:

TV rozhlas noviny prodeje

TV 1,0000 0,0548 0,0567 0,7822
rozhlas 1,0000 0,3541 0,5762
noviny 1,0000 0,2283
prodeje 1,0000



Některé důležité otázky

1. Je alespoň jeden z prediktor̊u X1,X2, . . . ,Xp užitečný p̌ri
p̌redpov́ıdáńı odpovědi?

2. Pomáhaj́ı všechny prediktory vysvětlit Y , nebo je užitečná
pouze nějaká podmnožina prediktor̊u?

3. Jak dob̌re model aproximuje data?

4. Je-li dán soubor hodnot prediktor̊u, jakou hodnotu odpovědi
bychom měli p̌redpovědět a jak p̌resná je naše p̌redpověd’?



Je alespoň jeden prediktor užitečný?

Pro prvńı otázku můžeme použ́ıt F-statistiku

F =
(TSS−RSS)/p

RSS /(n − p − 1)
∼ Fp,n−p−1

Veličina Hodnota

Reziduálńı směrodat. chyba 1,69
R2 0,897
F-statistika 570



Rozhodováńı o důležitých proměnných

• Nejp̌ŕıměǰśı p̌ŕıstup se nazývá regrese se všemi podmnožinami
nebo s nejlepš́ı podmnožinou: poč́ıtáme aproximace metodou
nejlepš́ıch čtverc̊u pro všechny možné podmnožiny a pak z
nich vybereme pomoćı nějakého kritéria, které vyvažuje
trénovaćı chybu s velikost́ı modelu.

• Často však nemůžeme vyšeťrit všechny možné modely, protože
je jich 2p; nap̌ŕıklad pro p = 40 existuje p̌res miliardu model̊u!
Mı́sto toho poťrebujeme automatizovaný p̌ŕıstup, který
prohledává nějakou jejich podmnožinu. V daľśım probereme
dva běžně použ́ıvané p̌ŕıstupy.



Dop̌redná selekce

• Začni s nulovým modelem — modelem, který obsahuje
regresńı konstantu, ale žádné prediktory.

• Prolož p jednoduchých lineárńıch regreśı a p̌ridej k nulovému
modelu tu proměnnou, která vede k nejnižš́ımu RSS.

• Přidej k tomu modelu proměnnou, která vede k nejnižš́ımu
RSS mezi všemi modely s dvěma proměnnými.

• Pokračuj, dokud neńı splněno nějaké zastavovaćı kritérium,
nap̌ŕıklad že všechny zbývaj́ıćı proměnné maj́ı p-hodnotu nad
nějakou hranićı.



Zpětná eliminace

• Začni se všemi proměnnými v modelu.

• Odeber proměnnou s nejvěťśı p-hodnotou – to jest
proměnnou, která je nejméně statisticky významná.

• Prolož nový model s p − 1 proměnnými a odeber proměnnou s
nejvěťśı p-hodnotou.

• Pokračuj do splněńı nějakého zastavovaćıho kritéria. Můžeme
nap̌ŕıklad zastavit, když všechny zbývaj́ıćı proměnné maj́ı
významnou p-hodnotu definovanou jako nějaká hranice
významnosti.



Volba modelu — pokračováńı

• Později probereme systematičtěǰśı kritéria pro volbu

”
optimálńıho“ modelu na dráze model̊u vytvǒrených postupně

dop̌rednou selekćı nebo zpětnou eliminaćı.

• Paťŕı k nim Mallowovo Cp, Akaike informačńı kritérium (AIC),
Bayesovské informačńı kritérium (BIC), upravené R2 a ǩŕıžová
validace (CV).



Daľśı úvahy o regresńıch modelech

Kvalitativńı prediktory

• Některé prediktory nejsou kvantitativńı, ale jsou kvalitativńı,
nabývaj́ı hodnot v diskrétńı množině.

• Nazývaj́ı se také kategoriálńı prediktory nebo proměnné
faktory.

• Viz nap̌ŕıklad matici bodových graf̊u s údaji o kreditńıch
kartách na následuj́ıćım slajdu.

Kromě sedmi kvantitativńıch proměnných, jež jsou v matici
uvedeny, jsou v datech čty̌ri kvalitativńı proměnné: gender
(pohlav́ı), student (studentský status), status (rodinný
stav) a ethnicity (původ – kavkazský, afroamerický (AA)
nebo asijský).



Údaje o kreditńıch kartách



Kvalitativńı prediktory — pokračováńı

Př́ıklad:
Vyšeťrete rozd́ıl v z̊ustatku na kreditńı kartě mezi muži a ženami,
p̌ričemž budete ignorovat ostatńı proměnné. Utvǒŕıme novou
proměnnou

xi =

{
1 je-li i-tá osoba žena,

0 je-li i-tá osoba muž.

Výsledný model:

yi = β0 + β1xi + εi =

{
β0 + β1 + εi je-li i-tá osoba žena,

β0 + εi je-li i-tá osoba muž.

Interpretace?



Údaje o kreditńıch kartách — pokračováńı

Výsledky pro model podle pohlav́ı:

Koef. SE t-statistika p-hodnota

Regresńı konst. 509,80 33,13 15,389 < 0,0001
gender [žena] 19,73 46,05 0,429 0,6690



Kvalitativńı prediktory s v́ıce než dvěma úrovněmi

• Při v́ıce než dvou úrovńıch utvǒŕıme dodatečné fiktivńı
proměnné. Tak nap̌ŕıklad pro proměnnou ethnicity utvǒŕıme
dvě fiktivńı proměnné. Prvńı by mohla být

xi1 =

{
1 je-li i-tá osoba asijského původu,

0 neńı-li i-tá osoba asijského původu,

a druhá by mohla být

xi2 =

{
1 je-li i-tá osoba kavkazského původu,

0 neńı-li i-tá osoba kavkazského původu.



Kvalitativńı prediktory s v́ıce než dvěma úrovněmi
pokračováńı

• Pak mohou být v regresńı rovnici použity obě tyto proměnné,
takže dostaneme model

yi = β0+β1xi1+β2xi2 =


β0 + β1 + εi je-li i-tá osoba Asiat

β0 + β2 + εi je-li i-tá osoba běloch

β0 + εi je-li i-tá osoba Afroameričan.

• Fiktivńıch proměnných bude vždy o jednu méně než je počet
úrovńı. Úroveň bez fiktivńı proměnné — v tomto p̌ŕıkladu
Afroameričani — je známa jako výchoźı úroveň.



Výsledky pro etnickou p̌ŕıslušnost

Koef. SE t-statistika p-hodnota

Regresńı konst. 531,00 46,32 11,464 < 0,0001
ethnicity [asijská] -18,69 65,02 -0,287 0,7740
ethnicity [kavkazská] -12,50 56,68 -0,221 0,8260



Rozš́ı̌reńı lineárńıho modelu

Odstrańıme p̌redpoklad aditivity: interakce a nelinearita

Interakce:

• V naš́ı p̌redchoźı analýze reklamńıch dat jsme p̌redpokládali,
že vliv zvýšeńı prosťredk̊u jednoho reklamńıho média na sales

(prodeje) nezáviśı na objemu prosťredk̊u vynaložených na
zbylá média.

• Tak nap̌ŕıklad, lineárńı model

sales = β0 + β1 × TV + β2 × radio + β3 × newspaper

ř́ıká, že pr̊uměrný efekt jednotkového vzr̊ustu reklamńıch
nákladů v TV na sales je vždy β1, nezávisle na množstv́ı
prosťredk̊u vynaložených na radio.



Interakce
Pokračováńı

• Ale p̌redpokládejme, že peńıze vynaložené na rozhlasovou
reklamu ve skutečnosti zvyšuj́ı efektivitu TV reklamy, takže
koeficient sklonu pro TV by měl s r̊ustem hodnoty radio r̊ust.

• V této situaci, máme-li dán pevný rozpočet $100 000,
investice poloviny do radio a poloviny do TV může zvýšit
sales v́ıce, než použit́ı celé částky na TV nebo na radio.

• V marketingu se tomuhle ř́ıká efekt synergie, ve statistice se o
tom mluv́ı jako o efektu interakce.



Interakce v reklamńıch datech?

Když je úroveň TV nebo radio ńızká, pak jsou skutečné hodnoty
sales nižš́ı, než jak p̌redpov́ıdá lineárńı model.
Ale když se reklama rozděĺı mezi tato dvě média, pak má model
tendenci sales podhodnocovat.



Modelováńı interakćı — reklamńı data

Model nabývá tvaru

sales = β0 + β1 × TV + β2 × radio + β3 × (radio× TV) + ε

= β0 + (β1 + β3 × radio)× TV + β2 × radio + ε.

Výsledky:

Koef. SE t-statistika p-hodnota

Regres. konst. 6,7502 0,248 27,23 < 0,0001
TV 0,0191 0,002 12,70 < 0,0001
radio 0,0289 0,009 3,24 0,0014
TV× radio 0,0011 0,000 20,73 < 0,0001



Interpretace

• Výsledky v této tabulce naznačuj́ı, že interakce jsou důležité.

• p-hodnota pro interakčńı člen TV× radio je extrémně ńızká,
což ukazuje, že jsou tu silné náznaky platnosti HA : β3 6= 0.

• Hodnota R2 pro interakčńı model je 96,8 % ve srovnáńı
s pouhými 89,7 % u modelu, který p̌redpov́ıdá sales pomoćı
TV a radio bez interakčńıho členu.

• To znamená, že (96,8− 89,7)/(100− 89,7) = 69 % variability
v proměnné sales, která z̊ustává po proložeńı aditivńıho
modelu, se vysvětlilo interakčńım členem.



Interpretace — pokračováńı

Odhady koeficient̊u v tabulce naznačuj́ı, že

• zvýšeńı prosťredk̊u na reklamu v televizi o $1 000 je spojeno se
zvýšeńım prodej̊u o
(β̂1 + β̂3 × radio)× 1000 = 19 + 1,1× radio jednotek,

• zvýšeńı prosťredk̊u na reklamu v rozhlase o $1 000 bude
spojeno s r̊ustem prodej̊u o
(β̂2 + β̂3 × TV)× 1000 = 29 + 1,1× TV jednotek.



Hierarchie

• Někdy se stane, že interakčńı člen má velmi malou p-hodnotu,
ale p̌ridružené hlavńı efekty (v tomto p̌ŕıpadě TV a radio)
nikoliv.

• Princip hierarchie:
Pokud zahrneme do modelu nějakou interakci, měli bychom
také zahrnout hlavńı efekty, a to i tehdy, nejsou-li p-hodnoty
spojené s jejich koeficienty významné.



Hierarchie — pokračováńı

• Odůvodněńım tohoto principu je skutečnost, že interakce se
v modelu bez hlavńıch efekt̊u obt́ıžně interpretuj́ı — jejich
smysl se změńı.

• Speciálně, interakčńı členy také obsahuj́ı hlavńı efekty i tehdy,
když model nemá členy s hlavńımi efekty.



Interakce mezi kvalitativńımi a kvantitativńımi
proměnnými

Uvažujme soubor dat Credit a p̌redpokládejme, že chceme
p̌redpovědět balance na základě income (kvantitativńı) a
student (kvalitativńı).

Bez interakčńıho členu bude model ḿıt tvar

balancei = β0 + β1 × incomei +

{
β2 je-li i-tá osoba student,

0 neńı-li i-tá osoba student,

= β1 × incomei +

{
β0 + β2 je-li i-tá osoba student,

β0 neńı-li i-tá osoba student.



S interakcemi bude model ḿıt tvar

balancei ≈ β0 + β1 × incomei +

{
β2 + β3 × incomei je-li student
0 neńı student

=

{
(β0 + β2) + (β1 + β3)× incomei je-li student
β0 + β1 × incomei neńı-li student



Kreditńı data podle p̌ŕıjmu a studia

Vlevo: žádná interakce mezi income a student.
Vpravo: s interakčńım členem mezi income a student.



Nelineárńı efekty prediktor̊u
polynomiálńı regrese údaj̊u o automobilech



Obrázek naznačuje, že

mpg = β0 + β1 × horsepower + β2 × horsepower2 + ε

může dávat lepš́ı aproximaci.

Koeficient SE t-statistika p-hodnota

Regres. konst. 56,9001 1,8004 31,6 < 0, 0001
horsepower -0,4662 0,0311 -15,0 < 0, 0001
horsepower2 0,0012 0,0001 10,1 < 0, 0001



Co jsme nepokryli

Odlehlé hodnoty
Nekonstantńı rozptyly chybových výraz̊u
Body s vysokou pákou
Kolinearita
viz kniha odst. 3.33



Zobecněńı lineárńıho modelu

Ve věťśı části zbývaj́ıćı látky tohoto kurzu prob́ıráme metody, které
rozšǐruj́ı působnost lineárńıch model̊u, a jejich prokládáńı:

• Klasifikačńı problémy: logistická regrese, metoda podpůrných
vektor̊u

• Nelinearita: jádrové vyhlazováńı, splajny, zobecněné aditivńı
modely; metody nejbližš́ıch sousedů

• Interakce: metody založené na stromech, bagging, náhodné
lesy a boosting (ty také zachycuj́ı nelinearity)

• Regularizované prokládáńı: ȟrebenová regrese, lasso


