
Kř́ıžová validace a bootstrap

• V této části probereme dvě metody p̌revzorkováńı: ǩŕıžovou
validaci a bootstrap.

• Tyto metody opětovně prokládaj́ı model našeho zájmu vzorky
vytvá̌renými z trénovaćıho souboru s ćılem źıskat dodatečné
informace o proloženém modelu.

• Nap̌ŕıklad dávaj́ı odhady chyby p̌redpovědi na testovaćım
souboru a směrodatnou odchylku a zkresleńı našich odhadů
parametr̊u.



Trénovaćı chyba versus testovaćı chyba

• Připomeňte si rozd́ıl mezi trénovaćı chybou a testovaćı
chybou.

• Testovaćı chyba je pr̊uměrná chyba, která vzniká p̌ri použit́ı
metody statistického učeńı k predikci odpovědi na novém
pozorováńı, takovém, které se nepoužilo p̌ri tréninku metody.

• Naproti tomu trénovaćı chyba se dá snadno vypoč́ıtat tak, že
metodu statistického učeńı aplikujeme na pozorováńı použitá
k jej́ımu tréninku.

• Ale ḿıra trénovaćı chyby je často zcela odlǐsná od ḿıry
testovaćı chyby a p̌redevš́ım může ta prvńı z nich dramaticky
podhodnocovat tu druhou.



Efektivita: trénovaćı soubor versus testovaćı soubor



V́ıce o odhadech chyby p̌redpovědi

• Nejlepš́ı řešeńı: velký k tomu určený soubor dat. Často neńı k
dispozici.

• Některé metody prováděj́ı matematickou úpravu ḿıry
trénovaćı chyby s ćılem odhadnout ḿıru testovaćı chyby. Paťŕı
k nim Cp statistika, AIC a BIC. Mluv́ı se o nich jinde v tomto
kurzu.

• Zde se ḿısto toho zabýváme ťŕıdou metod, které odhaduj́ı
testovaćı chybu tak, že odlož́ı stranou z procesu prokládáńı
podmnožinu trénovaćıch pozorováńı a pak aplikuj́ı metodu
statistického učeńı na tato odložená pozorováńı.



Př́ıstup použ́ıvaj́ıćı validačńı soubor

• Zde náhodně rozděĺıme dostupný soubor vzork̊u na dvě části:
tréninkovou sadu a validačńı neboli odloženou sadu.

• Model se prolož́ı na tréninkové sadě a proložený model se
použije k p̌redpovědi odpověd́ı na pozorováńı ve validačńı
sadě.

• Výsledná chyba na validačńı sadě nám dává odhad testovaćı
chyby. Ta se obvykle posuzuje pomoćı MSE v p̌ŕıpadě
kvantitativńı odpověd́ı a pomoćı ḿıry chybné klasifikace v
p̌ŕıpadě kvalitativńı (diskrétńı) odpovědi.



Proces validace

Náhodné rozděleńı na dvě poloviny: levá část je trénovaćı sada,
pravá část je validačńı sada.



Př́ıklad: údaje o automobilech

• Chceme porovnat lineárńı členy s členy vyš̌śıch řádů v
polynomech užitých v lineárńı regresi.

• Náhodně rozděĺıme 392 pozorováńı na dvě sady, trénovaćı
sadu se 196 datovými body a validačńı sadu obsahuj́ıćı zbylých
196 pozorováńı.

Levý panel ukazuje jediné rozděleńı; pravý panel ukazuje v́ıce
r̊uzných rozděleńı.



Nevýhody p̌ŕıstupu s validačńım souborem

• Validačńı odhad testovaćı chyby může být vysoce proměnlivý,
záviśı totiž p̌resně na tom, která pozorováńı se zahrnou do
tréninkové sady a která jsou zahrnuta do validačńı sady.

• U validačńıho p̌ŕıstupu se k proložeńı modelu použ́ıvá pouze
podmnožina pozorováńı — ta, která jsou zahrnuta do
tréninkové sady a ne ta ve validačńı sadě.

• To napov́ıdá, že chyba na validačńı sadě může ḿıt tendenci
nadhodnocovat testovaćı chybu pro model proložený celým
souborem dat. Proč?



K -násobná ǩŕıžová validace

• Široce použ́ıvaný p̌ŕıstup k odhadováńı testovaćı chyby.

• Odhady se daj́ı použ́ıt k výběru nejlepš́ıho modelu a k źıskáńı
p̌redstavy o testovaćı chybě finálńıho zvoleného modelu.

• Myšlenka zde je náhodně rozdělit data do K stejně velkých
část́ı. Vynecháme část k , prolož́ıme model zbylými K − 1
částmi (kombinovaně) a pak źıskáme p̌redpovědi pro
odloženou k-tou část.

• Toto se provád́ı po řadě pro každou část k = 1, 2, . . . ,K a pak
se výsledky zkombinuj́ı.



K -násobná ǩŕıžová validace podrobně

Rozděl data do K zhruba stejně velkých část́ı (zde je K = 5).



Podrobnosti

• Necht’ těch K část́ı jsou C1,C2, . . . ,CK , kde Ck označuje
indexy pozorováńı v části k . V části k je nk pozorováńı; pokud
n je násobkem K , je nk = n/K .

• Vypoč́ıtejte

CV(K) =
K∑

k=1

nk
n

MSEk ,

kde MSEk =
∑

i∈Ck
(yi − ŷi )

2/nk a ŷi je aproximace pro
pozorováńı i źıskaná z dat s odloženou část́ı k .

• Polož́ıme-li K = n, je výsledkem n-násobná validace neboli
ǩŕıžová validace s vynecháńım jednoho (LOOCV, leave-one
out cross-validation).



Pěkný speciálńı p̌ŕıpad!

• U lineárńı nebo polynomiálńı regrese metodou nejmenš́ıch
čtverc̊u je tu p̌rekvapivý trik, který dělá cenu LOOCV stejnou
jako je cena proložeńı jediným modelem. Plat́ı následuj́ıćı
vzorec:

CV(n) =
1

n

n∑
i=1

(
yi − ŷi
1− hi

)2

,

kde ŷi je i-tá proložená hodnota z původńı aproximace
metodou nejmenš́ıch čtverc̊u a hi je účinek (diagonálńı prvek

”
sťŕı̌skové“ matice; podrobnosti jsou v knize). Je to jako

obvyklá MSE s tou výjimkou, že i-té reziduum je děleno 1−hi .

• LOOCV je někdy užitečná, ale typicky neproťrese data
dostatečně. Odhady z jednotlivých složek jsou vysoce
korelovány a jejich pr̊uměr má tud́ıž vysoký rozptyl.

• Lepš́ı volba je K = 5 nebo 10.



Data o automobilech zkoumaná znovu



Skutečná a odhadnutá testovaćı MSE
pro simulovaná data



Daľśı problémy s ǩŕıžovou validaćı

• Jelikož každá trénovaćı sada je pouze (K − 1)/K -krát tak
velká jako původńı trénovaćı sada, odhady chyby p̌redpovědi
budou typicky zkresleny směrem nahoru. Proč?

• Toto zkresleńı se minimalizuje p̌ri K = n (LOOCV), ale tento
odhad má vysoký rozptyl, jek jsme uvedli ďŕıve.

• K = 5 nebo 10 dává dobrý kompromis pro vyvážeńı tohoto
vztahu zkresleńı a rozptylu.



Kř́ıžová validace pro klasifikačńı úlohy

• Rozděĺıme data na K zhruba stejně velikých část́ı
C1,C2, . . . ,CK . Ck označuje indexy pozorováńı v části k. V
části k je nk pozorováńı: jestliže n je násobkem K , pak
nk = n/K .

• Vypoč́ıtáme

CVK =
K∑

k=1

nk
n

Errk

kde Errk =
∑

i∈Ck
I (yi 6= ŷi )/nk .

• Odhadnutá směrodatná odchylka CVK je

ŜE(CVK ) =

√√√√ K∑
k=1

(Errk −Errk)2/(K − 1)

• Toto je užitečný odhad, ale, p̌resněji řečeno, neńı zcela
správně. Proč?



Kř́ıžová validace: správně a chybně

• Uvažujme jednoduchý klasifikátor aplikovaný na nějaká
dvouťŕıdńı data:

1. Zač́ınáme s 5000 prediktory a 50 vzorky a najdeme těch 100
prediktor̊u, které maj́ı nejvěťśı korelaci se št́ıtky ťŕıd.

2. Pak použijeme nějaký klasifikátor, jako je ťreba logistická
regrese, pouze na těchto 100 prediktor̊u.

Jak odhadneme účinnost tohoto klasifikátoru na testovaćım
souboru?

Můžeme použ́ıt ǩŕıžovou validaci v kroku 2 a zapomenout na
krok 1?



NE!

• To by ignorovalo skutečnost, že naše procedura v kroku 1 již
viděla št́ıtky trénovaćıch dat a zužitkovala je. To je forma
tréninku a muśı to být do validačńıho procesu zahrnuto.

• Je snadné nasimulovat realistická data se št́ıtky ťŕıd
nezávisej́ıćımi na výstupu, takže skutečná testovaćı chyba je
50 %, ale odhad chyby ǩŕıžovou validaćı, který ignoruje krok 1,
bude nula! Zkuste to udělat sami.

• Viděli jsme tuto chybu dělat v mnoha článćıch z genomiky ve
vysoce profilovaných časopisech.



Chybný a správný způsob

• Chybně: Použijeme ǩŕıžovou validaci v kroku 2.

• Správně: Použijeme ǩŕıžovou validaci v kroćıch 1 a 2.



Chybný způsob

Texty: Vzorky, Vybraná sada prediktor̊u, Složky ǩŕıžové validace,
Prediktory, Výsledky



Správný způsob

Texty: Vzorky, Vybraná sada prediktor̊u, Prediktory, Výsledky,
Složky ǩŕıžové validace



Bootstrap

• Bootstrap je flexibilńı a mocný statistický nástroj, který se dá
použ́ıt k posouzeńı nejistoty spojené s daným estimátorem
nebo metodou statistického učeńı.

• Může nap̌ŕıklad poskytnout odhad směrodatné chyby
koeficientu nebo interval spolehlivosti pro ten koeficient.



Odkud pocháźı ten název?

• Použit́ı terḿınu bootstrap (poutko na botách) se odvozuje z
fráze obout se do něčeho (anglicky doslovně vytáhnout se za
poutka na svých botách), o ńıž se soud́ı, že pocháźı z p̌ŕıběhu
Rudopha Ericha Raspa

”
Podivuhodná dobrodružstv́ı barona

Munchausena“ z osmnáctého stolet́ı:

Baron spadl na dno hlubokého jezera. Právě když to vypadalo,
že vše je už ztraceno, napadlo ho vytáhnout se zpět za svá
vlastńı poutka u bot.

• Neńı to totéž jako terḿın
”
bootstrap“ použ́ıvaný u poč́ıtač̊u a

vztahuj́ıćı se k
”
bootováńı“ poč́ıtače pomoćı řady primárńıch

instrukćı, i když odvozeńı je podobné.



Jednoduchý p̌ŕıklad

• Předpokládejme, že chceme investovat pevnou částku peněz
do dvou finančńıch aktiv, která poskytuj́ı po řadě výnosy X a
Y , kde X a Y jsou náhodné veličiny.

• Budeme investovat jistý pod́ıl α našich peněz do X a zbývaj́ıćı
část 1− α do Y .

• Přejeme si zvolit α tak, aby se minimalizovalo celkové riziko,
neboli rozptyl, naš́ı investice. Jinými slovy, chceme
minimalizovat Var(αX + (1− α)Y ).

• Dá se ukázat, že hodnota, která minimalizuje riziko, je

α =
σ2Y − σXY

σ2X + σ2Y − 2σXY
,

kde σ2X = Var(X ), σ2Y = Var(Y ), a σXY = Cov(X ,Y ).



Pokračováńı p̌ŕıkladu

• Ale hodnoty σ2X , σ2Y a σXY nejsou známy.

• Můžeme vypoč́ıtat odhady těchto veličin, σ̂2X , σ̂2Y a σ̂XY ,
pomoćı souboru dat, který obsahuje mě̌reńı X a Y .

• Pak můžeme odhadnout hodnotu α, která minimalizuje
rozptyl naš́ı investice, ze vztahu

α̂ =
σ̂2Y − σ̂XY

σ̂2X + σ̂2Y − 2σ̂XY
.



Pokračováńı p̌ŕıkladu

Každý panel zobrazuje 100 simulovaných výnos̊u pro investice X a
Y . Zleva doprava a odshora dol̊u jsou výsledné odhady pro α rovny
0,576, 0,532, 0,657, a 0,651.



Pokračováńı p̌ŕıkladu

• Abychom odhadli směrodatnou odchylku α̂, opakovali jsme
proces simulace 100 dvojic pozorováńı X a Y a odhadováńı α
1000krát.

• Źıskali jsme tak 1000 odhadů α, které můžeme označit
α̂1, α̂2, . . . , α̂1000.

• Levý panel na obrázku na stránce 29 zobrazuje histogram
výsledných odhadů.

• Pro tyto simulace byly parametry nastaveny jako σ2X = 1,
σ2Y = 1,25 a σXY = 0,5, takže v́ıme, že skutečná hodnota α
je 0,6 (označeno červenou čarou).



Pokračováńı p̌ŕıkladu

• Sťredńı hodnota p̌res všech 1000 odhadů α je

ᾱ =
1

1000

1000∑
r=1

α̂r = 0,5996,

velmi bĺızko k α = 0,6, a směrodatná odchylka odhadů je√√√√ 1

1000− 1

1000∑
r=1

(α̂r − ᾱ)2 = 0,083.

• To nám dává velmi dobrou p̌redstavu o p̌resnosti α̂:
SE(α̂) ≈ 0,083.

• Takže bychom zhruba řečeno u náhodného vzorku z populace
čekali, že α̂ se bude lǐsit od α v pr̊uměru p̌ribližně o 0,08.



Výsledky

Vlevo: Histogram odhadů α źıskaných vygenerováńım 1000
soubor̊u simulovaných dat ze skutečné populace. Uprosťred:
Histogram odhadů α źıskaných z 1000 vzork̊u z jediného souboru
dat bootstrapem. Vpravo: Odhady α zobrazené v levém a
prosťredńım panelu jsou zde znázorněny jako krabicové diagramy.
Na každém panelu r̊užová úsečka označuje skutečnou hodnotu α.



Nyńı zpět do skutečného světa

• Výše naznačený postup se nedá použ́ıt, protože pro reálná
data nemůžeme generovat nové vzorky z původńı populace.

• Avšak p̌ŕıstup zvaný bootstrap nám umožňuje použ́ıt poč́ıtač
k napodobeńı procesu źıskáváńı nových soubor̊u dat, takže
můžeme odhadnout proměnlivost našeho odhadu, aniž
bychom generovali dodatečné vzorky.

• Sṕı̌se než abychom z populace opakovaně źıskávali nezávislé
soubory dat, źıskáváme ḿısto toho r̊uzné soubory dat tak, že
opakovaně vzorkujeme pozorováńı z původńıho souboru dat, a
to s vraceńım.

• Každý z těchto
”
bootstrapových soubor̊u dat“ se vytvá̌ŕı

vzorkováńım s vraceńım a má stejnou velikost jako náš
původńı datový soubor. V důsledku toho se některá
pozorováńı mohou v daném bootstrapovém souboru dat
objevit v́ıce než jednou a některá nemuśı být zahrnuta v̊ubec.



Př́ıklad s pouhými ťremi pozorováńımi

Grafická ilustrace myšlenky bootstrapu na malém vzorku
obsahuj́ıćım n = 3 pozorováńı. Každý datový soubor bootstrapu
obsahuje n pozorováńı, navzorkovaných s vraceńım z původńıho
souboru dat. Každý bootstrapový soubor dat se použije k źıskáńı
jednoho odhadu α.



• Označ́ıme-li prvńı bootstrapový soubor dat jako Z ?1,
použijeme Z ?1 v bootstrapu k vytvǒreńı nového odhadu α,
který nazveme α̂?1.

• Tento postup se opakuje B krát pro nějakou velkou hodnotu
B (̌rekněme 100 nebo 1000), abychom tak źıskali B r̊uzných
bootstrapových soubor̊u dat, Z ?1,Z ?2, . . . ,Z ?B , a B
odpov́ıdaj́ıćıch odhadů α: α̂?1, α̂?2, . . . , α̂?B .

• Směrodatnou chybu těchto odhadů bootstrapu odhadneme
pomoćı vzorce

SEB(α̂) =

√√√√ 1

B − 1

B∑
r=1

(α̂?r − ¯̂α?)2.

• Toto nám slouž́ı jako odhad směrodatné chyby α̂,
odhadnutého z původńıho souboru dat. Viz sťredńı a pravý
panel na obrázku na slajdu 29. Výsledky bootstrapu jsou
moďre. Pro tento p̌ŕıklad je SEB(α̂) = 0,087.



Obecný pohled na bootstrap

Vlevo: Skutečný svět, vpravo: Svět bootstrapu



Bootstrap obecně

• Přij́ıt na vhodný způsob, jak generovat bootstrapové vzorky,
může ve složitěǰśıch situaćıch s daty vyžadovat něco
p̌remýšleńı.

• Nap̌ŕıklad je-li daty časová řada, nemůžeme jednoduše
vzorkovat pozorováńı s vraceńım (proč ne?).

• Můžeme ḿısto toho utvǒrit bloky po sobě jdoućıch pozorováńı
a vzorkovat je s vraceńım. Pak navzorkované bloky sesad́ıme
dohromady a dostaneme tak soubor dat bootstrapu.



Jiná užit́ı bootstrapu

• Primárně použ́ıván k źıskáńı směrodatných chyb nějakého
odhadu.

• Poskytuje také p̌ribližné intervaly spolehlivosti u populačńıch
parametr̊u. Nap̌ŕıklad, pod́ıváme-li se na histogram v
prosťredńım panelu obrázku na slajdu 29, pak 5% a 95%
kvantily z 1000 hodnot dávaj́ı (0,43, 0,72).

• To p̌redstavuje p̌ribližný 90% interval spolehlivosti pro
skutečné α. Jak interpretujeme tento interval spolehlivosti?

• Výše uvedený interval se nazývá percentilový interval
spolehlivosti bootstrapu. Je to nejjednoduš̌śı metoda (mezi
mnoha jinými) pro źıskáńı intervalu spolehlivosti z bootstrapu.



Může bootstrap odhadnout chybu p̌redpovědi?

• U ǩŕıžové validace je každá z K validačńıch složek odlǐsná od
zbývaj́ıćıch K − 1 složek použitých pro trénováńı: složky se
nep̌rekrývaj́ı. To je podstatné pro jej́ı úspěch. Proč?

• Abychom odhadli chybu p̌redpovědi pomoćı bootstrapu,
mohlo by nás napadnout použ́ıt každý datový soubor
bootstrapu jako náš tréninkový vzorek a původńı vzorek jako
náš validačńı vzorek.

• Ale každý vzorek bootstrapu se významně p̌rekrývá s
původńımi daty. V každém bootstrapovém vzorku se objevuj́ı
asi dvě ťretiny původńıch datových bodů. Můžete to dokázat?

• To působ́ı, že bootstrap vážně podhodnocuje skutečnou chybu
p̌redpovědi. Proč?

• Obrácený způsob — původńı vzorek jako trénovaćı vzorek,
soubor dat bootstrapu jako validačńı vzorek — je hořśı!



Odstraněńı p̌rekryvu

• Můžeme částečně tento problém napravit t́ım, že se použ́ıvaj́ı
pouze p̌redpovědi pro ta pozorováńı, která se (náhodou)
nevyskytla v daném vzorku bootstrapu.

• Ale metoda se stává složitou a nakonec ǩŕıžová validace
poskytuje jednoduš̌śı, atraktivněǰśı p̌ŕıstup k odhadováńı chyb
p̌redpovědi.



Pre-validace

• V genomických studíıch pomoćı microarray a jiných je
důležitým problémem porovnat prediktor vypuknut́ı choroby
odvozený z velkého počtu

”
biomarker̊u“ se standardńımi

klinickými prediktory.

• Jejich porovnáváńı na stejném souboru dat, jaký byl použit k
odvozeńı biomarkerového prediktoru, může vést k výsledk̊um
silně zkresleným ve prospěch biomarkerového prediktoru.

• K źıskáńı férověǰśıho porovnáńı těch dvou sad prediktor̊u se dá
použ́ıt pre-validace



Motivačńı p̌ŕıklad

Př́ıklad tohoto problému se objevil v článku van’t Veera a daľśıch v
časopise Nature (2002). V jejich microarray datech bylo mě̌reno
4918 genů v 78 p̌ŕıpadech vzatých ze studie rakoviny prsu. Je zde
44 p̌ŕıpadů ve skupině s dobrou prognózou a 34 ve skupině se
špatnou prognózou.

”
Microarray“ prediktor byl zkonstruován

následovně:

1. Bylo vybráno 70 genů maj́ıćıch nejvěťśı absolutńı korelaci se
78 št́ıtky ťŕıd.

2. Pomoćı těchto 70 genů byl zkonstruován klasifikátor C (x)
podle nejbližš́ıho centroidu.

3. Použit́ı tohoto klasifikátoru na daných 78 microarray dalo
dichotomický prediktor zi = C (xi ) pro každý p̌ŕıpad i .



Výsledky

Porovnáńı microarray prediktoru s některými klinickými prediktory
už́ıvaj́ıćımi logistickou regresi s výstupem prognosis:



Myšlenka skrytá za pre-validaćı

• Navrženo pro porovnáváńı adaptivně odvozených prediktor̊u s
pevnými, p̌reddefinovanými prediktory.

• Myšlenka je vytvǒrit
”
pre-validovanou“ verzi adaptivńıho

prediktoru: speciálně,
”
férověǰśı“ verzi, která ještě

”
neviděla“

odpověd’ y .



Proces pre-validace



Pre-validace pro tento p̌ŕıklad detailně

1. Rozděl p̌ŕıpady na K = 13 stejně velkých část́ı po 6 p̌ŕıpadech.

2. Odlož jednu část stranou. Pouze pomoćı dat ze zbylých 12
část́ı vyber charakteristiky maj́ıćı absolutńı korelaci nejméně
0,3 se št́ıtky ťŕıd a utvǒr klasifikačńı pravidlo nejbližš́ıho
centroidu.

3. Použij toto pravidlo k p̌redpovědi št́ıtk̊u ťŕıd pro ťrináctou část.

4. Opakuj kroky 2 a 3 pro každou ze 13 část́ı, č́ımž źıskáme

”
pre-validovaný“ microarray prediktor z̃i pro každý ze 78

p̌ŕıpadů.

5. Prolož model logistické regrese pre-validovaným microarray
prediktorem a těmi 6 klinickými prediktory.



Bootstrap versus permutačńı testy

• Bootstrap vzorkuje z odhadnuté populace a použ́ıvá výsledky
k odhadům směrodatných chyb a interval̊u spolehlivosti.

• Permutačńı metody vzorkuj́ı z odhadnutého nulového
rozděleńı pro data a použ́ıvaj́ı to k odhadováńı p-hodnot a
ḿıry chybných zjǐstěńı p̌ri testováńı hypotéz.

• Bootstrap se dá použ́ıt v jednoduchých situaćıch k testováńı
nulové hypotézy. Je-li nap̌ŕıklad nulová hypotéza θ = 0,
kontrolujeme, zda interval spolehlivosti pro θ obsahuje 0.

• Lze také p̌rizpůsobit bootstrap ke vzorkováńı z nulového
rozděleńı (viz knihu Efrona a Tibshiraniho

”
An Introduction to

the Bootstrap“ (1993), kap. 16), ale neńı tu žádná skutečná
výhoda nad permutacemi.


