
Výběr a regularizace lineárńıho modelu

• Připomeňme si lineárńı model

Y = β0 + β1X1 + · · ·+ βpXp + ε.

• V p̌rednáškách, které následuj́ı, se budeme zabývat některými
p̌ŕıstupy, které rozšǐruj́ı rámec lineárńıho modelu. V
p̌rednáškách, které pokrývaj́ı kapitolu 7 učebnice, zobecňujeme
lineárńı model tak, aby zahrnul nelineárńı, ale aditivńı vztahy.

• V p̌rednáškách pokrývaj́ıćıch kapitolu 8 se zabýváme ještě
obecněǰśımi nelineárńımi modely.



Chváĺıme lineárńı modely!

• Nehledě na svou jednoduchost má lineárńı model žretelné
výhody co do své interpretovatelnosti a často vykazuje dobré
výsledky v p̌redpověd́ıch.

• V této p̌rednášce se tud́ıž budeme zabývat některými způsoby,
jimiž lze jednoduchý lineárńı model vylepšit tak, že zaměńıme
obvyklé prokládáńı nejmenš́ımi čtverci nějakým alternativńım
způsobem aproximace.



Proč se zabývat alternativami k nejmenš́ım čtverc̊um?

• Přesnost p̌redpovědi: Zejména p̌ri p > n, k regulaci rozptylu.

• Interpretovatelnost modelu: Odstraněńım nepodstatných
vlastnost́ı — to jest t́ım, že polož́ıme odpov́ıdaj́ıćı odhady
koeficient̊u rovny nule — můžeme źıskat model, který se
snáze interpretuje. Uvedeme některé p̌ŕıstupy k
automatickému prováděńı volby vlastnost́ı.



Tři ťŕıdy metod

• Výběr podmnožiny. Identifikujeme podmnožinu z těch p
prediktor̊u, o ńıž soud́ıme, že má vztah k odpovědi. Pak
prolož́ıme nejmenš́ımi čtverci model tou redukovanou
množinou proměnných.

• Smřst’ováńı. Prolož́ıme model zahrnuj́ıćı všech p prediktor̊u,
ale odhadnuté koeficienty sraźıme směrem k nule vzhledem k
odhadům nejmenš́ıch čtverc̊u. Toto smřstěńı (známé také jako
regularizace) má efekt ve sńıžeńı rozptylu a může také
provádět výběr proměnných.

• Dimenzionálńı redukce. Proḿıtneme těch p prediktor̊u na
M-rozměrný podprostor, kde M < p. Toho se dosáhne tak, že
vypoč́ıtáme M r̊uzných lineárńıch kombinaćı, neboli projekćı
těch proměnných. Pak se těchto M projekćı použije jako
prediktory k proložeńı lineárńıho regresńıho modelu
nejmenš́ımi čtverci.



Výběr podmnožiny

Algoritmy pro model s výběrem nejlepš́ı podmnožiny a postupný
výběr modelu

Výběr nejlepš́ı podmnožiny

1. Označme M0 nulový model, který neobsahuje žádné
prediktory. Tento model pro každé pozorováńı prostě
p̌redpov́ıdá sťredńı hodnotu vzorku.

2. Pro k = 1, 2, . . . , p:

(a) Prolož všech
(
p
k

)
model̊u, které obsahuj́ı p̌resně k prediktor̊u.

(b) Vyber z těchto
(
p
k

)
model̊u ten nejlepš́ı a označ jej Mk .

Nejlepš́ı se zde definuje jako maj́ıćı nejmenš́ı RSS nebo
ekvivalentně nejvěťśı R2.

3. Vyber jediný nejlepš́ı model z model̊u M0, . . . ,Mp na základě
chyby ǩŕıžové validace, Cp (AIC), BIC nebo upraveného R2.



Př́ıklad: soubor kreditńıch dat

Pro každý možný model obsahuj́ıćı podmnožinu deseti prediktor̊u v
datovém souboru Credit jsou zde znázorněny RSS a R2. Červené
ohraničeńı sleduje nejlepš́ı model pro daný počet prediktor̊u podle
RSS a R2. Ačkoli soubor dat obsahuje pouze deset prediktor̊u, osa
x má rozsah od 1 do 11, nebot’ jedna z proměnných je kategoriálńı
a nabývá ťŕı hodnot, což vede k vytvǒreńı dvou fiktivńıch
proměnných.



Rozš́ı̌reńı na jiné modely

• Ačkoli jsme zde výběr nejlepš́ı podmnožiny ukázali pro regresi
nejmenš́ımi čtverci, stejné myšlenky se vztahuj́ı i na jiné typy
model̊u, jako je logistická regrese.

• Deviance — záporně vzatý dvojnásobek maximalizované
logaritmické věrohodnosti — hraje roli RSS pro šiřśı ťŕıdu
model̊u.



Postupný výběr

• Výběr nejlepš́ı podmnožiny se z výpočtových důvodů nedá
použ́ıt pro velmi velká p. Proč ne?

• Když p je velké, může výběr nejlepš́ı podmnožiny také trpět
statistickými problémy: č́ım věťśı prostor pro vyhledáváńı, t́ım
věťśı je šance naj́ıt modely, které na tréninkových datech
vypadaj́ı dob̌re, i když na budoućıch datech nemusej́ı ḿıt
žádnou vypov́ıdaćı hodnotu.

• Enormńı prostor pro vyhledáváńı tud́ıž může vést k p̌reurčeńı a
vysokému rozptylu odhadů koeficient̊u.

• Z obou těchto důvodů jsou atraktivńımi alternativami k
výběru nejlepš́ı podmnožiny metody postupného výběru, které
zkoumaj́ı mnohem omezeněǰśı soubor model̊u.



Postupná dop̌redná selekce

• Postupná dop̌redná selekce zač́ıná modelem, který neobsahuje
žádné prediktory, a pak k modelu prediktory p̌ridává jeden po
druhém, dokud v modelu nejsou všechny prediktory.

• Konkrétně se v každém kroku k modelu p̌ridává proměnná,
která prokládané aproximaci dává nejvěťśı dodatečné zlepšeńı.



Podrobně

Postupná dop̌redná selekce

1. Označme M0 nulový model, který neobsahuje žádné
prediktory.

2. Pro k = 0, . . . , p − 1:

2.1 Uvažujme všech p − k model̊u, které rozšǐruj́ı prediktory v Mk

o jeden prediktor nav́ıc.
2.2 Vyberme nejlepš́ı z těchto p − k model̊u a nazvěme jej Mk+1.

Nejlepš́ı zde znamená, že model má nejmenš́ı RSS nebo
nejvěťśı R2.

3. Vybereme jediný nejlepš́ı model z model̊u M0, . . . ,Mp na
základě chyby p̌redpovědi ǩŕıžové validace, Cp (AIC), BIC
nebo upraveného R2.



V́ıce o postupné dop̌redné selekci

• Výpočetńı výhoda p̌red výběrem nejlepš́ı podmnožiny je jasná.

• Neńı zaručeno, že se najde ten nejlepš́ı model ze všech 2p

model̊u obsahuj́ıćıch podmnožiny daných p prediktor̊u. Proč
ne? Uved’te p̌ŕıklad.



Př́ıklad s kreditńımi daty

Počet prom. Nejlepš́ı podmnožina Postupná dop̌redná selekce

Jedna rating rating

Dvě rating, income rating, income

Tři rating, income, student rating, income, student

Čty̌ri cards, income rating, income

student, limit student, limit

Prvńı čty̌ri vybrané modely pro výběr nejlepš́ı podmnožiny a
postupnou dop̌rednou selekci na souboru dat Credit. Prvńı ťri
modely jsou identické, ale čtvrté modely se lǐśı.



Postupná zpětná eliminace

• Podobně jako postupná dop̌redná selekce p̌redstavuje
postupná zpětná eliminace efektivńı alternativu k výběru
nejlepš́ı podmnožiny.

• Avšak na rozd́ıl od postupné dop̌redné selekce zač́ıná úplným
modelem nejmenš́ıch čtverc̊u obsahuj́ıćım všech p prediktor̊u a
pak iterativně odstraňuje jeden po druhém nejméně užitečné
prediktory.



Postupná zpětná eliminace: podrobnosti

Postupná zpětná eliminace

1. OznačmeMp úplný model, který obsahuje všech p prediktor̊u.

2. Pro k = p, p − 1, . . . , 1:

2.1 Uvažujme všech k model̊u, které obsahuj́ı všechny prediktory z
Mk kromě jednoho, takže maj́ı celkem k − 1 prediktor̊u.

2.2 Vybereme z těchto k model̊u ten nejlepš́ı a označ́ıme jej
Mk−1. Nejlepš́ım je zde ḿıněn model s nejmenš́ım RSS nebo
nejvěťśım R2.

3. Vybereme jediný nejlepš́ı model z model̊u M0, . . . ,Mp na
základě chyby p̌redpovědi ǩŕıžové validace, Cp (AIC), BIC
nebo upraveného R2.



V́ıce o postupné zpětné eliminaci

• Podobně jako postupná dop̌redná selekce procháźı postupná
zpětná eliminace pouze 1 + p(p + 1)/2 model̊u, a tak může
být použita v situaćıch, kdy p je pro použit́ı výběru nejlepš́ı
podmnožiny p̌ŕılǐs velké.

• Podobně jako postupná dop̌redná selekce nezaručuje postupná
zpětná eliminace, že poskytne nejlepš́ı model zahrnuj́ıćı
některou podmnožinu daných p prediktor̊u.

• Zpětná eliminace vyžaduje, aby počet vzork̊u n byl věťśı než
počet proměnných p (takže lze proložit úplný model). Naproti
tomu dop̌redná selekce může být použita dokonce když n < p,
a tak je to jediná životaschopná metoda založená na
podmnožinách v p̌ŕıpadě, že p je velmi velké.



Výběr optimálńıho modelu

• Model obsahuj́ıćı všechny prediktory bude vždy ḿıt nejmenš́ı
RSS a nejvěťśı R2, nebot’ tyto veličiny se vztahuj́ı k trénovaćı
chybě.

• Přejeme si zvolit model s ńızkou testovaćı chybou, ne model s
ńızkou trénovaćı chybou. Připoḿınáme, že trénovaćı chyba je
obvykle špatným odhadem testovaćı chyby.

• V důsledku toho nejsou RSS a R2 vhodné pro výběr nejlepš́ıho
modelu z kolekce model̊u s r̊uznými počty prediktor̊u.



Odhadováńı testovaćı chyby: dva p̌ŕıstupy

• Můžeme testovaćı chybu odhadnout nep̌ŕımo tak, že
provedeme úpravu trénovaćı chyby, která vezme v úvahu
zkresleńı působené p̌reurčováńım.

• Můžeme testovaćı chybu odhadnout p̌ŕımo bud’ použit́ım
p̌ŕıstupu s validačńım souborem nebo použit́ım ǩŕıžové
validace, jak jsme prob́ırali v p̌redchoźıch p̌rednáškách.

• Oba p̌ŕıstupy budeme ilustrovat v daľśım.



Cp, AIC, BIC a upravené R2

• Tyto postupy p̌rizpůsobuj́ı trénovaćı chybu velikosti modelu a
mohou se použ́ıt k výběru z množiny model̊u s r̊uznými počty
proměnných.

• Následuj́ıćı obrázek znázorňuje Cp, BIC a upravené R2 pro
nejlepš́ı model každé velikosti źıskaný na souboru dat Credit
výběrem nejlepš́ı podmnožiny.



Př́ıklad s kreditńımi daty



Nyńı nějaké podrobnosti

• Mallowovo Cp:

Cp =
1

n
(RSS + 2d σ̂2),

kde d je celkový počet použitých parametr̊u a σ̂2 je odhad
rozptylu chyby ε spojené s mě̌reńım každé odpovědi.

• Kritérium AIC je definováno pro velkou ťŕıdu model̊u
prokládaných na základě maximálńı věrohodnosti:

AIC = −2 log L + 2 · d ,

kde L je maximalizovaná hodnota věrohodnostńı funkce pro
odhadovaný model.

• V p̌ŕıpadě lineárńıho modelu s gaussovskými chybami jsou
maximálńı věrohodnost a nejmenš́ı čtverce stejná věc a Cp a
AIC jsou ekvivalentńı. Dokažte to.



Podrobně o BIC

BIC =
1

n
(RSS + log(n)d σ̂2)

• Podobně jako Cp bude ḿıt BIC tendenci nabývat malou
hodnotu pro model s ńızkou testovaćı chybou, a tak obecně
vyb́ıráme ten model, který má nejmenš́ı hodnotu BIC.

• Všimněte si, že BIC nahrazuje 2d σ̂2 v Cp členem log(n)d σ̂2,
kde n je počet pozorováńı.

• Jelikož pro jakékoli n > 7 je log n > 2, uḿıst’uje statistika BIC
obecně těžš́ı penaltu na modely s mnoha proměnnými, a tud́ıž
vyb́ırá menš́ı modely než Cp. Viz obrázek na slajdu 19.



Upravené R2

• Pro model nejmenš́ıch čtverc̊u s d proměnnými se upravená
statistika R2 vypoč́ıtá jako

Upravené R2 = 1− RSS/(n − d − 1)

TSS/(n − 1)
,

kde TSS je celkový součet čtverc̊u.

• Na rozd́ıl od Cp, AIC a BIC, kde malá hodnota označuje
model s ńızkou testovaćı chybou, velká hodnota upraveného
R2 označuje model s malou testovaćı chybou.

• Maximalizace upraveného R2 je ekvivalentńı minimalizaci
RSS/(n − d − 1). Zat́ımco RSS s r̊ustem počtu proměnných v
modelu vždy klesá, RSS/(n − d − 1) může r̊ust nebo klesat, a
to d́ıky p̌ŕıtomnosti d ve jmenovateli.

• Na rozd́ıl od statistiky R2 se v upravené statistice R2 za
zahrnut́ı nepoťrebných proměnných do modelu plat́ı cena. Viz
obrázek na slajdu 19.



Validace a ǩŕıžová validace

• Každá z procedur vraćı posloupnost model̊u Mk

indexovaných velikost́ı modelu k = 0, 1, 2, . . . . Naš́ım úkolem
zde je vybrat k̂. Jakmile je vybereme, vraćıme model Mk̂ .

• Vypoč́ıtáme chybu na validačńı množině nebo chybu ǩŕıžové
validace pro každý uvažovaný model Mk a pak vybereme k,
pro něž je výsledná odhadnutá testovaćı chyba nejmenš́ı.

• Tento postup má v̊uči AIC, BIC, Cp a upravenému R2 tu
výhodu, že poskytuje p̌ŕımý odhad testovaćı chyby a
nevyžaduje odhad rozptylu chyby σ2.

• Dá se také použ́ıt v šiřśım rozmeźı úloh s výběrem modelu,
dokonce v p̌ŕıpadech, kdy je obt́ıžné stanovit počet stupňů
volnosti v modelu (tj. počet prediktor̊u v modelu) nebo je
obt́ıžné odhadnout rozptyl chyby σ2.



Př́ıklad s kreditńımi daty



Podrobněji k p̌redchoźımu obrázku

• Validačńı chyby byly vypoč́ıtány náhodným výběrem ťŕı čtvrtin
pozorováńı za trénovaćı sadu a zbytku jako validačńı množinu.

• Kř́ıžová validace byla poč́ıtána s k = 10 složkami. V tomto
p̌ŕıpadě metoda validace i metoda ǩŕıžové validace obě dávaly
jako výsledek model s šesti proměnnými.

• Nicméně všechny ťri p̌ŕıstupy naznačuj́ı, že modely se čty̌rmi,
pěti a šesti proměnnými jsou co do svých testovaćıch chyb
zhruba ekvivalentńı.

• V této situaci voĺıme model pomoćı pravidla jedné směrodatné
chyby. Vypoč́ıtáme nejprve směrodatnou odchylku odhadnuté
testovaćı MSE pro každou velikost modelu a pak zvoĺıme ten
nejmenš́ı model, pro nějž lež́ı odhadnutá testovaćı chyba v
rozmeźı jedné směrodatné odchylky od nejnižš́ıho bodu na
ǩrivce. Č́ım se to dá zd̊uvodnit?



Metody smřst’ováńı

Hřebenová regrese a metoda Lasso

• Metody výběru podmnožiny použ́ıvaj́ı nejmenš́ı čtverce k
prokládáńı lineárńıho modelu, který obsahuje podmnožinu
prediktor̊u.

• Jako alternativu můžeme proložit model obsahuj́ıćı všech p
prediktor̊u pomoćı techniky, která omezuje nebo regularizuje
odhady koeficient̊u, nebo ekvivalentně, která smřst’uje odhady
koeficient̊u směrem k nule.

• Neńı možná bezprosťredně žrejmé, proč by takové omezeńı
mělo prokládanou aproximaci vylepšit, ale ukazuje se, že
smřstěńı odhadů koeficient̊u může významně sńıžit jejich
rozptyl.



Hřebenová regrese

• Připoḿınáme, že metoda prokládáńı metodou nejmenš́ıch
čtverc̊u odhaduje β0, β1, . . . , βp pomoćı hodnot, které
minimalizuj́ı

RSS =
n∑

i=1

yi − β0 −
p∑

j=1

βjxij

2

.

• Naproti tomu odhady koeficient̊u ȟrebenové regrese β̂R jsou
hodnoty, které minimalizuj́ı

n∑
i=1

yi − β0 −
p∑

j=1

βjxij

2

+ λ

p∑
j=1

β2j = RSS + λ

p∑
j=1

β2j ,

kde λ ≥ 0 je ladićı parametr, který je ťreba stanovit odděleně.



Hřebenová regrese: pokračováńı

• Jako u nejmenš́ıch čtverc̊u hledá ȟrebenová regrese odhady
koeficient̊u, které prokládaj́ı data dob̌re, a to tak, že dělá RSS
malé.

• Nicméně druhý člen, λ
∑

j β
2
j , nazývaný smřst’ovaćı penalta je

malý, jsou-li β1, . . . , βp bĺızké nule, a tak má efekt smřst’ováńı
odhadů βj směrem k nule.

• Ladićı parametr λ slouž́ı k ř́ızeńı relativńıho vlivu těchto dvou
členů na odhady regresńıch koeficient̊u.

• Volba dobré hodnoty λ je kritická; použ́ıvá se k tomu ǩŕıžová
validace.



Př́ıklad s kreditńımi daty



Podrobnosti k p̌redchoźımu obrázku

• Na levém panelu odpov́ıdá každá ǩrivka odhadu koeficientu
ȟrebenové regrese pro jednu z deseti proměnných,
znázorněnému jako funkce λ.

• Pravý panel zobrazuje stejné odhady ȟrebenových koeficient̊u
jako levý panel, ale ḿısto toho, abychom na ose x vynášeli λ,
vynáš́ıme tam nyńı ‖β̂Rλ ‖2/‖β̂‖2, kde β̂ označuje vektor
odhadů koeficient̊u nejmenš́ıch čtverc̊u.

• Označeńı ‖β‖2 znamená `2 normu vektoru (vyslovuje se to
”
el

dva“), která je definována jako ‖β‖2 =
√∑p

j=1 β
2
j .



Hřebenová regrese: škálováńı prediktor̊u

• Standardńı odhady koeficient̊u metody nejmenš́ıch čtverc̊u
jsou mě̌ŕıtkově invariantńı: vynásobeńı Xj konstantou c vede
prostě k p̌reškálováńı odhadů koeficient̊u nejmenš́ıch čtverc̊u
faktorem 1/c . Jinými slovy, bez ohledu na to, jak je škálován
j-tý prediktor, z̊ustane β̂jXj beze změny.

• Naproti tomu se odhady koeficient̊u ȟrebenové regrese mohou
podstatně změnit, vynásob́ıme-li daný prediktor konstantou, a
to d́ıky členu se součtem druhých mocnin koeficient v
penalizačńı části ćılové funkce ȟrebenové regrese.

• Je tud́ıž nejlepš́ı použ́ıvat ȟrebenovou regresi po normalizaci
prediktor̊u pomoćı vzorce

x̃ij =
xij√

1
n

∑n
i=1(xij − x̄j)2



Proč ȟrebenová regrese zlepšuje nejmenš́ı čtverce?

Kompromis mezi zkresleńım a rozptylem

Simulovaná data s n = 50 pozorováńımi, p = 45 prediktory,
všechny s nenulovými koeficienty. Druhá mocnina zkresleńı (černě),
rozptyl (zeleně), a sťredńı kvadratická testovaćı chyba (purpurově)
pro p̌redpovědi ȟrebenovou regreśı na simulovaném souboru dat
jako funkce λ a ‖β̂Rλ ‖2/‖β̂‖2. Vodorovné tečkované čáry označuj́ı
minimálńı možnou MSE. Purpurové ǩŕıžky označuj́ı ty modely
ȟrebenové regrese, pro něž je MSE nejmenš́ı.



Metoda Lasso

• Hřebenová regrese má jednu žrejmou nevýhodu: na rozd́ıl od
výběru podmnožiny, který bude obecně vyb́ırat modely
zahrnuj́ıćı pouze nějakou podmnožinu proměnných, ȟrebenová
regrese do konečného modelu zahrne všech p prediktor̊u.

• Metoda Lasso je poměrně nedávnou alternativou k ȟrebenové
regresi, která tuto nevýhodu p̌rekonává. Koeficienty metody
Lasso, β̂Lλ, minimalizuj́ı veličinu

n∑
i=1

yi − β0 −
p∑

j=1

βjxij

2

+ λ

p∑
j=1

|βj |.

• Ve statistickém žargonu použ́ıvá metoda Lasso `1
(vyslovováno jako

”
el jedna“) penaltu naḿısto `2 penalty.

Přitom `1 norma vektoru koeficient̊u β je dána vztahem
‖β‖1 =

∑
|βj |.



Metoda Lasso: pokračováńı

• Stejně jako ȟrebenová regrese smřst’uje metoda Lasso odhady
koeficient̊u směrem k nule.

• Avšak v p̌ŕıpadě metody Lasso má `1 penalta ten efekt, že
nut́ı některé z odhadů koeficient̊u, aby byly p̌resně nulové, je-li
ladićı parametr λ dostatečně velký.

• Tud́ıž velmi podobně jako p̌ri výběru nejlepš́ı podmnožiny
provád́ı metoda Lasso výběr proměnných.

• Ř́ıkáme, že Lasso nám dává ř́ıdké modely — to jest modely,
které zahrnuj́ı pouze nějakou podmnožinu proměnných.

• Stejně jako u ȟrebenové regrese je volba dobré hodnoty λ pro
metodu Lasso kritická; metodou volby je opět ǩŕıžová validace.



Př́ıklad: soubor kreditńıch dat



Vlastnost výběru proměnných u metody Lasso

Proč je tomu tak, že metoda Lasso, na rozd́ıl od ȟrebenové
regrese, dává jako výsledek odhady koeficient̊u, které jsou p̌resně
rovny nule?
Dá se ukázat, že odhady koeficient̊u metodou Lasso a ȟrebenovou
regreśı řeš́ı po řadě úlohy

minimalizuj
β

n∑
i=1

yi − β0 −
p∑

j=1

βjxij

2

vzhledem k

p∑
j=1

|βj | ≤ s

a

minimalizuj
β

n∑
i=1

yi − β0 −
p∑

j=1

βjxij

2

vzhledem k

p∑
j=1

β2j ≤ s.



Metoda Lasso na obrázku



Porovnáńı metody Lasso a ȟrebenové regrese

Vlevo: Grafy kvadrátu zkresleńı (černá), rozptylu (zelená) a
testovaćı MSE (purpurová) pro metodu Lasso použitou na
simulovaném souboru dat ze slajdu 32. Vpravo: Porovnáńı
kvadrátu zkresleńı, rozptylu a testovaćı MSE mezi metodou Lasso
(plné čáry) a ȟrebenovou regreśı (čárkovaně). Hodnoty pro obě
metody jsou vyneseny proti jejich R2 na trénovaćıch datech, což je
běžný způsob indexováńı. Kř́ıžky na obou grafech označuj́ı model
Lasso, pro nějž je MSE nejmenš́ı.



Porovnáńı metody Lasso a ȟrebenové regrese:
pokračováńı

Vlevo: Grafy kvadrátu zkresleńı (černá), rozptylu (zelená) a
testovaćı MSE (purpurová) pro metodu Lasso. Simulovaná data
jsou podobná těm na slajdu 38 až na to, že nyńı se k odpovědi
vztahuj́ı pouze dva prediktory. Vpravo: Porovnáńı kvadrátu
zkresleńı, rozptylu a testovaćı MSE mezi metodou Lasso (plné
čáry) a ȟrebenovou regreśı (čárkovaně). Hodnoty pro obě metody
jsou vyneseny proti jejich R2 na trénovaćıch datech, což je běžný
způsob indexováńı. Kř́ıžky na obou grafech označuj́ı model Lasso,
pro nějž je MSE nejmenš́ı.



Závěry

• Tyto dva p̌ŕıklady ukazuj́ı, že ani ȟrebenová regrese ani
metoda Lasso nep̌revládnou univerzálně jedna nad druhou.

• Obecně se dá p̌redpokládat, že Lasso bude pracovat lépe,
bude-li odpověd’ funkćı pouze poměrně malého počtu
prediktor̊u.

• Avšak počet prediktor̊u, které maj́ı vliv na odpověd’, neńı u
reálných soubor̊u dat nikdy znám a priori.

• K rozhodnut́ı o tom, který p̌ŕıstup je pro daný soubor dat
lepš́ı, se dá použ́ıt některá technika typu ǩŕıžové validace.



Volba ladićıho parametru pro ȟrebenovou regresi
a metodu Lasso

• Stejně jako výběr podmnožiny vyžaduj́ı ȟrebenová regrese a
metoda Lasso nějakou metodu ke stanoveńı toho, který z
uvažovaných model̊u je nejlepš́ı.

• Poťrebujeme tedy metodu pro volbu hodnoty ladićıho
parametru λ nebo ekvivalentně pro hodnotu omezeńı s.

• Jednoduchý způsob, jak se vypǒrádat s t́ımto problémem nám
poskytuje ǩŕıžová validace. Zvoĺıme si mř́ıžku hodnot λ a
vypoč́ıtáme ḿıru chyby ǩŕıžové validace pro každou hodnotu
λ.

• Pak zvoĺıme tu hodnotu ladićıho parametru, pro kterou je
chyba ǩŕıžové validace nejmenš́ı.

• Nakonec znovu prolož́ıme model s použit́ım všech dostupných
pozorováńı a se zvolenou hodnotou ladićıho parametru.



Př́ıklad s kreditńımi daty

Vlevo: Chyby ǩŕıžové validace vznikaj́ıćı p̌ri aplikaci ȟrebenové
regrese na soubor dat Credit s r̊uznými hodnotami λ. Vpravo:
Odhady koeficient̊u jako funkce λ. Svislé čárkované linky označuj́ı
hodnotu λ vybranou ǩŕıžovou validaćı.



Př́ıklad se simulovanými daty

Vlevo: MSE u desetisložkové ǩŕıžové validace pro metodu Lasso
aplikovanou na ř́ıdký simulovaný soubor dat ze slajdu 38. Vpravo:
Zde jsou znázorněny p̌ŕıslušné odhady koeficient̊u metodou Lasso.
Svislé čárkované linky označuj́ı aproximaci metodou Lasso, pro niž
je chyba ǩŕıžové validace nejmenš́ı.



Metody dimenzionálńı redukce

• Metody, které jsme v této kapitole dosud prob́ırali, spoč́ıvaly v
prokládáńı lineárńıch regresńıch model̊u, pomoćı nejmenš́ıch
čtverc̊u nebo p̌ŕıstupu se smřst’ováńım, p̌ri použit́ı původńıch
prediktor̊u X1,X2, . . . ,Xp.

• Budeme se nyńı zabývat skupinou p̌ŕıstupů, které transformuj́ı
prediktory a pak nejmenš́ımi čtverci prokládaj́ı model už́ıvaj́ıćı
transformované proměnné. Tyto postupy budeme nazývat
metodami dimenzionálńı redukce.



Metody dimenzionálńı redukce: podrobnosti

• Necht’ Z1,Z2, . . . ,ZM p̌redstavuj́ı M < p lineárńıch kombinaćı
našich původńıch p prediktor̊u. To jest

Zm =

p∑
j=1

φmjXj (1)

pro nějaké konstanty φm1, . . . , φmp.

• Prokládáme pak lineárńı regresńı model,

yi = θ0 +
M∑

m=1

θmzim + εi , i = 1, . . . , n, (2)

prosťrednictv́ım obvyklých nejmenš́ıch čtverc̊u.

• Poznamenáváme, že regresńı koeficienty v modelu (2) jsou
θ0, θ1, . . . , θM . Jsou-li konstanty φm1, . . . , φmp vybrány
vhodně, pak postup dimenzionálńı redukce může často
p̌rekonat regresi obvyklými nejmenš́ımi čtverci.



• Všimněme si, že z definice (1) plyne

M∑
m=1

θmzim =
M∑

m=1

θm

p∑
j=1

φmjxij =

p∑
j=1

M∑
m=1

θmφmjxij =

p∑
j=1

βjxij ,

kde

βj =
M∑

m=1

θmφmj . (3)

• Model (2) tedy můžeme chápat jako speciálńı p̌ŕıpad
původńıho lineárńıho regresńıho modelu.

• Dimenzionálńı redukce slouž́ı k omezeńı odhadovaných
koeficient̊u βj , nebot’ nyńı muśı nabývat tvaru (3).

• Může být p̌ŕınosem pro kompromis mezi zkresleńım a
rozptylem.



Regrese hlavńıch komponent

• Zde použijeme analýzu hlavńıch komponent (PCA - Principal
Component Analysis, prob́ıráno v kapitole 10 této učebnice) k
zavedeńı lineárńıch kombinaćı prediktor̊u, které užijeme v naš́ı
regresi.

• Prvńı hlavńı komponenta je ta (normalizovaná) lineárńı
kombinace proměnných, která má nejvěťśı rozptyl.

• Druhá hlavńı komponenta má nejvěťśı rozptyl s t́ım
omezeńım, že neńı korelována s tou prvńı.

• A tak dále.

• Při mnoha korelovaných původńıch proměnných je tedy
nahrazujeme malou množinou hlavńıch komponent zachycuj́ıćı
jejich společnou proměnlivost.



Zobrazeńı PCA

Velikost populace (pop) a náklady na reklamu (ad) pro 100
r̊uzných měst jsou zde zobrazeny jako purpurová kolečka. Zelená
plná p̌ŕımka vyznačuje prvńı hlavńı komponentu a modrá
čárkovaná p̌ŕımka vyznačuje druhou hlavńı komponentu.



Zobrazeńı PCA: pokračováńı

Podmnožina reklamńıch dat. Vlevo: Prvńı hlavńı komponenta
vybraná tak, aby minimalizovala součet čtverc̊u kolmých
vzdálenost́ı od každého bodu, je zobrazena zeleně. Tyto vzdálenosti
jsou znázorněny černými čárkovanými úsečkami. Vpravo: Levý
panel byl otočen tak, že prvńı hlavńı komponenta lež́ı na ose x.



Zobrazeńı PCA: pokračováńı

Grafy hodnot prvńı hlavńı komponenty zi1 versus pop a ad.
Vzájemné vztahy jsou silné.



Zobrazeńı PCA: pokračováńı

Grafy hodnot druhé hlavńı komponenty zi2 versus pop a ad.
Vzájemné vztahy jsou slabé.



Aplikace na regresi hlavńıch komponent

Regrese hlavńıch komponent (PCR - Principal Component
Regression) byla použita na dva simulované soubory dat. Černá,
zelená a purpurová čára odpov́ıdaj́ı po řadě kvadrátu zkresleńı,
rozptylu a testovaćı sťredńı kvadratické chybě. Vlevo: Simulovaná
data ze slajdu 32. Vpravo: Simulovaná data ze slajdu 39.



Volba počtu směr̊u M

Vlevo: Normalizované odhady koeficient̊u PCR pro soubor dat
Credit pro r̊uzné hodnoty M. Vpravo: MSE desetinásobné ǩŕıžové
validace źıskaná pomoćı PCR jako funkce M.



Částečné nejmenš́ı čtverce

• PCR určuje lineárńı kombinace, nebo směry, které nejlépe
reprezentuj́ı prediktory X1, . . . ,Xp.

• Tyto směry se určuj́ı způsobem bez učitele
(nesupervizovaným), nebot’ odpověd’ Y se p̌ri stanoveńı směr̊u
hlavńıch komponent nevyuž́ıvá.

• To jest, tato odpověd’ nesupervizuje identifikaci hlavńıch
komponent.

• V důsledku toho PCR trṕı potenciálně vážným nedostatkem:
neńı zde žádná záruka, že směry, které nejlépe vysvětluj́ı
prediktory, budou také těmi nejlepš́ımi směry, které by se měly
použ́ıt k p̌redpov́ıdáńı odpovědi.



Částečné nejmenš́ı čtverce: pokračováńı

• Podobně jako PCR jsou částečné nejmenš́ı čtverce (PLS -
Partial Least Squares) metodou dimenzionálńı redukce, která
nejprve stanov́ı nový soubor vlastnost́ı Z1, . . . ,ZM , které jsou
lineárńımi kombinacemi původńıch vlastnost́ı, a pak těmito M
novými vlastnostmi prolož́ı lineárńı model pomoćı obvyklých
nejmenš́ıch čtverc̊u.

• Ale na rozd́ıl od PCR identifikuje PLS tyto nové vlastnosti
supervizovaně — to jest, využ́ıvá odpověd’ Y k nalezeńı
nových vlastnost́ı, které nejen dob̌re aproximuj́ı staré
vlastnosti, ale také maj́ı vztah k odpovědi.

• Zhruba řečeno, p̌ŕıstup PLS usiluje o nalezeńı směr̊u, které
pomáhaj́ı vysvětlit jak odpověd’, tak prediktory.



Částečné nejmenš́ı čtverce podrobněji

• Po normalizaci daných p prediktor̊u vypoč́ıtá PLS prvńı směr
Z1 tak, že polož́ı každou hodnotu φ1j ve vztahu (1) rovnu
koeficientu z jednoduché lineárńı regrese Y v̊uči Xj .

• Dá se ukázat, že tento koeficient je úměrný korelaci mezi Y a
Xj .

• Při výpočtu Z1 =
∑p

j=1 φ1jXj tud́ıž PLS klade nejvěťśı váhu
na ty proměnné, které jsou nejsilněji svázány s odpověd́ı.

• Následuj́ıćı směry se hledaj́ı tak, že se stanov́ı rezidua a poté
se opakuje p̌redchoźı postup.



Shrnut́ı

• Metody pro výběr modelu jsou podstatným nástrojem pro
analýzu dat, obzvláště pro velké datové soubory zahrnuj́ıćı
mnoho prediktor̊u.

• Výzkum v oblasti metod, které dávaj́ı ř́ıdkost, jako je
nap̌ŕıklad Lasso, je obzvláště aktuálńı oblast.

• Později se vrát́ıme k ř́ıdkosti podrobněji a poṕı̌seme p̌ŕıbuzné
p̌ŕıstupy jako je elastická śıt’.


