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Lectue Contents

Zaklady statistického uceni



Co byste si meli pamatovat z 11MAMY

Cast prednasek predmétu 1IMAMY (4. semestr) je zaméfena na metody ,statistického
uceni’, vychazejici z uebnice Garetha Jamese a kolegil Introduction to statistical

learning, jez je dostupna i on-line.

V dalsich prednaskach si néktera témata probereme podrobnéji. Tato prednaska
predstavuje velmi koncentrovany (ale stale pomérné dlouhy) souhrn predpokladd,
tj. znalosti, které — alespon teoreticky — ovladate. Je zalozena na Ceskych slajdech
pouzivanych v 11IMAMY.

Budeme mluvit pfedevsim o regresi a klasifikaci, vybéru modelu, krizové validaci a uceni

s ucitelem a bez ucitele.


https://www.statlearning.com/
https://www.statlearning.com/

Statistické uceni

Teorie statistického uceni je ramec pro strojové uceni Cerpajici z oblasti statistiky a
funkéni analyzy. Zabyva se problémem hledani prediktivni funkce na zakladé
pozorovanych (mérenych) dat.

Cilem uéeni maze byt bud porozuméni zavislostem v datech anebo predpovidani
vystuptl na zaakladé jiz pozorovanych dat.

Uceni s ucitelem zahrnuje uceni se z tréninkové sady dat — kazdy trénovaci bod
predstavuje dvojici pfifazujici vstupnim hodnotam hodnoty vystupni. Statistické uceni
hleda vhodnou funkci, ktera mapuje vstup na vystup. Naucenou funkci lze pouzit

k predpovédi vystupu z budouciho neznamého vstupu.

V zavislosti na typu vystupu jsou problémy uceni pod dohledem bud problémy regrese,
nebo problémy klasifikace.
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Zde jsou ukazany Prodeje (Sales) versus TV, Rozhlas (Radio) a Noviny
(Newspaper) s modrou pfimkou linearni regrese pro kazdy pripad jednotlivé. Mazeme
predpovidat Prodeje pomoci téchto tfi diagrami? Mozna se ndm to povede Iépe,
pouzijeme-li néjaky model:

Prodeje =~ f(TV,Rozhlas,Noviny) 5



Oznaceni

Zde jsou Prodeje odpovéd nebo cilovd hodnota. Odpovéd obvykle znaéime y.
TV je charakteristika, vlastnost, vstup nebo prediktor, oznacime ji xi.
Podobné oznacime Rozhlas jako x» a tak dale.

Na vstupni vektor mtizeme pak souhrnné odkazovat jako na

X1
X =1 X2
X3
Nas model nyni zapiseme jako
y="1(x)+e,

kde € zachycuje chyby méreni a jiné nepresnosti. Funkci f(X) nazyvame regresni funkce.



K cemu je f(X) dobré?

Mame p riiznych prediktorti a kazdou sadu prediktordi zméfime N-krat.

e S dobrym f mizeme délat predpovédi Y v novych bodech X = x.

e Muzeme prijit na to, které slozky X = (X1, Xa,..., X}) jsou pro pochopeni Y
dilezité a které jsou irelevantni. Tak napf. Sta¥i a Roky vzd&lavani maji velky
vliv na Pfijem, ale Rodinny stav typicky ne.

e V zavislosti na slozitosti funkce f mtizeme byt schopni pochopit, jak kazda slozka

X; vektoru X ovlivhuje Y.



Existuje zde idealni £(X)? Konkrétné, co je dobrou hodnotou f(X) pro libovolné
zvolenou hodnotu X, feknéme X = 47 V bodé X = 4 miize byt mnoho hodnot Y.

Dobra hodnota funkce f je
f(4)=E(Y|X =4).

E(Y|X = 4) znamena ocekavanou hodnotu (primér) hodnot Y pro dané X = 4.

Tato idealni funkce f(x) = E(Y|X = x) se nazyva regresni funkce.



Regresni funkce f(x)

e Je také definovana pro vektor X; napfr.

f(X) = f(Xl,Xz,X;g) = E(Y|X1 = X1,X2 = X2,X3 = X3)

e Je to idealni nebo optimalni prediktor Y vzhledem ke stfedni kvadratické chybé:
f(x) = E(Y|X = x) je funkce, ktera minimalizuje E[(Y — g(x))?|X = x| pres
vsechny funkce g ve vsech bodech X = x.

e ¢ =Y — f(x) je neredukovatelna (neodstranitelna) chyba — tj. i kdybychom znali
f(x), stejné bychom délali chyby v predpovidani, nebot v kazdém bodé X = x
typicky existuje rozlozeni moznych hodnot Y.

e Pro kazdy odhad f(x) funkce f(x) mame

E(Y = 002X = x] = [f(x) = F())? + var(e)

redukovatelné neredukovatelné



Jak odhadnout f — Metoda k nejblizsich sousedii (k-NN)

Typicky mame malo bodii pro X = x presné (pokud viibec néjaké). Nemuazeme tedy
spocitat E[Y|X = x]!

Zmirnéme definici a polozme
f(x) = average(Y|X € N(x))
kde N (x) je néjaké vhodné okoli bodu x.




Jak odhadnout f — pokracovani

e Metoda nejblizsich souseddi miize byt docela dobra pro mala p a spise velkad N.
e Metoda nejblizsich sousedti miize byt velmi spatna, je-li p velké. Divod: prokleti
dimensionality. Ve vice dimenzich maji nejblizsi sousedé tendenci byt hodné daleko.
e Abychom snizili rozptyl, potfebujeme ke zpriimérovani ziskat rozumny podil N
hodnot y;, napf. 10 %.
e 10% okoli ve vysokych dimenzich uz nemusi byt lokalni, takze ztracime ducha
odhadu E[Y|X = x] lokalnim priimérovanim.

11
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Parametrické a strukturované modely

Linearni model je dualezity priklad parametrického modelu:
fL(X) = Bo+ b1 Xe+ BoXo + - + BpXo.

e Linearni model se specifikuje prostrednictvim p + 1 parametrt S, f1, . . ., Bp.
e Parametry odhadneme prokladanim modelu trénovacimi daty.

o Ackoli linearni model témér nikdy neni spravny, €asto slouzi jako dobra a
interpretovatelna aproximace neznamé skutecné funkce f(X).

Nelinearni model (zde kvadraticky) miize vystihnout data presnéji:
iN(X) = Bo+ B1Xs + B X+ + Bg—1Xp + Bng.

13



Linearni model ﬁ_(X) = By + 51X zde dava rozumnou aproximaci:

14



Posouzeni presnosti modelu

Predpokladejme, ze prokladame n&jakymi trénovacimi daty Tr = {x;, y;}) model #(x) a
chceme védét, jak dobre si vede.

e Mohli bychom vypocitat stfedni kvadratickou chybu predpovédi pres Tr:
MSEz, = Aveierz[yi — F(x)
To miize stranit vice preuréenym modeltm.

e Misto toho bychom méli, pokud je to mozné, vypocitat tu chybu pomoci novych
testovacich dat Te = {x;, yi}/:

MSEr. = AveieTe[yi - F(Xi)]z

15
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Cerna kivka je skutecnost. Cervena kivka vpravo je MSEre, $eda kfivka je MSEr,.
Oranzova, modra a zelena kiivka (a Ctverecky téchto barev) odpovidaji aproximacim
razné flexibility.
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Kompromis mezi zkreslenim a rozptylem

Predpokladejme, ze jsme néjakymi trénovacim daty Tr prolozili model f(x) a necht
(x0, Y0) Je testovaci pozorovani vyvozené z této populace. Jestlize skute€ny model je
Y = f(X) + € (kde f(X) = E[Y|X = x]), pak

A 2 A 2
E |y0 — f(x0)] = Var(f(x0)) + [Bias(F(xo))J? + Var(e).
Ocekavani pocita priimér pres variabilitu yp a rovnéz variabilitu v Tr. Poznamenavame,

7e Bias(f(x0)) = E[f(x0)] — f(x0).

Typické je, ze jak roste flexibilita f, roste jeji rozptyl a zkresleni (bias) se snizuje. Takze
volba flexibility zalozena na stfedni testovaci chybé odpovida kompromisu mezi

zkreslenim a rozptylem.

17
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Klasifikacni alohy

Proménna odpovédi Y je zde kvalitativni — napf. email je jeden z prvki
C = (spam, ham) (ham = dobry email), tfida &islic je jedna z C ={0,1,...,9}.

Nase cile jsou:

o Vytvorit klasifikator C(X), ktery pfifadi znacku tfidy z C budoucimu
neoznacenému pozorovani X.
e Ohodnotit nejistotu v kazdé klasifikaci.

e Porozumét roli riiznych prediktorii mezi slozkami X = (X1, Xo,..., X,).

Stejné jako u regrese Ize pouzit priimérovani pres nejblizsi sousedy.
A pro rostouci dimenze se to stejné tak hrouti. Avsak dopad na C(x) je mensi, nez na
P(x),k=1,2,.... K.

19



Lectue Contents

Linearni regrese
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Linearni regrese

e Linearni regrese je jednoduchy pfistup k uceni s ucitelem (supervizovanému uceni).
Predpoklada, Ze zavislost Y na X1, Xo,..., X, je linearni.
e Skutecné regresni funkce nejsou nikdy linearni!

~ -

o Ackoli se miize zdat prehnané zjednodusena, je linearni regrese extrémné uzitecna
jak svou koncepci, tak prakticky.
21



Jednoducha linearni regrese s jedinym prediktorem X

e Budeme uvazovat model
Y =00+ 1 X +e

kde By a 31 jsou dvé neznamé konstanty, které predstavuji regresni konstantu
(absolutni ¢len) a sklon (smérnici), fika se jim také regresni koeficienty nebo
parametry,

e ¢ je chybovy ¢len, casto € ~ N(0,02) (Sum modelu).

e Jsou-li dany né&jaké odhady g a 1 koeficientds modelu, predpovidame budouci
prodeje pomoci vzorce

y = Bo+ pix,

kde y oznacuje predpovéd Y na zakladé X = x. Symbol striska oznacuje
odhadnutou hodnotu.

22



Odhad parametrii metodou nejmensich ctverci

e Necht y; = Bo + Bixi je predpovéd Y zalozena na i-té hodnoté X. Pak

e; = y; — yi predstavuje i-té reziduum.
e Definujeme rezidualni soucet ctvercii (RSS) jako

RSS = e + 2 +---+ €2,
nebo ekvivalentné jako
RSS = (y1 — Bo — Brxa)’ + (v2 — Bo — Brxe)? + -+ + (vn — Bo — Prxa).

e Metoda nejmensich tvercii voli By a A1 tak, aby hodnota RSS byla minimalni. D4

se ukazat, ze tyto minimalizujici hodnoty jsou

S O
51 - Z?Zl(Xi — )_()2 ) 50 =Yy lev

kde g = L1570 1 yi, x =157 | x; jsou vybérové priiméry.

23



Priklad: reklamni adaje

25
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Vysledek metody nejmensich ¢tvercti pro regresi polozky sales viici TV. V tomto
pfipadé linearni aproximace zachycuje podstatu vzajemného vztahu, i kdyz na levém

konci grafu je ponékud zavadna.
24



Posouzeni presnosti odhadii koeficientii

e Smérodatna chyba odhadu odrazi to, jak se odhad méni pfi opakovaném
vzorkovani. Mame

2
SE(B1)? = —r———ss
Buf = s e ==
2 a|l X2
SE(Go) =" |5 F z,'-;l(x,-—n?]’

kde 02 = var(e).

e Tyto smérodatné chyby se mohou pouzit k vypoctu intervali spolehlivosti.
Interval spolehlivosti 95 % se definuje jako takovy rozsah hodnot, ze s
pravdépodobnosti 95 % bude tento obor obsahovat skuteénou neznamou hodnotu
daného parametru. Pro 37 ma tvar

By +£2-SE(51).
25



Intervaly spolehlivosti — pokracovani

Znamena to, ze je priblizné 95 % moznost, ze interval
<51 —2-SE(B1), B1+2- SE(BI)>

bude obsahovat skute¢nou hodnotu (; (ve scénafi, kdy jsme dostali opakované vzorky
jako je soucasny vzorek).

Pro nase reklamni data je 95 % interval spolehlivosti (0,042, 0,053).

26



Testovani hypotéz

Smérodatné chyby mohou byt také pouzity k testovani hypotéz o koeficientech.
e Nejbéznéjsi test hypotézy je testovani nulové hypotézy tvaru
Ho: Mezi X a Y neni zadny vzajemny vztah
viici alternativni hypotéze

Ha: Mezi X a Y existuje néjaky vztah.
e Matematicky to odpovida testovani

H()Z,Bl:O

HA : ﬁl ?é Oa
nebot pokud 1 = 0, model se redukuje na Y = B9 + ¢ a X s Y neni propojeno.

27



Testovani hypotéz — pokracovani

e K testu nulové hypotézy vypocitame t-statistiku danou vztahem

t= 31—0'
SE(1)

e Ta bude mit t-rozdéleni s n — 2 stupni volnosti, za predpokladu, ze §; = 0.

e Pomoci statistického softwaru se snadno vypocita pravdépodobnost, ze budeme
pozorovat jakoukoli hodnotu rovnou |t| nebo vétsi. Tato pravdépodobnost se
nazyva p-hodnota.

28



Vysledky pro reklamni adaje

Koeficient Smér. chyba t-statistika p-hodnota

Regresni konstanta ~ 7,0325 0,4578 15,36 < 0,0001
TV 0,0475 0,0027 17,67 < 0,0001

29



Posouzeni celkové presnosti modelu

e Vypocitame rezidualni smerodatnou chybu

[ 1 1 <
_ _ P
RSE = n_2RSS — g (vi — 7i)?,

kde rezidualni soucet ctvercii je RSS = S"7_, (yi — 9i)%.
e R kvadrat neboli koeficient determinace je
_ TSS—RSS 1 RSS

TSS TSS’
kde TSS = Y7, (yi — ¥)? je celkovy soucet Etvercii.

R2

e Da se ukazat, ze v této jednoduché linearni regresni situaci je R?> = r?, kde r je
korelace mezi X a Y:

_ Pia(xi = X)(vi —¥) .
Vil — )2/ (v — 7)?)

r

30



Vysledky pro reklamni adaje

Veli¢ina Hodnota
Rezidualni smérodatna chyba | 3,26

R? 0,612
F-statistika 312,1

31



Vicenasobna linearni regrese

Vicenasobna linearni regrese zahrnuje dva Ci vice regreosrdl.
e Nas model je v tomto pripadé
Y =80+ 81Xy + BoXo+ - + BpXp + ¢,

o Koeficient f; interpretujeme jako priimérny vliv jednoho jednotkového riistu X; na
Y, za predpokladu, ze vSechny ostatni prediktory se nemeéni. V prikladu s
reklamou nabyva model tvaru

prodeje = By + B1 X TV + B2 X rozhlas + (33 X noviny + e.

32



Interpretace regresnich koeficientt

e |dealni scénar je tehdy, kdyz prediktory nejsou korelovany — vyvazeny plan:

e Kazdy koeficient miize byt odhadnut a testovan oddélené.

e Jsou mozné interpretace typu “jednotkova zmeéna v X; je spojena se
zménou Y o f3;, pricemz vsechny ostatni proménné ziistavaji beze
zmeny”.

e Korelace mezi prediktory piisobi problémy:

e Rozptyl vsech koeficienti ma tendenci riist, nékdy dramaticky.
e Interpretace se stavaji hazardnimi — kdyz se zméni Xj, zméni se viechno

ostatni.

e MEéli bychom se vyhnout kauzalite v pozorovanych datech.

33



Rozhodovani o diilezitych promennych

e Nejpfiméjsi pristup se nazyva regrese se vSemi podmnozinami nebo s nejlepsi
podmnozinou: pocitame aproximace metodou nejlepsich Etvercli pro viechny
mozné podmnoziny a pak z nich vybereme pomoci néjakého kritéria, které
vyvazuje trénovaci chybu s velikosti modelu.

o Casto vsak nemiizeme vysetfit vsechny mozné modely, protoze je jich 2P; napfiklad
pro p = 40 existuje pres miliardu modeli!

Misto toho potfebujeme automatizovany pristup, ktery prohledava néjakou jejich
podmnozinu.

34



Dopredna selekce

e Zacni s nulovym modelem — modelem, ktery obsahuje regresni konstantu, ale
zadné prediktory.

e Proloz p jednoduchych linearnich regresi a pridej k nulovému modelu tu
proménnou, ktera vede k nejnizdimu RSS.

e Pridej k tomu modelu proménnou, kterd vede k nejnizSimu RSS mezi véemi modely
s dvéma proménnymi.

e Pokracuj, dokud neni splnéno néjaké zastavovaci kritérium, napfiklad ze vsechny
zbyvajici proménné maji p-hodnotu nad néjakou hranici.

35



Zpétna eliminace

e Zacni se vdemi proménnymi v modelu.

e Odeber proménnou s nejvétsi p-hodnotou — to jest proménnou, kterd je nejméné
statisticky vyznamna.

e Proloz novy model s p — 1 proménnymi a odeber proménnou s nejvétsi p-hodnotou.

e Pokracuj do splnéni néjakého zastavovaciho kritéria. Miizeme napriklad zastavit,
kdyz vsechny zbyvajici proménné maji vyznamnou p-hodnotu definovanou jako
néjaka hranice vyznamnosti.

36



Dalsi Gvahy o regresnich modelech

Kvalitativni prediktory

o Neékteré prediktory nejsou kvantitativni, ale jsou kvalitativni, nabyvaji hodnot
v diskrétni mnoziné.

o Nazyvaji se také kategorialni (nikoliv kategorické) prediktory nebo promenné
faktory.

e Viz napriklad matici bodovych grafii s adaji o kreditnich kartach na nasledujicim
slajdu.
Kromé sedmi kvantitativnich proménnych, jez jsou v matici uvedeny, jsou v datech
Ctyfi kvalitativni proménné: gender (pohlavi), student (studentsky status),
status (rodinny stav) a ethnicity (piivod — kavkazsky, afroamericky (AA) nebo
asijsky).

37
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Kvalitativni prediktory — pokracovani

Vysetrete rozdil v ziistatku na kreditni karté mezi muzi a zenami, pficemz budete

ignorovat ostatni proménné.

Utvorime novou proménnou
1 je-li i-t4 osoba zena,

54 =
0 je-li i-ta osoba muz.

Vysledny model:
Bo+ P11+ € je-li i-ta osoba Zena,

Yi=PBo+ Bixi + € = L
Bo + €; je-li i-ta osoba muz.

39



Udaje o kreditnich kartach — pokracovani

Interpretace?

Vysledky pro model podle pohlavi:

Koef. SE t-statistika p-hodnota
Regresni konst. 509,80 33,13 15,389 < 0,0001
gender [zena] 19,73 46,05 0,429 0,6690

40



Kvalitativni prediktory s vice nez dvema Grovnemi

e P¥i vice nez dvou arovnich utvofime dodatec¢né fiktivni proménné. Tak napriklad
pro proménnou ethnicity utvofime dvé fiktivni proménné. Prvni by mohla byt

1 je-li i-t4 osoba asijského piivodu,
Xj1 =
0 neni-li i-t4 osoba asijského pavodu,

a druha by mohla byt

1 je-li i-ta osoba kavkazského piivodu,
Xjp =
I 0 neni-li /-t4 osoba kavkazského pivodu.

41



Kvalitativni prediktory s vice nez dvema Grovnemi

e Pak mohou byt v regresni rovnici pouzity obé tyto proménné, takze dostaneme

model

Bo + P1+ € je-li i-ta osoba Asiat
yi = Po + Pixi1 + Paxio = § Bo+ B> + € je-li i-ta osoba béloch

Bo + €; je-li i-t4 osoba Afroamerican.

e Fiktivnich proménnych bude vzdy o jednu méné nez je pocet trovni. Uroven bez
fiktivni proménné — v tomto prikladu Afroameri¢ani — je znama jako vychozi

uroven.

42



Vysledky pro etnickou prislusnost

Koef. SE t-statistika p-hodnota
Regresni konst. 531,00 46,32 11,464 < 0,0001
ethnicity [asijska] -18,69 65,02 -0,287 0,7740
ethnicity [kavkazska] -12,50 56,68 -0,221 0,8260

43



Rozsireni linearniho modelu

Odstranime predpoklad aditivity: interakce a nelinearita

Interakce:

e V nasi predchozi analyze reklamnich dat jsme predpokladali, ze vliv zvyseni
prostfedkd jednoho reklamniho média na sales (prodeje) nezavisi na objemu
prostfedkil vynalozenych na zbyla média.

e Tak napriklad, linearni model

sales = By + P1 X TV + 2 X radio + (33 X newspaper

fika, ze primérny efekt jednotkového vzriistu reklamnich nakladi v TV na sales je

vzdy f31, nezavisle na mnozstvi prostfedkil vynalozenych na radio.

a4



Interakce

e Ale predpokladejme, ze penize vynalozené na rozhlasovou reklamu ve skute€nosti
zvysuji efektivitu TV reklamy, takze koeficient sklonu pro TV by mél s riistem
hodnoty radio rist.

e V této situaci, mame-li dan pevny rozpocet $100000, investice poloviny do radio
a poloviny do TV mize zvysit sales vice, nez pouziti celé ¢astky na TV nebo na
radio.

e V marketingu se tomuhle Fika efekt synergie, ve statistice se o tom mluvi jako o
efektu interakce.
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Interakce v reklamnich datech?

Kdyz je aroven TV nebo radio nizka, pak jsou skuteéné hodnoty sales nizsi, nez jak
predpovida linearni model.

Ale kdyz se reklama rozdéli mezi tato dvé média, pak ma model tendenci sales
podhodnocovat.
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Modelovani interakci — reklamni data

Model nabyva tvaru

sales = By + 1 X TV + B2 x radio + 3 X (radio X TV) + €
= Bo + (B1 + B3 x radio) X TV + B X radio + e.

Vysledky:
Koef. SE t-statistika p-hodnota
Regres. konst. 6,7502 0,248 27,23 < 0,0001
TV 0,0191 0,002 12,70 < 0,0001
radio 0,0289 0,009 3,24 0,0014

TV X radio 0,0011 0,000 20,73 < 0,0001
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Hierarchie

e Nékdy se stane, ze interakéni ¢len ma velmi malou p-hodnotu, ale pridruzené
hlavni efekty (v tomto pfipadé TV a radio) nikoliv.

e Princip hierarchie: Pokud zahrneme do modelu néjakou interakci, méli bychom
také zahrnout hlavni efekty, a to i tehdy, nejsou-li p-hodnoty spojené s jejich
koeficienty vyznamné.

e Odtivodnénim tohoto principu je skutecnost, Ze interakce se v modelu bez hlavnich
efektl obtizné interpretuji — jejich smysl se zméni.

e Specialnég, interakeni ¢leny také obsahuji hlavni efekty i tehdy, kdyz model nema

¢leny s hlavnimi efekty.
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polynomialni regrese tdajii o automobilech

=== Linear
=== Degree 2
== Degree 5

50
|

Miles per gallon

50 100 150 200

Horsepower 49



Obrazek naznacuje, ze

mpg = fo + A1 X horsepower + (> X horsepower? + ¢

mizZe davat lepsi aproximaci.

Koeficient SE t-statistika p-hodnota
Regres. konst. 56,9001 11,8004 31,6 < 0,0001
horsepower -0,4662 0,0311 -15,0 < 0,0001
horsepower2 0,0012 0,0001 10,1 < 0,0001
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Lectue Contents

Klasifikace
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Klasifikace

e Kuvalitativni proménné nabyvaji hodnot z neusporadané mnoziny C, napriklad

eye color € {brown,blue, green}
email € {spam, ham}.

e Pro dany vektor charakteristik X a kvalitativni odpovéd Y nabyvajici hodnot z
mnoziny C spociva klasifikacni tGloha ve vytvareni funkce C(X), ktera jako vstup
bere vektor charakteristik X a pfedpovida hodnotu Y, tj. C(X) € C.

e Casto nas spise zajimaji odhady pravdépodobnosti, ze X patfi do té které
kategorie v C.

Je napfiklad hodnotnéjsi mit odhad pravdépodobnosti, ze pojistny narok je
podvodny, nez klasifikaci podvodny nebo ne.
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Miizeme pouzit linearni regresi?

Predpokladejme, ze pro klasifikaéni tlohu Default kédujeme

v — 0 jestlize No
] 1 jestlize Yes.

Muazeme prosté provést linearni regresi Y vzhledem k X a klasifikovat jako Yes, jestlize
Y > 0,57

e V tomto pripadé binarniho vystupu odvadi linearni regrese jako klasifikator dobrou
praci a je ekvivalentni linearni diskriminacni analyze, kterou budeme probirat
pozdéji.

e Protoze v dané populaci E[Y|X = x] = P(Y = 1|X = x), mohli bychom si myslet,
Ze regrese je pro tuto alohu perfektni.

e Linearni regrese viak mize produkovat hodnoty pravdépodobnosti mensi nez nula
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Svisle: Pravdépodobnost nesplaceni

Oranzové znaéky oznacuji odpovéd Y (0 nebo 1). Linearni regrese neodhaduje
P(Y = 1|X) dobre. Logisticka regrese se zda byt pro tuto dlohu zcela vhodna.
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Linearni regrese — pokracovani

Nyni predpokladejme, Zze odpovéd Y miize nabyvat tfi hodnot. Do pohotovostni
mistnosti se dostavi pacient a my jej musime klasifikovat podle jeho symptomi:

1 pokud mrtvice
Y =4 2 pokud predavkovani 1léky
3 pokud epilepticky zachvat

Toto kédovani naznacuje, ze je zde usporadani, coz ve skute€nosti implikuje, ze rozdil
mezi mrtvice a predavkovani 1é&ky je stejny jako mezi pfedavkovani 1éky a
epilepticky zachvat.

Linearni regrese zde neni vhodna.

Vhodnéjsi jsou vicetridni logisticka regrese nebo diskriminacni analyza.
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Logisticka regrese

Budeme pro zkraceni psat p(X) = P(Y = 1|X) a budeme uvazovat pouziti proménné
balance k predpovidani default.

Logisticka regrese pouziva vyraz
ePotpPLX
p(X) = 1+ efothiX
(e &~ 2,71828 je matematicka konstanta — Eulerovo €islo). Je snadné vidét, Ze bez
ohledu na hodnoty Sy, 51 nebo X bude p(X) nabyvat hodnot mezi 0 a 1.

Jednoducha aprava dava
p(X) )
log < = fo + i X.
1—p(X)
Tato monoténni transformace se nazyva log odds (logaritmus rizika) nebo logitova

transformace (logit) p(X).
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Linearni versus logisticka regrese
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Diskriminacni analyza

P¥i diskriminacni analyze modelujeme pravdépodobnostni rozdéleni X v kazdé tridé
oddélené a pak pouzijeme Bayesovu vetu k obracenému pohledu na véc a k ziskani
P(YI|X).

Pouzijeme-li v kazdé tfidé normalni (Gaussovo) rozdéleni, vede to k linearni nebo

kvadratické diskriminacni analyze.

Nicméné je tento pristup zcela obecny a mohou byt pouzita rovnéz jina rozdéleni. My

se soustfedime na normalni rozdéleni.
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Bayesova veta pro klasifikaci

Thomas Bayes byl zndmy matematik, jehoz jméno je spojeno s velkou podoblasti
statistického a pravdépodobnostniho modelovani. Zde se soustfedime na jeden
jednoduchy vysledek znamy jako Bayesova veéta:

P(X = x|Y = k) -P(Y = k)

P(Y =k|X =x) =
(Y =kiX=x) P(X =x)
Pro diskriminaéni analyzu se to zapisuje trochu odlisné:
f
HY:MX:@:—%ﬂﬁiﬂ kde
2=y mifi(x)

o fi(x) = P(X = x|Y = k) je hustota X ve tfidé k. Budeme zde pouzivat normalni
hustoty, oddélené v kazdé tridé.

e 1, = P(Y = k) je marginalni nebo apriorni pravdépodobnost pro tfidu k.
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Klasifikace na nejvyssi hustotu

#1=.5, #,=.5 #=.3, #=7

-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
Novy bod klasifikujeme podle toho, ktera hustota je nejvyssi.

Jsou-li apriorni pravdépodobnosti odlisné, bereme to rovnéz v Gvahu, a porovnavame
Tk fk(x). V obrazku napravo uprednostiujeme purpurovou tfidu — rozhodovaci hranice
se posunula doleva.
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. €
Pro¢ diskriminacni analyza? vl L
: o

e Jsou-li tfidy dobfe oddélené, jsou odhady parametrii u logistického regresniho
modelu prekvapivé nestabilni. Linearni diskriminaéni analyza timto problémem
netrpi.

e Pokud n je malé a rozdéleni prediktorii X je v kazdé ze trid priblizné normalni, je
linearni diskriminaéni model opét stabiln&jsi nez logisticky regresni model.

e Linearni diskrimina¢ni analyza je oblibena v situacich, kdy mame vice nez dvé tridy
odpovédi, protoze rovnéz poskytuje zobrazeni dat v méné dimenzich.
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Linearni diskriminacni analyza pri p =1

Gaussova hustota ma tvar

1 _1(m)?
) = o H(55)

Zde je pux stiedni hodnota a o2 je rozptyl (ve tfidé k). Budeme predpokladat, ze

vsechny hodnoty oy = o jsou stejné.
Dosadime-li toto do Bayesova vzorce, dostaneme pomérné komplikovany vyraz pro
pk(x) = P(Y = k|X = x):

2
1 xX—pg
L 1)
2wo

— 2
SIS ke 1)

Tk

Pi(x) =

Nastésti je zde moznost zjednoduseni a kraceni.
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Diskriminacni funkce

Abychom klasifikovali v hodnoté X = x, potfebujeme zjistit, ktera z hodnot px(x) je
nejvétsi. Zlogaritmujeme a odstranime ¢leny, které nezaviseji na k, a zjistime tak, ze
toto je ekvivalentni pfifazeni x do tfidy s nejvétsim diskriminacnim skore:
T
Ok(x) = x- Py log(m)
Vsimnéte si, ze dx(x) je linedrni funkce x.

Jestlize mame K = 2 tfidy a m; = m» = 0,5, pak se da ukazat, ze rozhodovaci hranice
je v bodé
Y %
>
(Zkuste to ukazat sami.)
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—15 =15 m=m=05a0’=1.

Priklad s 1

V typické situaci tyto parametry nezname; mame jen trénovaci data. V takovém

té parametry odhadneme a dosadime je do pfislusného vzorce.

€ pros

da

pripa
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llustrace: p =2 a K = 3 tridy /‘%@é

-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4

Je zde Tl = Ty = T3 = 1/3.
Carkované asecky jsou znamy jako Bayesovy rozhodovaci hranice. Pokud by byly
znamy, poskytovaly by nejméné chyb se Spatnou klasifikaci mezi vsemi moznymi

klasifikatory. 67



Od 6k(x) k pravdepodobnostem

Jakmile mame odhady gk(x), miizeme je prevést na odhady pravdépodobnosti tfid:
~ egk(x)

P(Y=kIX=Xx)= ——+—.

Klasifikace na nejvétsi dy(x) tak znamena klasifikaci do tfidy, pro niz je
P(Y = k|X = x) nejvétsi.

Jestlize K = 2, klasifikujeme do tfidy 2, pokud IS(Y = k|X = x) > 0,5, jinak do tidy 1.
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LDA na kreditnich datech

Skutecny stav nesplaceni
Ne Ano Celkem
Predpovédény Ne 9644 252 9896

stav nesplaceni  Ano 23 81 104

Celkem | 9667 333 10000

(23 + 252)/10000 chyb — mira chybné klasifikace je 2,75%!
Néktera upozornéni:

e Toto je trénovaci chyba, model je mozna preurceny. Tady nas to prilis
neznepokojuje, protoze zde n = 10000 a p = 4.

e Pokud bychom klasifikovali podle apriorni pravdépodobnosti — vzdy do tfidy Ne v
tomto pripadé — udélali bychom 333/10000 chyb, neboli pouze 3,33%.

o Na skutecnych Ne délame 23/9667 = 0,2% chyb; na skuteénych Ano délame
252/333 = 75,7% chyb! 2



Typy chyb

Mira falesnych pozitiv: Podil negativnich prikladi, které jsou klasifikovany jako
pozitivni — 0,2% v nasem prikladu.

Mira falesnych negativ: Podil pozitivnich prikladil, které jsou klasifikovany jako
negativni — 75,7% v nasem prikladu.

Tuto tabulku jsme vytvorili tak, ze jsme klasifikovali do tfidy Ano, pokud

A

P(Neplati& = Ano

Zustatek,Student) > 0,5.

Ty dvé miry chyb mazeme pozménit tak, ze zménime prahovou hodnotu z 0,5 na
néjakou jinou hodnotu v intervalu [0, 1]:

A~

P(Neplati& = Ano|Zdstatek,Student) > prih

a ménime prah.
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Menime prahovou

Error Rate
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hodnotu

Overall Error
False Positive
False Negative

0.0

0.1

T
0.2

Threshold

T
0.3

0.4

0.5

By
fed

Abychom snizili miru falesnych negativ, mizeme chtit snizit prahovou hodnotu na 0,1

nebo méné.
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Krivka ROC
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Graf ROC zobrazuje obé miry soucasné. Nékdy se pouzivda AUC neboli area under

the curve (oblast pod kfivkou) k vyhodnoceni celkové acinnosti. Vétsi AUC je dobreé. .



Logisticka regrese versus LDA

Pro dlohu s dvéma tfidami se da ukazat, ze pro LDA plati
p1(x) p1(x)
Iog()zlog( =co+ cix1+ -+ CpXp.
1— pi(x) p2(x) e
Ma tedy stejny tvar jako logisticka regrese.

Rozdil je v tom, jak jsou odhadovany parametry.

e Logisticka regrese pouziva podminénou vérohodnost zalozenou na P(Y|X) (je to
znamo jako diskriminacni uceni).
e LDA pouziva aplnou vérohodnost zalozenou na P(X, Y) (to je znamo jako
generativni uceni).
e Nehledé na tyto rozdily jsou vysledky v praxi ¢asto velmi podobné.
Poznamka: logisticka regrese miize také prokladat kvadratické hranice jako QDA, a to

tak, ze se do modelu explicitné zahrnou kvadratické cleny. 73



Shrnuti

Logisticka regrese je pro klasifikaci velmi oblibena, zejména pfi K = 2.

LDA je uzite€na, je-li n malé nebo jsou-li tfidy dobre oddéleny, a jsou-li rozumné
predpoklady o Gaussianu. Také pri K > 2.

Naivni Bayestiv klasifikator je uzitecny, je-li p velmi velké.

V odst. 4.5 |ze nalézt material k porovnani logistické regrese, LDA a KNN.
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Lectue Contents

Vybér a hodnoceni linearniho modelu
Vybér a regularizace linedrniho modelu

KFizova validace
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Vyber a regularizace linearniho modelu

Pfipomenme si linearni model
Y:ﬁ0+ﬁlxl+"'+6pxp+5-

e Nehledé na svou jednoduchost ma linearni model zretelné vyhody co do své
interpretovatelnosti a Casto vykazuje dobré vysledky v predpovedich.
e Proc se zabyvat alternativami k nejmensim ¢tverciim?
e Presnost predpovedi: Zejména pii p > n, k regulaci rozptylu.
e Interpretovatelnost modelu: Odstranénim nepodstatnych vlastnosti — to
jest tim, ze polozime odpovidajici odhady koeficientti rovny nule — miizeme
ziskat model, ktery se snaze interpretuje. Uvedeme nékteré pristupy k
automatickému provadéni volby vlastnosti.
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Tri tridy metod ﬁ%ﬁ )

v

e Vyber podmnoziny. Identifikujeme podmnozinu z téch p prediktordi, o niz
soudime, ze ma vztah k odpovédi. Pak prolozime nejmensimi ¢tverci model tou
redukovanou mnozinou proménnych.

e Smrstovani. Prolozime model zahrnujici vsech p prediktori, ale odhadnuté
koeficienty srazime smérem k nule vzhledem k odhadidim nejmensich ¢tverci. Toto
smrsténi (znamé také jako regularizace) ma efekt ve snizeni rozptylu a miize také
provadét vybér proménnych.

e Dimenzionalni redukce. Promitneme téch p prediktorti na M-rozmérny
podprostor, kde M < p. Toho se dosahne tak, ze vypocitame M raznych
linearnich kombinaci, neboli projekci téch proménnych. Pak se téchto M
projekci pouzije jako prediktory k prolozeni linearniho regresniho modelu
nejmensimi Ctverci.
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Vyber podmnoziny

Algoritmy pro model s vybérem nejlepsi podmnoziny a postupny vybér modelu

Vlybér nejlepsi podmnoziny

a) Oznacme My nulovy model, ktery neobsahuje zadné prediktory. Tento model pro
kazdé pozorovani prosté predpovida stfedni hodnotu vzorku.

b) Pro k=1,2,...,p:
(a) Proloz vsech (’;) modeldl, které obsahuji presné k prediktor(.
(b) Vyber z téchto (’Z) modeld ten nejlepsi a oznac jej M. Nejlepsi se zde

definuje jako majici nejmensi RSS nebo ekvivalentné nejvétsi R?.

c) Vyber jediny nejlepsi model z modelt Mo, ..., M, na zakladé chyby krizové

validace, C, (AIC), BIC nebo upraveného R2.
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Postupny vyber

e Vybér nejlepsi podmnoziny se z vypoctovych divoda neda pouzit pro velmi velka
p. Proc ne?

e Kdyz p je velké, miize vybér nejlepsi podmnoziny také trpét statistickymi
problémy: ¢im vétsi prostor pro vyhledavani, tim vétsi je Sance najit modely, které
na tréninkovych datech vypadaji dobre, i kdyz na budoucich datech nemuseji mit
zadnou vypovidaci hodnotu.

e Enormni prostor pro vyhledavani tudiz muze vést k preurceni a vysokému rozptylu
odhadi koeficienta.

e Z obou téchto davodi jsou atraktivnimi alternativami k vybéru nejlepsi
podmnoziny metody postupného vyberu, které zkoumaji mnohem omezenéjsi
soubor modeld.
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Postupna dopredna selekce

e Postupna dopredna selekce zac¢ina modelem, ktery neobsahuje zadné prediktory, a
pak k modelu prediktory pfidava jeden po druhém, dokud v modelu nejsou viechny
prediktory.

e Konkrétné se v kazdém kroku k modelu pfidava proménna, ktera prokladané
aproximaci dava nejvétsi dodatecné zlepseni.
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Podrobne

Postupna dopredna selekce

a) Oznacme My nulovy model, ktery neobsahuje zadné prediktory.
b) Pro k=0,...,p—1:
2.1 Uvazujme vsech p — k modelii, které rozsifuji prediktory v .M o jeden
prediktor navic.
2.2 Vlyberme nejlepsi z téchto p — k modelii a nazvéme jej My, 1. Nejlepsi zde
znamena, ze model ma nejmensi RSS nebo nejvétsi R2.
c) Vybereme jediny nejlepsi model z modelii Mo, ..., M, na zakladé chyby
predpovédi kfizové validace, C, (AIC), BIC nebo upraveného R2.
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Postupna zpétna eliminace

e Podobné jako postupna dopredna selekce predstavuje postupna zpétna
eliminace efektivni alternativu k vybéru nejlepsi podmnoziny.

e Avsak na rozdil od postupné dopredné selekce zac¢ina aplnym modelem nejmensich
Ctvercii obsahujicim vsech p prediktort a pak iterativné odstranuje jeden po
druhém nejméné uzite¢né prediktory.
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Postupna zpétna eliminace: podrobnosti

Postupna zpétna eliminace

a) Oznacme M, Gplny model, ktery obsahuje vsech p prediktort.
b) Pro k=p,p—1,...,1
2.1 Uvazujme vsech k modeldl, které obsahuji vsechny prediktory z M kromé
jednoho, takze maji celkem k — 1 prediktor.

2.2 Vybereme z téchto k modeli ten nejlepsi a oznac¢ime jej My _1. Nejlepsim
je zde minén model s nejmensim RSS nebo nejvétsim R2.

c) Vybereme jediny nejlepsi model z modelii Mo, ..., M, na zakladé chyby
predpovédi kfizové validace, C, (AIC), BIC nebo upraveného R2.
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optimalniho modelu

e Model obsahujici véechny prediktory bude vzdy mit nejmensi RSS a nejvétsi R?,
nebot tyto veliiny se vztahuji k trénovaci chybé.

e Prejeme si zvolit model s nizkou testovaci chybou, ne model s nizkou trénovaci
chybou. Pfipominame, ze trénovaci chyba je obvykle spatnym odhadem testovaci
chyby.

e V diisledku toho nejsou RSS a R? vhodné pro vybér nejlepsiho modelu z kolekce
modeldl s riiznymi pocty prediktord.

84



Odhadovani testovaci chyby: dva pristupy

Testovaci chybu mtizeme odhadnout

e neprimo tak, ze provedeme Gpravu trénovaci chyby, kterd vezme v Gvahu
zkresleni ptisobené preuréovanim. To vede na Mallowovo C,, BIC & upravené R2

e primo bud pouzitim pfistupu s validaénim souborem nebo pouzitim kFizové
validace.
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Metody smrstovani

Hrebenova regrese a metoda Lasso

e Metody vybéru podmnoziny pouzivaji nejmensi ¢tverce k prokladani linearniho
modelu, ktery obsahuje podmnozinu prediktord.

e Jako alternativu mizeme prolozit model obsahujici vsech p prediktorii pomoci
techniky, kterd& omezuje nebo regularizuje odhady koeficientti, nebo ekvivalentng,
ktera smrstuje odhady koeficientdi smérem k nule.

e Neni mozna bezprostfedné ziejmé, pro¢ by takové omezeni mélo prokladanou
aproximaci vylepsit, ale ukazuje se, ze smrsténi odhadil koeficientdl mize vyznamné

snizit jejich rozptyl.
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Hrebenova regrese

e Pripominame, ze metoda nejmensich ctvercii odhaduje fo, f1, . . ., Bp jako
hodnoty, které minimalizuji

n p
RSS=> [yi—Bo—>_ Bix
i=1 Jj=1

e Naproti tomu odhady koeficientti hfebenové regrese 3R jsou hodnoty, které

2

minimalizuji

n

2
p p p
D vimBo=3 B | +AY_ B =RSS+AY 5},
j=1

i=1 j=1 j=1
kde A > 0 je ladici parametr, ktery je tfeba stanovit oddélené.
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Hrebenova regrese: pokracovani

e Jako u nejmensich Ctvercii hleda hrebenova regrese odhady koeficientd, které
prokladaji data dobre, a to tak, ze déla RSS malé.

e Nicméné druhy clen, )\Zj 32, nazyvany smrstovaci penalta je maly, jsou-li
B1, ..., Bp blizké nule, a tak ma efekt smrstovani odhadti 3; smérem k nule.

e Ladici parametr \ slouzi k fizeni relativniho vlivu téchto dvou ¢lenii na odhady
regresnich koeficienti.

e Volba dobré hodnoty A je kriticka; pouziva se k tomu kfizova validace.
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Podrobnosti k predchozimu obrazku

e Na levém panelu odpovida kazda krivka odhadu koeficientu hrebenové regrese pro
jednu z deseti proménnych, znazornénému jako funkce .

e Pravy panel zobrazuje stejné odhady hfebenovych koeficientii jako levy panel, ale
misto toho, abychom na ose x vynaseli A, vynasime tam nyni HBsz/HBHz kde 3
oznacuje vektor odhadd koeficientli nejmensich Etverci.

e Oznaceni ||3]|2 znamena ¢> normu vektoru (vyslovuje se to “el dva”), ktera je
definovana jako |82 = f:l 51.2.
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Hrebenova regrese: skalovani prediktorti

e Standardni odhady koeficientdi metody nejmensich ¢tvercl jsou meritkove
invariantni: vynasobeni X; konstantou c vede prosté k preskalovani odhadii
koeficientti nejmensich ctvercii faktorem 1/c. Jinymi slovy, bez ohledu na to, jak je
skalovan j-ty prediktor, ziistane BJXJ beze zmény.

e Naproti tomu se odhady koeficienti hfebenové regrese mohou podstatné zménit,
vynasobime-li dany prediktor konstantou, a to diky ¢lenu se sou¢tem druhych
mocnin koeficient v penalizaéni ¢asti cilové funkce hfebenové regrese.

e Je tudiz nejlepsi pouzivat hfebenovou regresi po normalizaci prediktorii pomoci

vzorce
Xij

VhZLils - %)

K =
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Metoda Lasso

e Hrebenova regrese ma jednu ziejmou nevyhodu: na rozdil od vybéru podmnoziny,
ktery bude obecné vybirat modely zahrnujici pouze néjakou podmnozinu
proménnych, hiebenova regrese do kone¢ného modelu zahrne vsech p prediktor.

e Metoda Lasso je pomérné nedavnou alternativou k hiebenové regresi, ktera tuto
nevyhodu prekonava. Koeficienty metody Lasso, Bﬁ minimalizuji veli€inu

n

2
p P
E y;—ﬂo—E Bjxij +)\§ |B;l-
=1

i=1 j=1

e \/e statistickém zargonu pouzivd metoda Lasso ¢; (vyslovovano jako “el jedna”)
penaltu namisto ¢» penalty. Pfitom £; norma vektoru koeficientds 5 je dana

vztahem ||5]l1 = >_ |5l
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Metoda Lasso: pokracovani

e Stejné jako hfebenova regrese smrstuje metoda Lasso odhady koeficientdi smérem
k nule.

e Avsak v pfipadé metody Lasso ma /1 penalta ten efekt, ze nuti nékteré z odhadu
koeficientdl, aby byly presné nulové, je-li ladici parametr A dostatecné velky.

e Tudiz velmi podobné jako pfi vybéru nejlepsi podmnoziny provadi metoda Lasso
vybér promennych.

e Rikame, ze Lasso nam dava ridké modely — to jest modely, které zahrnuji pouze

néjakou podmnozinu proménnych.

e Stejné jako u hrebenové regrese je volba dobré hodnoty A pro metodu Lasso
kriticka; metodou volby je opét kfizova validace.
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Hrebenova regrese ani metoda Lasso neprevladnou univerzalné jedna nad druhou.

Obecné se da predpokladat, ze Lasso bude pracovat lépe, bude-li odpovéd funkci
pouze pomérné malého poctu prediktord.

Avsak pocet prediktorii, které maji vliv na odpovéd, neni u realnych souborii dat
nikdy znam a priori.

K rozhodnuti o tom, ktery pfistup je pro dany soubor dat lepsi, se da pouzit

néktera technika typu kfizové validace.
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Metody dimenzionalni redukce

e Metody, které jsme v této kapitole dosud probirali, spocivaly v prokladani
linearnich regresnich modelfi, pomoci nejmensich ¢tvercil nebo pfistupu se
smrstovanim, pfi pouziti pavodnich prediktorti Xi, Xo, ..., Xp.

e Budeme se nyni zabyvat skupinou pristupti, které transformuji prediktory a pak
nejmensimi Etverci prokladaji model uzivajici transformované proménné. Tyto
postupy budeme nazyvat metodami dimenzionalni redukce.
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Metody dimenzionalni redukce: podrobnosti

e Necht 7y, 2o, ..., Zy predstavuji M < p linearnich kombinaci nasich pivodnich
p prediktordi. To jest

p
Zm - Z ¢mj)<j
j=1

pro néjaké konstanty ¢m1,. .., Pmp.
e Prokladame pak linearni regresni model,

M
yi:90+zgmzim+€i7 =l asag

m=1
prostfednictvim obvyklych nejmensich ctverci.
e Poznamenavame, ze regresni koeficienty v modelu jsou nyni g, 01, .. .,0p. Jsou-li
onstan mls -+, ®mp Vybrany vhodné, pak postup dimenzionalni redukce muze
konstanty p Vybrany vhodné, pak postup d | duk

Casto prekonat regresi obvyklymi nejmensimi ctverci.
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Trénovaci chyba versus testovaci chyba

Pripomente si rozdil mezi trénovaci chybou a testovaci chybou:

e Testovaci chyba je priimérna chyba, kterd vznika pfi pouziti metody statistického
uceni k predikci odpovédi na novém pozorovani, takovém, které se nepouzilo pfi
tréninku metody.

e Naproti tomu trénovaci chyba se da snadno vypocitat tak, Zze metodu
statistického uceni aplikujeme na pozorovani pouzitd k jejimu tréninku.

e Ale mira trénovaci chyby je Casto zcela odlisna od miry testovaci chyby a
pfedevsim miize ta prvni z nich dramaticky podhodnocovat tu druhou.
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Efektivita: trénovaci soubor versus testovaci soubor /‘%z?/é —
High Bias Low Bias
Low Variance High Variance
- -

Test Sample

Prediction Error

/

Training Sample

Low High
Model Complexity
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odhadech chyby predpovedi

o Nejlepsi feseni: velky k tomu uréeny soubor dat. Casto neni k dispozici.

e Nékteré metody provadéji matematickou Gpravu miry trénovaci chyby s cilem
odhadnout miru testovaci chyby. Patfi k nim Cp statistika, AIC a BIC.

e Zabyvejme se nyni tfidou metod, které odhaduji testovaci chybu tak, ze odlozi
stranou z procesu prokladani podmnozinu trénovacich pozorovani a pak pouziji
metodu statistického u€eni na predikci téchto odlozenych pozorovani.
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Pristup pouzivajici validacni soubor

e Zde nahodné rozdélime dostupny soubor vzorki na dvé Easti: tréninkovou sadu a
validacni neboli odlozenou sadu.

e Model se prolozi na tréninkové sadé a prolozeny model se pouzije k predpovédi
odpovédi na pozorovani ve validaéni sadé.

e Vysledna chyba na valida¢ni sadé nam dava odhad testovaci chyby. Ta se obvykle
posuzuje pomoci MSE v pfipadé kvantitativni odpovédi a pomoci miry chybné
klasifikace v pripadé kvalitativni (diskrétni) odpovédi.
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Proces validace

123 n

7 22 13 91

Nahodné rozdéleni na dvé poloviny: leva €ast je trénovaci sada, prava cast je validacni
sada.

102



¢vuTt

UCENI TECHNICKE
V PRAZE

Priklad: Gdaje o automobilech /‘%5?? P

e Chceme porovnat linearni cleny s ¢leny vyssich radi v polynomech uzitych v
linearni regresi.

e Nahodné rozdélime 392 pozorovani na dvé sady, trénovaci sadu se 196 datovymi
body a valida¢ni sadu obsahujici zbylych 196 pozorovani.

Mean Squared Error

16 18 20 22 24 26 28
1

Mean Squared Error
16 18 20 22 24 26 28
1 1

2 4 6 8 10 2 4 6 8 10

Degree of Polynomial Degree of Polynomial

Levy panel ukazuje jediné rozdéleni; pravy panel ukazuje vice riiznych rozdéleni.
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Nevyhody pristupu s validacnim souborem

e Valida¢ni odhad testovaci chyby miize byt vysoce proménlivy, zavisi totiz presné na
tom, ktera pozorovani se zahrnou do tréninkové sady a ktera jsou zahrnuta do
validaéni sady.

e U valida¢niho pristupu se k prolozeni modelu pouziva pouze podmnozina
pozorovani — ta, kterd jsou zahrnuta do tréninkové sady a ne ta ve validacni sadé.

e To napovida, ze chyba na validaéni sadé miize mit tendenci nadhodnocovat
testovaci chybu pro model prolozeny celym souborem dat. Proc?
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K-nasobna krizova validace

e Siroce pouzivany pfistup k odhadovani testovaci chyby.

e Odhady se daji pouzit k vybéru nejlepsiho modelu a k ziskani predstavy o testovaci
chybé finalniho zvoleného modelu.

e Mpyslenka zde je nahodné rozdélit data do K stejné velkych ¢asti. Vynechame ¢ast
k, prolozime model zbylymi K — 1 ¢astmi (kombinované) a pak ziskame
predpovédi pro odlozenou k-tou Cast.

e Toto se provadi po fadé pro kazdou ¢ast k = 1,2,..., K a pak se vysledky
zkombinuji.
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K-nasobna krizova validace podrobne

Rozdél data do K zhruba stejné velkych casti (zde je K = 5).

1 2 3 4 5

Validation | Train | Train | Train | Train
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Podrobnosti

e Necht téch K ¢asti jsou Ci, Gy, ..., Ck, kde Ci oznacuje indexy pozorovani v Casti
k. V €asti k je nix pozorovani; pokud n je nasobkem K, je ny = n/K.

e Vypocitejte
K
ny
Viky = )~ MSE,
k=1

kde MSEx = > ;e (vi — 9i)?/nk a y; je aproximace pro pozorovani i ziskana z dat
s odlozenou ¢asti k.

e Polozime-li K = n, je vysledkem n-nasobna validace neboli krizova validace
s vynechanim jednoho (LOOCV, leave-one out cross-validation).

e Lepsi volba je ale K =5 nebo 10 (priimér LOOCV ma vysoky rozptyl kviii korelaci
odhadi).
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Skutecna a odhadnuta testovaci MSE pro simulovana data /‘%zr?%?
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Dalsi problémy s krizovou validaci

o Jelikoz kazda trénovaci sada je pouze (K — 1)/K-krat tak velka jako ptivodni
trénovaci sada, odhady chyby predpovédi budou typicky zkresleny smérem nahoru.
Proc?

e Toto zkresleni se minimalizuje pfi K = n (LOOCV), ale tento odhad ma vysoky
rozptyl, jek jsme uvedli dfive.

e K =5 nebo 10 dava dobry kompromis pro vyvazeni tohoto vztahu zkresleni a
rozptylu.
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Krizova validace: spravne a chybne

e Uvazujme jednoduchy klasifikator aplikovany na néjaka dvoutfidni data:
a) Zaciname s 5000 prediktory a 50 vzorky a najdeme téch 100 prediktori, které
maji nejvétsi korelaci se stitky trid.
b) Pak pouzijeme néjaky klasifikator, jako je tfeba logisticka regrese, pouze na
téchto 100 prediktord.

Jak odhadneme G¢innost tohoto klasifikatoru na testovacim souboru?

Mizeme pouzit kfizovou validaci v kroku 2 a zapomenout na krok 17
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e To by ignorovalo skutecnost, ze nase procedura v kroku 1 jiz videla stitky

trénovacich dat a zuzitkovala je. To je forma tréninku a musi to byt do
validaéniho procesu zahrnuto.

e Je snadné nasimulovat realisticka data se stitky tfid nezavisejicimi na vystupu,
takze skutecna testovaci chyba je 50 %, ale odhad chyby kfizovou validaci, ktery
ignoruje krok 1, bude nula! Zkuste to udélat sami.

e Vidéli jsme tuto chybu délat v mnoha ¢lancich z genomiky ve vysoce profilovanych

Casopisech.
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Chybny a spravny zpiisob

e Chybne: Pouzijeme kfizovou validaci v kroku 2.

e Spravne: Pouzijeme kfizovou validaci v krocich 1 a 2.
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Chybny zptisob
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Texty: Vzorky, Vybrana sada prediktorii, Slozky krizové validace, Prediktory, Vysledky
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Spravny zpisob

Selected set
e Predictors Ot
: - '
v ¥
A
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prediktort, Prediktory, Vysledky, Slozky krizové validace

Texty: Vzorky, Vybrana sada
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Lectue Contents

Uceni bez ucitele
Analyza hlavnich komponent (PCA)

Shlukovani
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Uceni bez ucitele

Nesupervizované versus supervizované uceni:

e V/étsina tohoto kurzu je zaméfena na metody uceni s uéitelem (supervizovaného
uceni), jako je regrese a klasifikace.

e V takové situaci pozorujeme jak soubor vlastnosti Xi, X, ..., X, kazdého objektu,
tak rovnéz odpovéd nebo odezvu Y. Cilem pak je predpovidat Y pomoci
X1, X2,..., Xp.

e Zde se misto toho soustfedime na nesupervizované uceni (u€eni bez ucitele), kde
pozorujeme pouze vlastnosti X1, Xo, ..., X,. Nezajima nas predpovidani, protoze
nemame pridruzenou proménnou odpovédi Y.
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Cile uceni bez ucitele

e Cilem je objevit zajimavé véci o mérenich: existuje néjaky informativni zptisob, jak
vizualizovat dana data? Muazeme mezi proménnymi nebo mezi pozorovanimi
odhalit n&jaké podskupiny?

e Pripomeneme si dvé metody:

e analyzu hlavnich komponent, nastroj pouzivany pro vizualizaci dat nebo
predbézné zpracovani dat pred tim, nez pouzijeme supervizované postupy, a
e shlukovani, sirokou tfidu metod k objevovani neznamych podskupin v datech.
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Obtizny Gkol uceni bez ucitele

e Uceni bez ucitele je subjektivnéjsi nez uceni s ucitelem, protoze zde analyza neméa
jednoduchy cil jako je predpovéd odpovédi.
e Ale techniky uceni bez ucitele maji rostouci vyznam v radé obor:
e podskupiny pacientek s rakovinou prsu seskupené na zakladé méreni jejich

genové exprese,
e skupiny kupujicich charakterizované historii jejich prohlizeni zbozi a nakupd,
e filmy seskupené podle hodnoceni udéleného jejich divaky.
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Dalsi vyhoda /“'?P/é

«

e Je Casto snazsi ziskat neoznacena data — z laboratorniho pfistroje nebo pocitace
— nez oznacena data, kterd mohou vyzadovat lidsky zasah.

e Tak je napriklad obtizné automaticky posoudit celkové vyznéni recenze filmu: je
pfizniva nebo ne?
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Analyza hlavnich komponent

e Analyza hlavnich komponent (PCA, Principal Component Analysis) poskytuje
nizkorozmérnou reprezentaci souboru dat. Stanovuje posloupnost linearnich
kombinaci proménnych, které maji maximalni rozptyl a jsou navzajem nekorelovany.

e Kromé toho, ze poskytuje odvozené proménné k pouziti v tlohach supervizovaného
uceni, slouzi PCA také jako nastroj pro vizualizaci dat.
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Analyza hlavnich komponent: podrobnosti

e Prvni hlavni komponenta souboru vlastnosti X1, Xo, ..., X, je normalizovana

linearni kombinace téchto vlastnosti
Z1 = ¢p11 X1 + ¢21 Xo + - -+ Pp1 Xp,

ktera ma nejvétsi rozptyl. Slovem normalizovana rozumime, ze Zle 121 = Il

e Na prvky ¢11,. .., ¢p1 odkazujeme jako na zatéze prvni hlavni komponenty;
dohromady zatéze vytvareji vektor zateze dané hlavni komponenty,
1= (P11021 ... Dp1)".

e Omezujeme zatéze tak, ze jejich soucet druhych mocnin je roven jedné, nebot
pokud bychom jinak pripustili, aby tyto prvky byly v absolutni hodnoté libovolné
velké, mohlo by to vést k libovolné velkému rozptylu.
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PCA: priklad

15 20 25 30 35
1

Ad Spending

10

10 20 30 40 50 60 70
Population

Velikost populace (pop) a naklady na reklamu (ad) pro 100 riiznych mést jsou
zobrazeny jako purpurové krouzky. Zelena plna pfimka oznacuje smér prvni hlavni
komponenty, modra ¢arkovana pfimka oznacuje smér druhé hlavni komponenty.
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Geometrie PCA /‘E%é

\

o Vektor zatéze ¢y se slozkami ¢11, @21, ..., ¢p1 definuje v prostoru vlastnosti smeér,
ve kterém se data nejvice méni.

e Jestlize promitneme n bodi dat xi,...,x, na tento smér, jsou hodnoty projekci

samotna skore zi1, ..., z,1 hlavni komponenty.
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Dalsi hlavni komponenty

e Druha hlavni komponenta je linearni kombinace Xi, ..., X,, kterda ma maximalni

rozptyl mezi vSemi linearnimi kombinacemi, jez jsou nekorelované se Z;.

e Skére z12, 222, ..., zpp druhé hlavni komponenty maji tvar
Zip = P12X1 + P22Xi2 + * - - + Pp2Xip,

kde ¢» je vektor zatéze druhé hlavni komponenty o slozkach @12, ¢22,. .., dpo.
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Dalsi hlavni komponenty: pokracovani

e Ukazuje se, ze omezeni na Z, aby bylo nekorelované se 73, je ekvivalentni omezeni
sméru ¢, tak, aby byl ortogonalni (kolmy) ke sméru ¢;. A tak dale.

e Sméry hlavnich komponent ¢1, ¢2, ¢3,... jsou usporadana posloupnost pravych
singularnich vektorii matice X a rozptyly slozek jsou % nasobky kvadrati
singularnich Cisel. Je zde nejvyse min(n — 1, p) hlavnich komponent.
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llustrace

e Data USAarrests: Pro kazdy z padesati statti ve Spojenych statech soubor dat
obsahuje pocet zatceni na 100 000 obyvatel za kazdy ze tfi zlo¢ind: Assault,
Murder a Rape (pfepadeni, vrazda a znasilnéni). Zaznamenavame rovnéz hodnoty
UrbanPop (procento obyvatel kazdého statu zijicich v méstskych oblastech).

e Vektory skére hlavnich komponent maji délku n = 50 a vektory zatéze hlavnich
komponent maji délku p = 4.

e PCA byla provedena po normalizaci kazdé proménné tak, aby méla stfedni hodnotu
nula a smérodatnou odchylku jedna.
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Podrobnosti k obrazku

Prvni dvé hlavni komponenty pro data USAarrests.

e Modré nazvy stati reprezentuji skére pro prvni dvé hlavni komponenty.

e Oranzové sipky oznacuji vektory zatéze prvnich dvou hlavnich komponent (s osami
soufadnic nahore a vpravo). Tak napriklad zatéz pro Rape je u prvni hlavni
komponenty 0,54 a u druhé hlavni komponenty je to 0,17 (slovo Rape je
centrovano kolem bodu (0,54, 0,17).

e Tento graf je znamy jako biplot, protoze zobrazuje jak skére, tak zatéze hlavnich

komponent.
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Skalovani promennych hraje roli
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Shlukovani

e Shlukovani predstavuje velmi Sirokou tfidu technik pro nalézani podskupin neboli
shluki (také klastr) v souboru dat.

e Hledame rozdéleni dat do rozdilnych skupin takovych, Zze pozorovani uvnitf kazdé

skupiny jsou si navzajem zcela podobna.

e Abychom to ucinili konkrétnim, musime definovat, co pro dvé nebo vice pozorovani

znamena, ze jsou podobna nebo odlisna.

e Toto je ovsem Casto Gvaha, ktera je specifickd pro dany obor a musi se délat na
zakladé znalosti o studovanych datech.
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PCA versus shlukovani

e PCA vyhledava nizkorozmérnou reprezentaci danych pozorovani, ktera vysvétluje
znaény podil rozptylu.

e Shlukovani vyhledava mezi danymi pozorovanimi homogenni podskupiny.
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Shlukovani pro segmentaci trhu

e Predpokladejme, ze mame pristup k velkému poctu méreni (napf. median pfijmu
domacnosti, zaméstnani, vzdalenost od nejblizsi méstské oblasti atd.) pro velky
pocet osob.

e Nasim cilem je provést segmentaci trhu tim, ze stanovime podskupiny osob, které
by mohly byt vnimavéjsi k uréitym zptsobiim reklamy nebo které by
pravdépodobnéji zakoupily konkrétni produkt.

o Uloha provést segmentaci trhu vede ke shlukovani osob v daném souboru dat.
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Dve metody shlukovani

e \V metodé K-priimérii se snazime rozdélit pozorovani do predem specifikovaného
poctu shlukd.

e U hierarchického shlukovani nevime predem, kolik shluki chceme; ve skutecnosti
kon¢ime se stromovitou vizualni reprezentaci danych pozorovani, tak zvanym

dendrogramem, ktery nam umoznuje vidét najednou shluky ziskané pro kazdy jejich
mozny pocet, od 1 do n.
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Simulovany soubor dat se 150 pozorovanimi ve dvourozmérném prostoru. Panely

ukazuji vysledky pouziti metody K-priimért s riiznymi hodnotami K, poctu shlukd.

Barva kazdého pozorovani oznacuje shluk, k némuz bylo pfifazeno algoritmem metody
K-prtimérdl. Poznamenavame, Ze zde neni zadné usporadani shluk, takze obarveni

shluki je libovolné. Tyto stitky shlukt nebyly pfi shlukovani pouzity; jsou to spise

vystupy procedury shlukovani. 135



Podrobnosti metody K-priimeri: pokracovani

e Mpyslenka za metodou K-priimérii je, ze dobré shlukovani je to, pro néz je

vnitroshlukova variabilita WCV co nejmensi.

e Vnitroshlukova variabilita pro shluk Cx je WCV(Cy). Udava miru, kterou se

pozorovani uvnitf shluku navzajem lisi.

e Chceme tudiz resit tlohu

K

minimalizuj ZWCV(Ck) .
B o @ =

e Ve slovech tento vzorec rika, ze chceme rozdélit pozorovani do K shluki tak, aby

celkova vnitroshlukova variabilita, seétena pres vsech K shluki, byla co nejmensi.
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Algoritmus shlukovani metodou K-prameri

a) Kazdému z pozorovani nadhodné prifad cislo od 1 do K. Tato &isla slouzi jako
pocatecni pfifazeni pozorovani do shluki.

b) Iteruj do té doby, az se prifazeni do shlukd prestane ménit:

2a. Pro kazdy z K shlukii vypocitej centroid shluku. Centroid k-tého shluku je
vektor p stfednich hodnot vlastnosti pro pozorovani v k-tém shluku.

2b. Prirad kazdé pozorovani do shluku, jehoz centroid je nejblize (kde nejblize je
definovano pomoci euklidovské vzdalenosti).

Tento algoritmus zarucené v kazdém kroku snizuje hodnotu cilové funkce.

Neni vsak zaruéeno, ze to bude davat globalni minimum. Proc¢ ne?
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Podrobnosti k predchozimu obrazku

Postup algoritmu K-priméria s K = 3:

e Nahore vlevo: Znazornéna jsou pozorovani.

e Nahore stred: V Kroku 1 algoritmu se kazdé pozorovani ndhodné priradi
nékterému shluku.

e Nahore vpravo: V Kroku 2a se vypocitaji centroidy shlukd. Ty jsou znazornény
jako velké obarvené disky. Na zacatku jsou centroidy umistény témér Gplné pres
sebe, protoze pocatecni pfifazeni do shluki bylo provedeno nahodné.

e Dole vlevo: V Kroku 2b se kazdé pozorovani prifadi k nejblizsimu centroidu.
e Dole stred: Jesté jednou se provede Krok 2a, coz vede k novym centroidtim shlukd,

e Dole vpravo: Vysledky ziskané po 10 iteracich.

139



Priklad: rozdilné startovaci hodnoty

235.8 235.8
L4 L4 -
o 2.0 Sodhe .
. :.. ) .. . ... .Q.. .. L BCX ) (]
o - o 5 - ‘.ﬂ‘. -
I W W Y 2 PO
..oq::*.‘.}' 2 3. A3 o f. .x._\.
e o.',.o oo K o..'.o Y ¥, -.'...o oo o
% . G . % .
2358 235.8 310.9
o o -
bty .;.:..:.:'J '3 e .'..:..Q'g
®eo o .. . ....~ > ® e o & ..
Y Ce, . ‘e,
..‘.: o, :. ..'.: :- X :. 0.'.'; ot ..o
°s '*:"‘ '.'ir .'*.‘-.‘n ‘nice f-’-
e '.'d"' ot S o..'.' oo ® S o.°'..p oo
e o ° % o e o 140




Podrobnosti k predchozimu obrazku

Shlukovani metodou K-priiméri provedené Sestkrat na datech z predchoziho obrazku s
K = 3. pokazdé s rozdilnym nahodnym pfifazenim pozorovani v Kroku 1 algoritmu

metody.
Nad kazdym grafem je hodnota cilové funkce (4).

Byla ziskana tfi rozdilna lokalni optima, z nichz jedno vedlo k mensi hodnoté cilové

funkce a poskytuje lepsi oddéleni shlukd.

Priklady oznagené Cervené vsechny dosahly téhoz nejlepsiho feseni s hodnotou cilové
funkce 235.8.
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Hierarchické shlukovani

e Shlukovani metodou K-priimérti od nas vyzaduje, abychom predem specifikovali
pocet shlukid K. To mize znamenat nevyhodu.

e Hierarchické shlukovani je alternativni pfistup, ktery nevyzaduje, abychom se vazali
na konkrétni volbu K.

e V bakalarském studiu jsme si popsali shlukovani zdola nahoru neboli aglomerativni.
Je to nejbéznéjsi typ hierarchického shlukovani a nazev odkazuje na skutecnost, ze
se buduje dendrogram pocinaje listy a shluky se kombinuji smérem ke kmeni.
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Hierarchické shlukovani: myslenka

Tvofi se hierarchie zptisobem “zdola nahoru” ...
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Hierarchické shlukovani: myslenka

Tvofi se hierarchie zptisobem “zdola nahoru” ...
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Hierarchické shlukovani: myslenka
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Hierarchické shlukovani: myslenka

Tvofi se hierarchie zptisobem “zdola nahoru” ...
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Tvofi se hierarchie zptisobem “zdola nahoru” ...
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Algoritmus hierarchického shlukovani

Postup slovy:

Zacni s kazdym bodem jako vlastnim shlukem.

Urci nejblizsi dva shluky a spoj je v jeden.
Opakuj.
Kon¢i, kdyz jsou viechny body v jediném shluku.

Dendrogram
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Priklad
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45 pozorovani vygenerovanych ve dvourozmérném prostoru. Ve skutecnosti jsou zde tfi
rozli¢né tridy, oznacené rtiznymi barvami. My vsak budeme povazovat tyto stitky tfid za
nezndmé a budeme se snazit ta pozorovani shluknout, abychom z dat ty tfidy odhalili.
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Aplikace hierarchického shlukovani
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Podrobnosti k predchozimu obrazku

e Vlevo: Dendrogram ziskany hierarchickym shlukovanim dat z pfedchoziho obrazku
metodou nejvzdalenéjsiho souseda a uzitim euklidovské vzdalenosti.

e Stred: Dendrogram z levého panelu ufiznuty ve vysce 9 (oznaceno Earkovanou
pfimkou). Tento fez vede na dva rozlicné shluky oznacené rozdilnymi barvami.

e Vpravo: Dendrogram z levého panelu, tentokrat ufiznuty ve vysce 5. Tento fez
vede na tfi rozlicné shluky oznacené rozdilnymi barvami. Poznamenavame, ze ty
barvy se nepouzivaly pfi shlukovani, jsou zde prosté pouzity pro zobrazovaci ucely.
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Praktické otazky

e Meéla by byt pozorovani nebo vlastnosti nejprve néjakym zptisobem normalizovana?
Napfiklad by proménné mozna mély byt nejdfive vycentrovany tak, aby mély stredni
hodnotu nula, a preskalovany tak, aby mély smérodatnou odchylku rovnou jedné.

e V pripadé hierarchického shlukovani:

e Jaka mira rozdilnosti by méla byt pouzita?
e Jaky typ vazby by se mél pouzit?

o Kolik shlukd zvolit (jak v metodé K-pramérd, tak pfi hierarchickém shlukovani)?
Obtizny problém. Neni shoda na metodé. Dalsi podrobnosti viz The Elements of
Statistical Learning, kapitola 13.
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e Uceni bez ucitele je diilezité pro pochopeni variability a struktury seskupovani u
neoznacenych souborti dat a mize byt uzitecnym predbéznym procesem pro uceni

s ucitelem.

e Je vnitfné obtizné&jsi nez uceni s ucitelem, protoze zde neni zadny zlaty standard
(jako néjaka vystupni proménna) a zadny jednotlivy cil (jako presnost na
testovacim souboru).

e Je to aktivni oblast vyzkumu s mnoha nastroji vyvinutymi v posledni dobg, jako
jsou samoorganizaéni mapy, analyza nezavislych komponent a spektralni

shlukovani.
Viz The Elements of Statistical Learning, kapitola 14.
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