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1 Vněǰśı a vnitřńı popis systému

1.1 Vnitřńı popis pro systém druhého řádu

Vstupy a výstupy

Systém druhého řádu
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vstup výstup

u(t)

u(n)

y(t)

y(n)

spojitý systém

diskrétní systém

?

Diferenciálńı rovnice druhého řádu s počátečńımi podmı́nkami ve tvaru

y′′(t) + a1 y
′(t) + a0 y(t) = u(t) (1)

y(0) = c1 a y′(0) = c2, (2)

udává vztah vstupu u(t) a výstupu y(t) spojitého lineárńıho stacionárńıho systému.

Systém druhého řádu

Tento vněǰśı popis převedeme na stavový popis volbou stavového vektoru

x1(t) = y(t),

x2(t) = y′(t).

Systém druhého řádu

Dosad́ıme za y′(t) = x2(t) a y′′(t) = x′2(t) do p̊uvodńı diferenciálńı rovnice a obdrž́ıme

x′2(t) + a1 x2(t) + a0 x1(t) = u(t).

Současně plat́ı
x′1(t) = y′(t) = x2(t).

Systém druhého řádu

Dostáváme tak [
x′1(t)
x′2(t)

]
=

[
0 1
−a0 −a1

] [
x1(t)
x2(t)

]
+

[
0
1

]
u(t)

nebo [
x′1(t)
x′2(t)

]
= A

[
x1(t)
x2(t)

]
+ Bu(t) ,
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resp.

A =

[
0 1
−a0 −a1

]
B =

[
0
1

]

Systém druhého řádu

Rovnici pro výstup vyjádř́ıme z definice stavových veličin

y(t) =
[
1 0

] [x1(t)
x2(t)

]
+ 0u(t) .

Matice D je tedy nulová a pro výstupńı matici dostáváme

C =
[
1 0

]
.

Lineárńı systém, který má matici D nulovou, se nazývá ryźı systém. Je vhodné podotknout, že
počátečńı podmı́nky se transformuj́ı do stavového popisu takto

y(0) = x1(0) = c1 a y′(0) = x2(0) = c2.

1.2 Obecný systém n-tého řádu

Stavové rovnice z diferenciálńı rovnice n-tého řádu

Předpokládejme opět, že systém je popsán diferenciálńı rovnićı

y(n)(t) + an−1y
(n−1)(t) + · · ·+ a1y

(1)(t) + a0y(t) = u(t) (3)

Ukážeme nyńı, jak se koeficienty diferenciálńı rovnice objev́ı ve stavových matićıch. Postup je
zobecněńım předcházej́ıćıho př́ıkladu.

Stavové rovnice z diferenciálńı rovnice n-tého řádu

Stavové veličiny voĺıme jako derivace hledaného řešeńı y(t) takto

x1(t) = y(t),

x2(t) = y(1)(t),

x3(t) = y(2)(t),

...

xn(t) = y(n−1)(t),
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Stavové rovnice z diferenciálńı rovnice n-tého řádu

Ze soustavy a diferenciálńı rovnice plyne postupně

x′1(t) = x2(t),

x′2(t) = x3(t),

...

x′n−1(t) = xn(t),

x′n(t) = u(t)− a0x1(t)− a1x2(t)− . . .− an−1xn(t).

Stavové rovnice z diferenciálńı rovnice n-tého řádu


x′1(t)
x′2(t)
x′3(t)

...
x′n(t)

 =


0 1 0 0 . . . 0
0 0 1 0 . . . 0
0 0 0 1 . . . 0

...
−a0 −a1 −a2 −a3 . . . −an−1




x1(t)
x2(t)
x3(t)

...
xn(t)

+


0
0
0
...
1

u(t)

Stavové rovnice z diferenciálńı rovnice n-tého řádu

V souladu s obecným značeńım pro stavový popis LTI systémů označ́ıme

A =


0 1 0 0 . . . 0
0 0 1 0 . . . 0
0 0 0 1 . . . 0

...
−a0 −a1 −a2 −a3 . . . −an−1


a

B =


0
0
0
...
1

 .
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Stavové rovnice z diferenciálńı rovnice n-tého řádu

Dále plat́ı

y =
[

1 0 0 0 . . . 0
]

x1(t)
x2(t)
x3(t)

...
xn(t)

 ,
takže

C =
[

1 0 0 0 . . . 0
]

a
D =

[
0
]
. (4)

Stavové rovnice z diferenciálńı rovnice n-tého řádu

Počátečńı podmı́nky maj́ı tvar

y(0) = x1(0) = c1 ,

y(1)(0) = x2(0) = c2 ,

y(2)(0) = x3(0) = c3 ,

...

y(n−1)(0) = xn(0) = cn .

1.3 Př́ıklad

Př́ıklad Dva voźıky s hmotnost́ı m1 a m2 jsou spojeny pružinou, která má koeficient pružnosti
κ.

f(t)
- me me

y1(t)
-

m1 κ��@
@@�� me me

y2(t)
-

m2

Podle obrázku p̊usob́ı na prvńı voźık hnaćı śıla f(t).

Polohy voźık̊u jsou y1(t) a y2(t), takže při zanedbáńı třeńı maj́ı pohybové rovnice tvar

m1 y
′′
1(t) = f(t) + κ (y2(t)− y1(t))

m2 y
′′
2(t) = −κ (y2(t)− y1(t))
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Máme sestavit stavové rovnice pro systém dvou voźık̊u.

Polož́ıme

x1(t) = y1(t), x2(t) = y2(t),

x3(t) = y′1(t), x4(t) = y′2(t)

a dostáváme soustavu rovnic

x′1(t) ≡ y′1(t) = x3(t) ,

x′2(t) ≡ y′2(t) = x4(t) ,

x′3(t) ≡ y′′1(t) =
κ

m1
(x2(t)− x1(t)) +

1

m1
f(t)

x′4(t) ≡ y′′2(t) = − κ

m2
(x2(t)− x1(t))

kterou již snadno převedeme na stavový popis


ẋ1(t)

ẋ2(t)

ẋ3(t)

ẋ4(t)

 =



0 0 1 0

0 0 0 1

− κ

m1

κ

m1
0 0

κ

m2
− κ

m2
0 0




x1(t)

x2(t)

x3(t)

x4(t)

+



0

0

1

m1

0

 f(t)

a

y =
[

0 1 0 0
]

x1(t)

x2(t)

x3(t)

x4(t)

 .

Máme matice stavového popisu ve tvaru

A =



0 0 1 0

0 0 0 1

− κ

m1

κ

m1
0 0

κ

m2
− κ

m2
0 0


B =



0

0

1

m1

0


a

C =
[

0 1 0 0
]
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2 Matematické nářad́ı

Použit́ı

Analýza či návrh systému v časové oblasti (vstupy a výstupy jsou funkćı času) jsou velmi
pracné.

Převod do frekvenčńı oblasti (vstupy a výstupy jsou funkćı komplexńı proměnné nazývané
úhlová frekvence) nám

• poskytuje fundamentálně odlǐsný nástroj k pochopeńı funkce systému,

• často drasticky sńı̌źı složitost matematických výpočt̊u potřebných pro analýzu systému.

2.1 Laplaceova transformace

2.2 Definice

Definice

Laplaceova transformace funkce f(t), která je nanejvýš polynomiálńıho r̊ustu, je definována
integrálem

F (p) =

∞∫
0

f(t)e−ptdt

Tento vztah často zapisujeme F (p) = L{f(t)}.

Zpětná Laplaceova transformace má tvar integrálu podél křivky v komplexńı rovině

f(t) =
1

2πi

c+i∞∫
c−i∞

F (p)e ptdp.

2.3 Vlastnosti

Vlastnosti: Linearita

Laplaceova transformace je lineárńı

L

{∑
k

ak fk(t)

}
=
∑
k

ak L{fk(t)}

L−1
{∑

m

bm Fm(p)

}
=
∑
m

bm L−1 {Fm(p)}

Vlastnosti: Změna měř́ıtka

Věta o změně měř́ıtka

f(t) = L−1 {F (p)} F (p) = L{f(t)}

1

b
f

(
t

b

)
= L−1 {F (b p)} 1

a
F
(p
a

)
= L{f(a t)}
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Vlastnosti: Posunut́ı

Věta o posunut́ı

L{1(t− τ) f(t− τ)} = e−pτL{f(t)}
L {1(t− τ)} = e−pτL{1(t)}

Vlastnosti: Konvoluce

Věta o konvoluci

L


∞∫
0

f(t− τ)g(τ)dτ

 = F (p)G(p)

Vlastnosti: Obraz derivace

Věta o obrazu derivace funkce f(t)

L{f(t)} = F (p)

L
{
f ′(t)

}
= pF (p)− f(0)

L
{
f ′′(t)

}
= p2F (p)− pf(0)− f ′(0)

...

L
{
f (n)(t)

}
= pnF (p)− pn−1f(0)− pn−2f ′(0)− . . .− f (n−1)(0)

Vlastnosti: Obraz integrálu

Věta o obrazu integrálu funkce f(t)

L


t∫

0

f(τ)dτ

 =
1

p
F (p)

Uvědomte si, že
t∫

0

f(τ)dτ =

t∫
0

1(t− τ) f(τ)dτ

2.4 Tabulka obraz̊u

Tabulka Laplaceovy transformace
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f(t) = L−1 {F (p)} F (p) = L{f(t)}
δ(t) 1

1(t)
1

p

e−αt
1

p+ α

sinωt
ω

p2 + ω2

cosωt
p

p2 + ω2

Tabulka Laplaceovy transformace

f(t) = L−1 {F (p)} F (p) = L{f(t)}

e−αt sinωt
ω

(p+ α)2 + ω2

e−αt cosωt
p+ α

(p+ α)2 + ω2

tn
n!

pn+1

tne−αt
n!

(p+ α)n+1

t cosωt
p2 − ω2

(p2 + ω2)2

t sinωt
2ωp

(p2 + ω2)2

2.5 Inverzńı Laplaceova transformace

K čemu to je

Jsme na p̊uli cesty:

• Umı́me převést diferenciálńı rovnici na lineárńı.

• Umı́me si tedy spoč́ıst Y (p) – Laplace̊uv obraz hledané funkce y(t) – jako pod́ıl dvou
polynomů.

• Ale co ted’?

Potřebujeme jednoduchý nástroj, s jehož pomoćı zvládneme inverzńı Laplaceovu transformaci
Y (p)→ y(t).

Odvážńı ji mohou poč́ıtat pomoćı definičńıho integrálu. Jde to jednodušeji?

2.6 Nuly a póly

Nuly a póly
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Mějme racionálńı lomenou funkci

Y (p) =
Q(p)

N(p)
.

O této funkci ř́ıkáme, že má nulové body (nuly)

p0ν ⇔ Q(p0ν) = 0

a že má póly
p∞µ ⇔ N(p∞µ) = 0.

Znalost polohy pól̊u je d̊uležitá (nejenom) pro zpětnou Laplaceovu transformaci.

Jednoduché a násobné póly

Pokud má racionálńı lomená funkce jednoduché póly, potom

N(p) =

n∏
µ=1

(p− p∞µ) = (p− p∞1) (p− p∞2) . . . (p− p∞n)

Situace pro násobné póly, kde

N(p) = (p− p∞1)
β1 (p− p∞2)

β2 . . . (p− p∞n)βn

je složitěǰśı, ale stále řešitelná, jak si ukážeme později.

2.7 Rozklad na parciálńı zlomky

Rozklad na parciálńı zlomky

Každou racionálńı lomenou funkci lze rozložit na součet parciálńıch zlomk̊u ve tvaru

Y (p) =
Q(p)

N(p)
=

n∑
µ=1

kµ
p− p∞µ

=
k1

p− p∞1
+

k2
p− p∞2

+ · · ·+ kn
p− p∞n

,

kde kµ se nazývaj́ı rezidua.

Rezidua urč́ıme např́ıklad

• pomoćı limit v pólech

• porovnáńım koeficient̊u polynomů

Rezidua pomoćı limit

Pro rezidua plat́ı

kµ = lim
p→p∞µ

(p− p∞µ)
Q(p)

N(p)

= Q(p∞µ) lim
p→p∞µ

(p− p∞µ)
1

N(p)

= Q(p∞µ)
1

N ′(p∞µ)

10



kde

N ′(p∞µ) =
n∏

i=1,i 6=µ
(p− p∞i).

Heaviside̊uv vzorec

Protože

L−1
{

1

p− α

}
= eαt,

dostaneme

L−1
{
Q(p)

N(p)

}
= L−1


n∑
µ=1

kµ
p− p∞µ

 =
n∑
µ=1

kµe
p∞µt.

T́ım jsme dokázali Heaviside̊uv vzorec pro zpětnou transformaci racionálńı lomené funkce s
jednoduchými póly.

Heaviside̊uv vzorec

L
{
Q(p)

N(p)

}
=

n∑
µ=1

Q(p∞µ)

N ′(p∞µ)
ep∞µt

L
{
Q(p)

pN(p)

}
=
Q(0)

N(0)
+

n∑
µ=1

Q(p∞µ)

p∞µN ′(p∞µ)
ep∞µt

Vı́cenásobné póly

Jestliže
N(p) = (p− p1)β1(p− p2)β2 . . . (p− pn)βn

má násobné kořeny, inverzńı Laplaceova transformace má tvar

L−1
{
Q(p)

N(p)

}
= ep1t

[
k
(1)
1 + k

(2)
1

t

1!
+ . . . k

(β1)
1

tβ1−1

(β1 − 1)!

]
+ ep2t

[
k
(1)
2 + k

(2)
2

t

1!
+ . . . k

(β2)
2

tβ2−1

(β2 − 1)!

]
...

+ epnt
[
k(1)n + k(2)n

t

1!
+ . . . k(βn)n

tβn−1

(βn − 1)!

]

3 Př́ıklady

3.1 Diferenciálńı rovnice 2. řádu

Laplaceova transformace
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LTI systém je popsán diferenciálńı rovnićı 2. řádu

y′′(t) + 2ay′(t) + (a2 + b2)y(t) = x(t)

s počátečńımi podmı́nkami ve tvaru

y(0) = c1 a y′(0) = c2,

řeš́ıme pomoćı Laplaceovy transformace. Plat́ı

L
{
y′(t)

}
= pY (p)− y(0),

L
{
y′′(t)

}
= p2Y (p)− py(0)− y′(0).

Algebraický tvar

Nalezneme Laplaceovou transformaćı diferenciálńı rovnice jej́ı algebraický tvar

p2Y (p)− py(0)− y′(0) + 2a(pY (p)− y(0)) + (a2 + b2)Y (p) = X(p) .

Vyřeš́ıme rovnici vzhledem k obrazu výstupńı veličiny Y (p) a dostáváme

(
p2 + 2ap+ (a2 + b2)

)
Y (p) = X(p) + py(0) + ẏ(0) + 2ay(0)

nebo

Y (p) =
X(p) + c2 + (p+ 2a)c1
(p+ a+ ib)(p+ a− ib)

.

Jak převedeme zpět do časové oblasti?

3.2 Inverzńı Laplaceova transformace

Rozklad na parciálńı zlomky

Necht’

Y (p) =
Q(p)

N(p)
=

p+ 3

(p− 2)2(p+ 5)(p+ 7)
.

Rozklad na parciálńı zlomky hledáme ve tvaru

Q(p)

N(p)
=

k
(2)
1

(p− 2)2
+

k
(1)
1

p− 2
+

k2
p+ 5

+
k3
p+ 7

(5)

Rozklad na parciálńı zlomky

Rovnici vynásob́ıme členem s nejvyšš́ı mocninou, (p− 2)2:

(p+ 3)(p− 2)2

(p− 2)2(p+ 5)(p+ 7)
=

= k
(2)
1 + k

(1)
1 (p− 2) +

k2(p− 2)2

p+ 5
+
k3(p− 2)2

p+ 7

(6)
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a nalezneme limitu pro p→ 2

2 + 3

(2 + 5)(2 + 7)
=

5

63
= k

(2)
1 (7)

Rozklad na parciálńı zlomky

Po dosazeńı za k
(2)
1 obdrž́ıme

p+ 3

(p− 2)2(p+ 5)(p+ 7)
=

5
63

(p− 2)2
+

k
(1)
1

p− 2
+

k2
p+ 5

+
k3
p+ 7

.

Výraz
5

63(p− 2)2
odečteme od obou stran:

p+ 3

(p− 2)2(p+ 5)(p+ 7)
−

5
63

(p− 2)2
=

k
(1)
1

p− 2
+

k2
p+ 5

+
k3
p+ 7

.

Rozklad na parciálńı zlomky

Uprav́ıme na

−5p2 + 3p+ 14

63(p− 2)2(p+ 5)(p+ 7)
=

k
(1)
1

p− 2
+

k2
p+ 5

+
k3
p+ 7

.

Čitatel levé strany muśı být dělitelný (p− 2) beze zbytku. Výsledná rovnice je po úpravě

−5p+ 2

63(p− 2)(p+ 5)(p+ 7)
=

k
(1)
1

p− 2
+

k2
p+ 5

+
k3
p+ 7

.

Rozklad na parciálńı zlomky

Pro tuto rovnici se výpočet kµ redukuje na př́ıpad s jednoduchými póly a plat́ı

k
(1)
1 = lim

p→2

−5p+ 2

63(p+ 5)(p+ 7)
= − 8

3969

k2 = lim
p→−5

−5p+ 2

63(p− 2)(p+ 7)
= − 3

98

k3 = lim
p→−7

−5p+ 2

63(p− 2)(p+ 5)
=

37

1134

Inverzńı transformace

Zpětnou transformaci provedeme Heavisideovým vzorcem a dostaneme

y(t) =
5

63
te2t − 8

3969
e2t − 3

98
e−5t +

37

1134
e−7t.
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3.3 RC člen

RC člen

Výstupńı napět́ı uC(t) integračńıho RC článku

e s e
e es ??

C uC(t)u1(t)

R

lze popsat diferenciálńı rovnićı prvńıho řádu pro y(t) = uC(t)

RC
d

dt
y(t) + y(t) = u1(t), (8)

kde u1(t) = U0 ·1(t) je připojené stejnosměrné napět́ı U0. Počátečńı hodnota výstupńıho napět́ı
je y(0) = UA.

Postup řešeńı diferenciálńı rovnice

1. provedeme Laplaceovu transformaci p̊uvodńı diferenciálńı rovnice pro y(t) a źıskáme tak
algebraickou rovnici pro neznámou veličinu Y (p)

2. s použit́ım počátečńıch podmı́nek nalezneme řešeńı algebraické rovnice ve tvaru racionálńı

lomené funkce Y (p) =
Q(p)

N(p)
,

3. nalezneme rozklad racionálńı lomené funkce na parciálńı zlomky

4. provedeme zpětnou Laplaceovu transformaci a źıskáme tak řešeńı p̊uvodńı diferenciálńı
rovnice pro y(t) | t ≥ 0

Transformace na algebraickou rovnici

Vstupńı namět́ı je stejnosměrné (konstantńı), pro t ≤ 0 je transformace L{U0} = L{U0 · 1(t)}.

Transformace p̊uvodńı diferenciálńı rovnice na algebraickou, y(t)→ Y (p) je pak

RC [ pY (p)− y(0) ] + Y (p) = U0 ·
1

p

Nalezeńı řešeńı

S použit́ım počátečńıch podmı́nek (v tomto př́ıpadě y(0) = UA) nalezneme řešeńı algebraické
rovnice ve tvaru racionálńı lomené funkce.

Y (p) =
U0 + pUARC

p(1 + pRC)
(9)

Rozklad na parciálńı zlomky

Nalezneme rozklad racionálńı lomené funkce (9) na parciálńı zlomky

Y (p) =
U0 + pUARC

p(1 + pRC)
=
k1
p

+
k2

1 + pRC
, (10)
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a urč́ıme k1 a k2

k1 = lim
p→0

U0 + pUARC

(1 + pRC)
= U0,

k2 = lim
p→−1/RC

(1 + pRC)
U0 + pUARC

p
= −RC(U0 − UA).

Źıskáme tak tvar Y (p) vhodný pro zpětnou transformaci:

Y (p) =
U0

p
− U0 − UA

p+ 1/RC
. (11)

Zpětná transformace

Zpětnou transformaci źıskáme řešeńı p̊uvodńı diferenciálńı rovnice pro t ≥ 0 ve tvaru

y(t) = U0 − (U0 − UA)e−
t
RC . (12)

4 Domáćı úkol

4.1 Problém 1

Problém 1
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Na obrázku je uveden př́ıklad použit́ı klouzavého pr̊uměru. Klouzavý pr̊uměr je nejpouž́ıvaněǰśı
metoda analýzy dat. Vyhlazuje prudké výkyvy. Jednoduchý klouzavý pr̊uměr y(n) z naměřených
dat x(n) v pěti následuj́ıćıch obdob́ıch má tvar

y(n) =
1

5
(x(n) + x(n− 1) + x(n− 2) + x(n− 3) + x(n− 4)) .

Vaš́ım úkolem je:

• Napoč́ıtat klouzavý pr̊uměr y(n) délky 5 pro prvńıch deset člen̊u jednotkového skoku
x(n) ≡ 1(n).

• Nakreslit pr̊uběh jednotkového skoku a odpov́ıdaj́ıćıho klouzavého pr̊uměru.

• Určit, jaký tvar bude mı́t vzorec pro klouzavý pr̊uměr délky `.

4.2 Problém 2

Problém 2

Dynamický systém je popsán diferenciálńı rovnićı tvaru

y′′(t) + α2
0(1 + sinω0t) y(t) = cos Ωt.

Určete, zda uvedený systém je

• spojitý/nespojitý

• autonomńı/neautonomńı

• lineárńı/nelineárńı

• časově invariantńı/ časově proměnný
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