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1 Matematické naradi

1.1 Motivace

Motivace

Chceme analyzovat chovani néjakého systému, piipadné navrhnout systém, ktery ma presné
specifikované parametry.

Opirame se o
e fyzikalni model, zalozeny na fyzikélnich zékonech

e black-box model, zalozeny na pozorovani, identifikaci

Analyza chovéni redlného systému je slozity proces (model predstavuje jedna ¢i vice dife-
rencidlnich ¢i diferenénich rovnic vyssiho fadu) = numerické feseni.

Jak analyzu zjednodusit?
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Obréazek 1: Vzorkovani spojité funkce s periodou T' = 1s

1.2 Pouziti

Pouziti
Analyza ¢ ndvrh systému v Casové oblasti (vstupy a vystupy jsou funkei ¢éasu) jsou velmi
pracné.

Pievod do frekvenéni oblasti (vstupy a vystupy jsou funkei komplexni proménné nazyvané
thlovd frekvence) ndm

e poskytuje fundamentdlné odlisny ndstroj k pochopeni funkce systému,

e cCasto drasticky snizi sloZitost matematickych vypoctu potiebnych pro analyzu systému.

2 Z-transformace

2.1 O ptvodu diskrétni transformace

Jak se ze spojitého systému stane systém diskrétni

Diskrétni systém vznikne ze spojitého systému vzorkovdnim s periodou vzorkovani T'. Priklad
je uveden na Obrazku 4.

Vzorkovani signalu

Vztah mezi spojitou funkei f(t) a idedlné vzorkovanou funkei f*(t) lze formalné zapsat jako
o0
F1@) =) f(t)-6(t — nT),
n=0

kde T je vzorkovaci perioda signélu.
Ze spojité funkce f(t) se tak stane posloupnost diskrétnich hodnot.

U této posloupnosti je zvykem neuvadét vzorkovaci periodu signalu. Zna¢ime ji f(n).

Vzorkovani signalu



Jestlize budeme hledat Laplaceovu transformaci funkce f*(t), dostaneme
L{r®y= [ roer
0
_ / S F(t)6(t — nT) e Pt
0 n=0

_ né /0 T 8(t — nT) £(£) et

=S feT)e T =3 fn)
n=0 n=0

kde jsme zavedli komplexni proménnou z = eI a f(n) oznacuje n-ty vzorek piislusné spojité
funkce.

2.2 Definice

Definice

Jednostrannd Z-transformace posloupnosti f(n) je definovana nekone¢nou radou

F(z) =Y )=,
n=0

kterou casto oznacujeme F'(z) = Z{f(n)}.

Zpétna Z-transformace ma tvar integralu podél uzaviené kiivky C, jez obsahuje vSechny sin-
gularni body funkce F'(z). Pro vSechna n =0,1,..., 00 plati

f(n) = 1%F(z)zn_1dz =z YF(2)}.
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2.3 Vldastnosti

Linearita

Z-transformace je linearni:

z {Z akfk(n)} = arZ{fu(n)}
k k
z-1 {Z bmFm(z)} = bmZ 7 {Fn(2)}

Zména méritka

Pro Z-transformaci plati véta o zméné méritka vzoru a obrazu:
a " f(n) = 271 {F(az)}
F(a™'2) = Z{a"f(n)}



Posunuti

Véty o posunuti jsou velmi dilezité pro transformaci diferen¢nich rovnic na algebraické rovnice
v Z-roviné, podobné, jako je tomu u spojitych systému s vétami o obrazu derivaci v Laplaceové
transformaci.

z {f(n - m)} =z""Z {f(n)} = ZﬁmF(z) ‘Vn7m<0:f(n7m):0

Z{fntm)} =" | Z {0} Y f(V)z‘”]
v=0

:Zm

m—1
Fz) -3 f<u>z-”]

v=0

Transformace ¢astec¢né sumy

Céastetnou sumu posloupnosti f(n) lze transformovat jako

z{sz} = ——F(2)
- 1

Z{Zf(v)} - —F(2)
v=0

Transformace diferenci

Prom =1,2,...,00 a diference m-tého fadu
A%f(n) = f(n),
Alf(n) = f(n+1) = f(n),

A" f(n) = A [A™ ! f(n)]

plati tato véta o transformaci diferenci:

Z{Alf(n)} = (= = D)F(2) - f(0)z
Z{A*f(n)} = (2 = 1)?F(2) — f(0)z(z — 1) + A f(0)z

Obraz konvoluce

Podobné, jako ve spojitém ptipadé, i pro Z-transformaci plati tato véta o transformaci kon-
voluéni sumy:

Z{f(n)xg(n)} =2 { > fln- m)g(m)} = F(2)-G(2)
m=0

Derivace obrazu



Jednoduché derivace obrazu F'(z) se na vzoru f(n) projevi jako ndsobeni proménnou n:

dF'(z)
dz

Z{nf(n)} =z

2.4 Tabulka obrazu

Toto je pouze zakladni tabulka obrazu Z-transformace, detailnéjsi tabulka je vystavena na
webovych strankach predmétu.

| fn) =2 {F()} | F(z) =2 {f(n)} |

d(n) 1
1
1
(n) 1— Z_l
1
n I
@ l—a-271
|
n .
(1—z71)2
T
o n—1 o
nea (1—az"1)2

3 Inverzni Z-transformace

Definice

Zpétna Z-transformace ma tvar integrdlu podél uzaviené kiivky C, kterda obsahuje vSechny

singuldrni body funkce Y (z). Pro vsechna n =0,1,..., 00 plati
1
y(n) = 3 b, Y(2)2" ldz = 271 {Y(2)}.
Vypocet

Poté, co jsme vyftesili algebraickou rovnici a ziskali transformovany obraz feseni Y (z), je tieba
tento obraz prevést zpét do roviny diskrétniho ¢asu na hledanou funkci y(n).

V zasadé lze pouzit dva postupy:

e zpétnd transformace pomoci definicniho integrdlu,

e rozklad feSeni na soucet parcidlnich zlomku a pouZiti tabulek pro zpétnou transformaci
primitivnich funkeci.

Pro praktické nasazeni je samoziejmé vyrazné vhodnéjsi druhd varianta.



3.1 Parcialni zlomky

Metoda vypoétu pomoci parcidlnich zlomku
Q(2)
N(z)
Q(z)
(2)

POlY Zoop, jestlize N(zoopu) = 0.

Piedpokladejme, ze Y (z) =

je raciondlni lomenou funkci.

O raciondlni lomené funkci fikdme, ze ma nulové body zg,, jestlize Q(zp,) = 0 a ze ma

Pokud mé funkee 2 jednoduché pély, potom
N(z)
N
H zoouz =(1- zoolz_l)(l - zoogz_l) (1= zooNz_l)

Rozklad racionalni lomené funkce na parcialni zlomky

Az &
NGE) 2

zoo“z
. k‘l k’2 kN
1= 20127t + 1 — Zoga2z ™} Tt 1— 2oonz™ 1’
kde
ky= lm (1 — zeop2 1)%
" Z—Zoop oo N(Z)
Koeficienty k,
1, Q(2)
k, = 1 1 !
124 Z—}»E«’Iolou( Zoop )N(Z)
1
_ ; _ -1
= Q(Zoou) Zligw(l Roop? )N(z)
. 1
1 — Zoopz™!
Qo)
= Z J—
o N'(2oop)

Rozklad racionalni lomené funkce na parcialni zlomky

Pro jednoduchost budeme dale psat zoo, — 2. Pro |az™!| < 1 plati

e R P B

N N
zl{f](p))}:zl 21_@2« S = k.

pn=1 pn=1

dostaneme



Tim jsme (jiz podruhé) dokazali vzorec pro zpétnou transformaci raciondlni lomené funkce

s jednoduchymsi poly.

4 Priklady iloh fesenych Z-transformaci

4.1 Nabidka — poptavka

Popis problému

Mikroekonomicky model variace ceny vlivem nabidky a poptidvky popisuje pomoci dvou di-
feren¢nich rovnic vyvoj ceny zbozi jako funkce nabidky tohoto zbozi na trhu (1. rovnice) a

poptavky po tomto zbozi (2. rovnice).

Rovnice nabidky tika, ze nabidka dnes zavisi na wcerejsi cené a to tak, ze nabidka stoupa

s rostouci cenou. Pro C > 0 plati

n(k) =Ce(k — 1) + Ax(k).

(1)

Rownice poptdvky tika, ze poptavka dnes zavisi na dnesni cené a to tak, ze poptavka klesa

s rostouci cenou. Pro D > 0 plati

p(k) = —Dc(k) + Bz(k).

Diferenc¢ni rovnice

Rovnost nabidky a poptavky

n(k) = p(k)
pak vede na diferen¢ni rovnici prvniho fadu
C B —
c(k) + Ec(kz —-1)= DAx(k).

Transformace proménnych
Pro jednoduchost ozna¢ime

c B—-A

5 = ’7 y T = (.

Diferen¢ni rovnice mé v oznaceni c¢(k) = y(k) tvar
y(k) +yy(k —1) = ax(k)

Z-transformace diferené¢éni rovnice

Za predpokladu x(k) = 1(k) dostaneme z rovnice

y(k) +y(k —1) = ax(k)

s pouzitim Z-transformace algebraickou rovnici

o
1— 271

Y(2) +727 Y (2) =

(2)



s feSenim v roviné Z ve tvaru

Rozklad na parcidlni zlomky

Rozkladem na parcialni zlomky

« ky ko
Y - =
(2) (1—2zH(1+~vz"h) 1-—271 * 1+yz7l
kde
ki o= lim(l-2 DY (z) = ——
z—1 1 —i—’)/’
. _ ary
= lim (1 DY (2) = ——.
ks Zggw( +727 )Y (2) T+

Rozklad na parcialni zlomky

Zpétna transformace funkce

Y(z) = 117 ((1 —12‘1) T +7YZ_1>

vede na feSeni diferen¢ni rovnice

y(k)

_ «
14y

(1= (=) 1k),

C
které v piipadé stabilniho trhu v = D < 1 urcuje limitni velikost ceny

« B—A
li = = .
dm ek) =152 =67 D

Reseni

Pro nésledujici obrézek byly zvoleny hodnoty A = 100, B = 120,C =3, D = 4.
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