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1 Matematické nářad́ı

1.1 Motivace

Motivace

Chceme analyzovat chováńı nějakého systému, př́ıpadně navrhnout systém, který má přesně
specifikované parametry.

Oṕıráme se o

• fyzikálńı model, založený na fyzikálńıch zákonech

• black-box model, založený na pozorováńı, identifikaci

Analýza chováńı reálného systému je složitý proces (model představuje jedna či v́ıce dife-
renciálńıch či diferenčńıch rovnic vyšš́ıho řádu) ⇒ numerické řešeńı.

Jak analýzu zjednodušit?
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Obrázek 1: Vzorkováńı spojité funkce s periodou T = 1s

1.2 Použit́ı

Použit́ı

Analýza či návrh systému v časové oblasti (vstupy a výstupy jsou funkćı času) jsou velmi
pracné.

Převod do frekvenčńı oblasti (vstupy a výstupy jsou funkćı komplexńı proměnné nazývané
úhlová frekvence) nám

• poskytuje fundamentálně odlǐsný nástroj k pochopeńı funkce systému,

• často drasticky sńı̌źı složitost matematických výpočt̊u potřebných pro analýzu systému.

2 Z-transformace

2.1 O p̊uvodu diskrétńı transformace

Jak se ze spojitého systému stane systém diskrétńı

Diskrétńı systém vznikne ze spojitého systému vzorkováńım s periodou vzorkováńı T . Př́ıklad
je uveden na Obrázku 4.

Vzorkováńı signálu

Vztah mezi spojitou funkćı f(t) a ideálně vzorkovanou funkćı f∗(t) lze formálně zapsat jako

f∗(t) =
∞∑
n=0

f(t) · δ(t− nT ),

kde T je vzorkovaćı perioda signálu.

Ze spojité funkce f(t) se tak stane posloupnost diskrétńıch hodnot.

U této posloupnosti je zvykem neuvádět vzorkovaćı periodu signálu. Znač́ıme ji f(n).

Vzorkováńı signálu
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Jestliže budeme hledat Laplaceovu transformaci funkce f∗(t), dostaneme

L{f∗(t)} =

∫ ∞
0

f∗(t) e−ptdt

=

∫ ∞
0

∞∑
n=0

f(t) δ(t− nT ) e−ptdt

=

∞∑
n=0

∫ ∞
0

δ(t− nT ) f(t) e−ptdt

=
∞∑
n=0

f(nT )e−pnT ≡
∞∑
n=0

f(n)z−n,

kde jsme zavedli komplexńı proměnnou z = epT a f(n) označuje n-tý vzorek př́ıslušné spojité
funkce.

2.2 Definice

Definice

Jednostranná Z-transformace posloupnosti f(n) je definována nekonečnou řadou

F (z) =
∞∑
n=0

f(n)z−n,

kterou často označujeme F (z) = Z {f(n)}.

Zpětná Z-transformace má tvar integrálu podél uzavřené křivky C, jež obsahuje všechny sin-
gulárńı body funkce F (z). Pro všechna n = 0, 1, . . . ,∞ plat́ı

f(n) =
1

2πi

∮
C

F (z)zn−1dz ≡ Z−1 {F (z)} .

2.3 Vlastnosti

Linearita

Z-transformace je lineárńı:

Z

{∑
k

akfk(n)

}
=
∑
k

akZ {fk(n)}

Z−1
{∑

m

bmFm(z)

}
=
∑
m

bmZ−1 {Fm(z)}

Změna měř́ıtka

Pro Z-transformaci plat́ı věta o změně měř́ıtka vzoru a obrazu:

a−nf(n) = Z−1 {F (az)}
F (a−1z) = Z {anf(n)}
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Posunut́ı

Věty o posunut́ı jsou velmi d̊uležité pro transformaci diferenčńıch rovnic na algebraické rovnice
v Z-rovině, podobně, jako je tomu u spojitých systémů s větami o obrazu derivaćı v Laplaceově
transformaci.

Z {f(n−m)} = z−mZ {f(n)} = z−mF (z) |∀n−m<0: f(n−m)=0

Z {f(n+m)} = zm

[
Z {f(n)} −

m−1∑
ν=0

f(ν)z−ν

]

= zm

[
F (z)−

m−1∑
ν=0

f(ν)z−ν

]

Transformace částečné sumy

Částečnou sumu posloupnosti f(n) lze transformovat jako

Z

{
n∑
ν=0

f(ν)

}
=

z

z − 1
F (z)

Z

{
n−1∑
ν=0

f(ν)

}
=

1

z − 1
F (z)

Transformace diferenćı

Pro m = 1, 2, . . . ,∞ a diference m-tého řádu

∆0f(n) = f(n),

∆1f(n) = f(n+ 1)− f(n),

∆mf(n) = ∆
[
∆m−1f(n)

]
plat́ı tato věta o transformaci diferenćı:

Z
{

∆1f(n)
}

= (z − 1)F (z)− f(0)z

Z
{

∆2f(n)
}

= (z − 1)2F (z)− f(0)z(z − 1) + ∆1f(0)z

Obraz konvoluce

Podobně, jako ve spojitém př́ıpadě, i pro Z-transformaci plat́ı tato věta o transformaci kon-
volučńı sumy:

Z {f(n) ∗ g(n)} = Z

{ ∞∑
m=0

f(n−m)g(m)

}
= F (z) ·G(z)

Derivace obrazu
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Jednoduchá derivace obrazu F (z) se na vzoru f(n) projev́ı jako násobeńı proměnnou n:

Z {nf(n)} = z
dF (z)

dz

2.4 Tabulka obraz̊u

Toto je pouze základńı tabulka obraz̊u Z-transformace, detailněǰśı tabulka je vystavena na
webových stránkách předmětu.

f(n) = Z−1 {F (z)} F (z) = Z {f(n)}
δ(n) 1

1(n)
1

1− z−1

an
1

1− a · z−1

n
z−1

(1− z−1)2

n · an−1 z−1

(1− az−1)2

3 Inverzńı Z-transformace

Definice

Zpětná Z-transformace má tvar integrálu podél uzavřené křivky C, která obsahuje všechny
singulárńı body funkce Y (z). Pro všechna n = 0, 1, . . . ,∞ plat́ı

y(n) =
1

2πi

∮
C
Y (z)zn−1dz ≡ Z−1 {Y (z)} .

Výpočet

Poté, co jsme vyřešili algebraickou rovnici a źıskali transformovaný obraz řešeńı Y (z), je třeba
tento obraz převést zpět do roviny diskrétńıho času na hledanou funkci y(n).

V zásadě lze použ́ıt dva postupy:

• zpětná transformace pomoćı definičńıho integrálu,

• rozklad řešeńı na součet parciálńıch zlomk̊u a použit́ı tabulek pro zpětnou transformaci
primitivńıch funkćı.

Pro praktické nasazeńı je samozřejmě výrazně vhodněǰśı druhá varianta.
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3.1 Parciálńı zlomky

Metoda výpočtu pomoćı parciálńıch zlomk̊u

Předpokládejme, že Y (z) =
Q(z)

N(z)
je racionálńı lomenou funkćı.

O racionálńı lomené funkci
Q(z)

N(z)
ř́ıkáme, že má nulové body z0ν , jestliže Q(z0ν) = 0 a že má

póly z∞µ, jestliže N(z∞µ) = 0.

Pokud má funkce
Q(z)

N(z)
jednoduché póly, potom

N(z) =
N∏
µ=1

(1− z∞µz−1) = (1− z∞1z
−1)(1− z∞2z

−1) . . . (1− z∞Nz−1)

Rozklad racionálńı lomené funkce na parciálńı zlomky

Q(z)

N(z)
=

N∑
µ=1

kµ
1− z∞µz−1

=
k1

1− z∞1z−1
+

k2
1− z∞2z−1

+ · · ·+ kN
1− z∞Nz−1

,

kde

kµ = lim
z→z∞µ

(1− z∞µz−1)
Q(z)

N(z)

Koeficienty kµ

kµ = lim
z→z∞µ

(1− z∞µz−1)
Q(z)

N(z)

= Q(z∞µ) lim
z→z∞µ

(1− z∞µz−1)
1

N(z)

= Q(z∞µ) lim
z→z∞µ

1

N(z)

1− z∞µz−1

= Q(z∞µ)
1

N ′(z∞µ)

Rozklad racionálńı lomené funkce na parciálńı zlomky

Pro jednoduchost budeme dále psát z∞µ → zµ. Pro |az−1| < 1 plat́ı

Z−1
{

1

1− az−1

}
= Z−1

{ ∞∑
n=0

anz−n

}
= an

dostaneme

Z−1
{
Q(p)

N(p)

}
= Z−1


N∑
µ=1

kµ
1− zµz−1

 =
N∑
µ=1

kµz
n
µ .
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T́ım jsme (již podruhé) dokázali vzorec pro zpětnou transformaci racionálńı lomené funkce
s jednoduchými póly.

4 Př́ıklady úloh řešených Z-transformaćı

4.1 Nab́ıdka – poptávka

Popis problému

Mikroekonomický model variace ceny vlivem nab́ıdky a poptávky popisuje pomoćı dvou di-
ferenčńıch rovnic vývoj ceny zbož́ı jako funkce nab́ıdky tohoto zbož́ı na trhu (1. rovnice) a
poptávky po tomto zbož́ı (2. rovnice).

Rovnice nab́ıdky ř́ıká, že nab́ıdka dnes záviśı na včereǰśı ceně a to tak, že nab́ıdka stoupá
s rostoućı cenou. Pro C > 0 plat́ı

n(k) = Cc(k − 1) +Ax(k). (1)

Rovnice poptávky ř́ıká, že poptávka dnes záviśı na dnešńı ceně a to tak, že poptávka klesá
s rostoućı cenou. Pro D > 0 plat́ı

p(k) = −Dc(k) + Bx(k). (2)

Diferenčńı rovnice

Rovnost nab́ıdky a poptávky
n(k) = p(k) (3)

pak vede na diferenčńı rovnici prvńıho řádu

c(k) +
C
D
c(k − 1) =

B −A
D

x(k). (4)

Transformace proměnných

Pro jednoduchost označ́ıme
C
D
≡ γ , B −A

D
≡ α.

Diferenčńı rovnice má v označeńı c(k) ≡ y(k) tvar

y(k) + γy(k − 1) = αx(k)

Z-transformace diferenčńı rovnice

Za předpokladu x(k) ≡ 1(k) dostaneme z rovnice

y(k) + γy(k − 1) = αx(k)

s použit́ım Z-transformace algebraickou rovnici

Y (z) + γz−1Y (z) =
α

1− z−1
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s řešeńım v rovině Z ve tvaru

Y (z) =
α

(1− z−1)(1 + γz−1)
.

Rozklad na parciálńı zlomky

Rozkladem na parciálńı zlomky

Y (z) =
α

(1− z−1)(1 + γz−1)
=

k1
1− z−1

+
k2

1 + γz−1
,

kde

k1 = lim
z→1

(1− z−1)Y (z) =
α

1 + γ
,

k2 = lim
z→−γ

(1 + γz−1)Y (z) =
αγ

1 + γ
.

Rozklad na parciálńı zlomky

Zpětná transformace funkce

Y (z) =
α

1 + γ

(
1

(1− z−1)
+

γ

1 + γz−1

)
vede na řešeńı diferenčńı rovnice

y(k) =
α

1 + γ

(
1− (−γ)k+1

)
1(k),

které v př́ıpadě stabilńıho trhu γ =
C

D
< 1 určuje limitńı velikost ceny

lim
k→∞

c(k) =
α

1 + γ
=
B −A
C +D

.

Řešeńı

Pro následuj́ıćı obrázek byly zvoleny hodnoty A = 100, B = 120, C = 3, D = 4.
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