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Konvoluce

V důsledku časové invariance dostáváme konvolučnı́ sumu

y(n) =
∞
∑

m=−∞

h(n − m)x(m) =

∞
∑

k=−∞

h(k)x(n − k) , (1)

která bývá občas značená

y(n) = h(n) ∗ x(n) . (2)
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Přı́klad časově invariantnı́ho systému

Uvažujme mikroekonomický systém variace ceny popsaný
diferenčnı́ rovnici

y(n) + ay(n − 1) = x(n) . (3)

Protože jej́ı koeficienty nezávisı́ na čase, tj. a nenı́ funkcı́ n,
zachovává tato rovnice tvar při záměně n → n − m tvar.
Impulsnı́ odezva je potom

h(n) = (−a)n1(n) (4)
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Přı́klad časově proměnného systému

Uvažujme diferenčnı́ rovnici

y(n) + ny(n − 1) = x(n) . (5)

Protože koeficient u y(n − 1) závisı́ na čase, nezachovává tato
rovnice tvar při záměně n → n − m tvar. Impulsnı́ odezvu lze
psát ve tvaru

h(n) = (−1)nn!1(n) (6)
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Kauzálnı́ syst ém

Výstupnı́ signál y(n) kauzálnı́ho systému závisı́ pouze na
současných a minulých hodnotách vstupnı́ho signálu
{x(n), x(n − 1), x(n − 2), . . . } takže v konvolučnı́ sumě (1)

y(n) =
∞
∑

k=−∞

h(k)x(n − k) (7)

=

−1
∑

k=−∞

h(k)x(n − k) +
∞
∑

k=0

h(k)x(n − k)

musı́me položit všechny členy impulsnı́ odezvy h(k) = 0 pro
k < 0.
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Kauzálnı́ systém

Konvolučnı́ suma pro lineárnı́, časově invariantnı́ a kauzálnı́
systém má tvar

y(n) =
∞
∑

k=0

h(k)x(n − k) . (8)

Jestliže navı́c budeme požadovat, aby vstupnı́ a výstupnı́
signály měly dobře definovaný počátek, tj. aby
x(n) 6= 0, y(n) 6= 0 pouze pro n ≥ 0, potom platı́

y(n) =
n

∑

k=0

h(k)x(n − k) =
n

∑

k=0

x(k)h(n − k) . (9)
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Spojitý syst ém

V přı́padě spojitého času postupujeme podobně a odvodı́me
pro lineárnı́ časově invariantnı́ systém konvolučnı́ integrál

y(t) =
∫

∞

−∞

x(τ)h(t − τ)dτ =

∫

∞

−∞

h(τ)x(t − τ)dτ . (10)

Uvedený integrál opět nazýváme konvolucı́ a velmi často ho
označujeme jako

y(t) = h(t) ∗ x(t) . (11)
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Spojitý systém

Funkce h(t) se nazývá impulsnı́ odezva. Jedná se o výstup
systému, na jehož vstupu se uplatnı́ Diracův impuls x(t) = δ(t).
Platı́ totiž

y(t) =
∫

∞

−∞

h(τ)δ(t − τ)dτ = h(t) . (12)
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Kauzálnı́ systém

Z důvodů, které klademe na kauzálnı́ chovánı́ systému je

y(t) =

∫

∞

−∞

h(τ)x(t − τ)dτ (13)

=

∫ 0

−∞

h(τ)x(t − τ)dτ +

∫

∞

0
h(τ)x(t − τ)dτ

musı́me položit hodnoty impulsnı́ odezvy h(t) = 0 pro t < 0. a
Konvolučnı́ integrál pro lineárnı́, časově invariantnı́ a kauzálnı́
systém má tvar

y(t) =
∫

∞

0
h(τ)x(t − τ)dτ . (14)
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Lineárnı́ a nelineárnı́

Spojitý stavový syst ém Diskr étnı́ stavový syst ém

u(t) . . . vstupnı́ (řı́dı́cı́) vektor u(n) . . . vstupnı́ (řı́dı́cı́) vektor
x(t) . . . stavový vektor x(n) . . . stavový vektor
y(t) . . . výstupnı́ vektor y(n) . . . výstupnı́ vektor

Obecný tvar stavových rovnic Obecný tvar stavových rovnic

ẋ(t) = f(x(t), u(t), t) x(n + 1) = f(x(n),u(n), n)
y(t) = g(x(t), u(t), t) y(n) = g(x(n), u(n), n)
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Stacionárnı́ a nestacionárnı́

Spojitý stavový syst ém Diskr étnı́ stavový syst ém

u(t) . . . vstupnı́ (řı́dı́cı́) vektor u(n) . . . vstupnı́ (řı́dı́cı́) vektor
x(t) . . . stavový vektor x(n) . . . stavový vektor
y(t) . . . výstupnı́ vektor y(n) . . . výstupnı́ vektor

Lineárnı́ stavový systém Lineárnı́ stavový systém

ẋ(t) = A(t) x(t) + B(t) u(t) x(n + 1) = M(n) x(n) + N(n) u(n)
y(t) = C(t) x(t) + D(t)u(t) y(n) = C(n) x(n) + D(n)u(n)

A(t) je matice systému (n × n) M(n) je matice systému
B(t) je matice vstupů (řı́zenı́) (n × r ) N(n) je matice vstupů (řı́zenı́)
C(t) je výstupnı́ matice (m × n) C(n) je výstupnı́ matice
D(t) je výstupnı́ matice (m × r ) D(n) je výstupnı́ matice
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Stacionárnı́ a nestacionárnı́

Spojitý stavový syst ém Diskr étnı́ stavový syst ém

u(t) . . . vstupnı́ (řı́dı́cı́) vektor u(n) . . . vstupnı́ (řı́dı́cı́) vektor
x(t) . . . stavový vektor x(n) . . . stavový vektor
y(t) . . . výstupnı́ vektor y(n) . . . výstupnı́ vektor

Lineárnı́ stacionárnı́ stavový systém Lineárnı́ stacionárnı́ stavový systém

ẋ(t) = A x(t) + B u(t) x(n + 1) = M x(n) + N u(n)
y(t) = C x(t) + Du(t) y(n) = C x(n) + Du(n)

A je matice systému (n × n) M je matice systému
B je matice vstupů (řı́zenı́) (n × r ) N je matice vstupů (řı́zenı́)
C je výstupnı́ matice (m × n) C je výstupnı́ matice
D je výstupnı́ matice (m × r ) D je výstupnı́ matice
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Vnitřnı́ popis spojitého systému

∫
u(t) ẋ(t) x(t) y(t)

C

D

B

A

Obrázek: Blokové schéma spojitého lineárnı́ho systému
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Vnitřnı́ popis diskrétnı́ho systému

z−1
u(n) x(n + 1) x(n) y(n)

C

D

N

M

Obrázek: Blokové schéma diskrétnı́ho lineárnı́ho systému
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Cykloida

Pohyb po cykloidě je popsán parametrickou soustavou rovnic

x1(t) ≡ x = at − b sin t ,

x2(t) ≡ y = a − b cos t ,

která je pro počátečnı́ podmı́nky

x1(0) = 0 a x2(0) = a − b

dána řešenı́m stavové rovnice

d
dt

[

x1(t)
x2(t)

]

=

[

0 1
−1 0

] [

x1(t)
x2(t)

]

+

[

0
a

]

t .
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Cykloida

XY Graph
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ScopeIntegrator 1

1
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Obrázek: Model cykloidy
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Cykloida

Obrázek: Graf cykloidy
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Vlci a ovečky

Nelineárnı́ stavový model vlci a ovečky, který je znám v
literatuře jako Lotka - Volterra predator-prey model, se týká
populace ovcı́ popsané stavovou proměnnou x1(t) a populace
vlků popsané stavovou proměnnou x2(t).

Dynamický model je dán nelineárnı́ soustavou stavových rovnic

d
dt

x1(t) = a x1(t)− b x1(t)x2(t),

d
dt

x2(t) = −c x2(t) + d x1(t)x2(t).
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Vlci a ovečky

Uvedený model můžeme snadno interpretovat. Žij́ı-li ovce a vlci
odděleně, pro ovce platı́ rovnice

d
dt

x1(t) = a x1(t),

jej́ımž řešenı́m je exponenciálnı́ růst

x1(t) = x1(0)eat ,

zatı́mco vlci bez potravy

d
dt

x2(t) = −c x2(t)

exponenciálně hynou,

x2(t) = x2(0)e−ct .
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Vlci a ovečky

Počet sežraných ovcı́ a nasycených vlků je úměrný počtu jejich
setkánı́, tj. součinu

x1(t)x2(t)

a počet ovcı́ klesá úměrně s

−b x1(t)x2(t),

zatı́mco se vlci maj́ı dobře a jejich počet stoupá úměrně s

d x1(t)x2(t).
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Vnitřnı́ popis diskrétnı́ho systému

Sum1

Sum

Product

Mux

Mux 1
s

Integrator1

1
s

Integrator

Graph

-0.2

Gain4

0.003

Gain3

-0.006

Gain2

0.2

Gain

prof. Miroslav Vlček K611MSAP – 3. přednáška
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Vnitřnı́ popis diskrétnı́ho systému
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Obrázek: Průběh populacı́ vlků a oveček
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MSaP - domácı́ úkol č. DU-1

zadánı́ 13. a 14. 3. 2012 odevzdánı́ 20. resp. 21. 3. 2012
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Problém 1
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Původnı́ signál EEG

Signál EEG vyhlazený klouzavým průměrem délky 5
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Problém 1

Na obrázku je uveden přı́klad použitı́ klouzavého průměru.
Klouzavý průměr je nejpoužı́vanějšı́ metoda analýzy dat.
Vyhlazuje prudké výkyvy. Jednoduchý klouzavý průměr y(n) z
naměřených dat x(n) v pěti následuj́ıcı́ch obdobı́ch má tvar

y(n) =
1
5
(x(n) + x(n − 1) + x(n − 2) + x(n − 3) + x(n − 4)) .

Vašı́m úkolem je:

• Napočı́tat klouzavý průměr y(n) délky 5 pro prvnı́ch deset
členů jednotkového skoku x(n) ≡ 1(n).

• Nakreslit průběh jednotkového skoku a odpovı́daj́ıcı́ho
klouzavého průměru.

• Určit jaký tvar bude mı́t vzorec pro klouzavý průměr délky ℓ.
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Problém 2

Dynamický systém je popsán diferenciálnı́ rovnicı́ tvaru

ÿ(t) + α2
0(1 + sinω0t) y(t) = cosΩt .

Určete zda uvedený systém je

• spojitý/nespojitý

• autonomnı́/neautonomnı́

• lineárnı́/nelineárnı́

• časově invariantnı́/ časově proměnný
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