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prof. Miroslav Vlček MSP-4. přednáška
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Systém druhého řádu

Diferenčnı́ rovnice druhého řádu s počátečnı́mi podmı́nkami ve
tvaru

y(n + 2) + α1 y(n + 1) + α0 y(n) = u(n) (1)

y(0) = γ1 a y(1) = γ2, (2)

udává vztah vstupu u(n) a výstupu y(n) diskrétnı́ho LTI
systému
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Systém druhého řádu

Tento vnějšı́ popis převedeme na stavový popis volbou
stavového vektoru

x1(n) = y(n) ,

x2(n) = y(n + 1) .
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Systém druhého řádu

Dosadı́me za y(n + 1) = x2(n) a y(n + 2) = x2(n + 1) do
původnı́ diferenčnı́ rovnice a je

x2(n + 1) = −α1 x2(n)− α0 x1(n) + u(n) . (3)

Současně platı́

x1(n + 1) = y(n + 1) = x2(n) . (4)
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Systém druhého řádu

Dostáváme tak
[

x1(n + 1))
x2(n + 1)

]

=

[

0 1
−α0 −α1

] [

x1(n)
x2(n)

]

+

[

0
1

]

u(n) (5)

nebo
[

x1(n + 1))
x2(n + 1)

]

= M
[

x1(n)
x2(n)

]

+ N u(n), (6)

resp.

M =

[

0 1
−α0 −α1

]

N =

[

0
1

]
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Systém druhého řádu

Rovnici pro výstup vyjádřı́me z definice stavových veličin

y(n) =
[

1 0
]

[

x1(n)
x2(n)

]

+ 0 u(n) . (7)

Matice D je tedy nulová a pro výstupnı́ matici dostáváme

C =
[

1 0
]

. (8)

Lineárnı́ systém, který má matici D nulovou, se nazývá ryzı́
systém. Je vhodné podotknout, že počátečnı́ podmı́nky se
transformuj́ı do stavového popisu takto

y(0) = γ1 = x1(0) a y(1) = γ2 = x2(0).
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Model fakulta

Přı́klad 3 Vznik nové fakulty a hledánı́ odpovědı́ na různé
otázky souvisej́ıcı́ s počty studentů jsou ukázkou diskrétnı́ho
stavového systému, ve kterém složka stavového vektoru xi

reprezentuje počet studentů v i-tém ročnı́ku. Předpokládejme
dále, že do prvnı́ho ročnı́ku budeme přij́ımat pravidelně každý
rok u(n) studentů.

• Jestliže z každého ročnı́ku postoupı́ bez potı́žı́ a1xi

studentů, opakuje a2xi studentů a fakultu opustı́ a3xi

studentů, kde a1 + a2 + a3 = 1, nalezněte počty
absolventů, pokud úspěšnost u státnı́ch závěrečných
zkoušek je a, pro které platı́ a ≡ a(5)

1 .

• Nalezněte celkový počet studentů, kteřı́ studuj́ı v jednom
akademickém roce na fakultě.
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Model fakulta

Obrázek: Model jednotlivého ročnı́ku.
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Model fakulta

Stavový popis této vzorové situace je
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Model fakulta

Nebo se můžeme ptát, jaký je celkový počet studentů na fakultě
v určitém roce. Potom pro výstup obdržı́me

y(n) =
[

1 1 1 1 1
]
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Vztah mezi diskrétnı́m a spojitým popisem

Spojitý systém popsaný stavovými rovnicemi

ẋ(t) = A x(t) + B u(t), (9)

y(t) = C x(t) + Du(t), (10)

můžeme převést na ekvivalentnı́ diskrétnı́ systém tak, že čas t
nahradı́me diskrétnı́mi časovými okamžiky t = nT , kde T je
vzdálenost mezi následuj́ıcı́mi časovými okamžiky.
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Vztah mezi diskrétnı́m a spojitým popisem

Všechny veličiny měřı́me pouze v čase t = nT a proto

x(t) = x(nT ) ≡ x(n),

y(t) = y(nT ) ≡ y(n),

u(t) = u(nT ) ≡ u(n).

Derivaci stavu ẋ(t) nahradı́me v prvnı́m přibĺıženı́ prvnı́
diferencı́

ẋ(t) ≈
x((n + 1)T )− x(nT )

T
=

1
T
(x(n + 1)− x(n))
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Vztah mezi diskrétnı́m a spojitým popisem

Obrázek: Tečna (spojitý systém) a sečna (diskrétnı́ systém) v bodě
křivky
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Stavové rovnice z diferenciálnı́ rovnice n-tého řádu

Předpokládejme, že spojitý LTI systém je popsán diferenciálnı́
rovnicı́

y (n)(t) + an−1y (n−1)(t) + · · ·+ a1y (1)(t) + a0y(t) = u(t) (11)

Ukážeme nynı́, jak se koeficienty diferenciálnı́ rovnice objevı́ ve
stavových maticı́ch. Postup je zobecněnı́m přı́kladu LTI
systému 2. řádu.
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Stavové rovnice z diferenciálnı́ rovnice n-tého řádu

Stavové veličiny voĺıme jako derivace hledaného řešenı́ y(t)
takto

x1(t) = y(t) ,

x2(t) = y (1)(t) ,

x3(t) = y (2)(t) ,
...

xn(t) = y (n−1)(t) ,
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Stavové rovnice z diferenciálnı́ rovnice n-tého řádu

Ze soustavy (13) a diferenciálnı́ rovnice plyne postupně

ẋ1(t) = x2(t) ,

ẋ2(t) = x3(t) ,
...

ẋn−1(t) = xn(t) ,

ẋn(t) = u(t)− a0x1(t)− a1x2(t)− . . . − an−1xn(t) ,
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Stavové rovnice z diferenciálnı́ rovnice n-tého řádu
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Stavové rovnice z diferenciálnı́ rovnice n-tého řádu

V souladu s obecným značenı́m pro stavový popis LTI systémů
označı́me

A =
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Stavové rovnice z diferenciálnı́ rovnice n-tého řádu

Dále platı́

y =
[

1 0 0 0 . . . 0
]















x1(t)
x2(t)
x3(t)

...
xn(t)















,

takže
C =

[

1 0 0 0 . . . 0
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a
D =
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0
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.
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Stavové rovnice z diferenciálnı́ rovnice n-tého řádu

Počátečnı́ podmı́nky maj́ı tvar

y(0) = x1(0) = c1 ,

y (1)(0) = x2(0) = c2 ,

y (2)(0) = x3(0) = c3 ,

...

y (n−1)(0) = xn(0) = cn .
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Přı́klad 4 Dva vozı́ky s hmotnostı́ m1 a m2 jsou spojeny
pružinou, která má koeficient pružnosti κ.

f(t)
✲

♠❡ ♠❡

y1(t)✲

m1 κ��❅
❅❅�� ♠❡ ♠❡

y2(t)✲

m2

Podle obrázku působı́ na prvnı́ vozı́k hnacı́ sı́la f (t).
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Polohy vozı́ků jsou y1(t) a y2(t), takže při zanedbánı́ třenı́ maj́ı
pohybové rovnice tvar

m1 ÿ1(t) = f (t) + κ (y2(t) − y1(t)) ,

m2 ÿ2(t) = −κ (y2(t)− y1(t)) .

Máme sestavit stavové rovnice pro systém dvou vozı́ků.
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Položı́me

x1(t) = y1(t) , x2(t) = y2(t) ,

x3(t) = ẏ1(t) , x4(t) = ẏ2(t)

a dostáváme soustavu rovnic

ẋ1(t) ≡ ẏ1(t) = x3(t) ,

ẋ2(t) ≡ ẏ2(t) = x4(t) ,

ẋ3(t) ≡ ÿ1(t) =
κ

m1
(x2(t)− x1(t)) +

1
m1

f (t)

ẋ4(t) ≡ ÿ2(t) = −

κ

m2
(x2(t) − x1(t))
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kterou již snadno převedeme na stavový popis















ẋ1(t)

ẋ2(t)

ẋ3(t)

ẋ4(t)















=



















0 0 1 0

0 0 0 1

−

κ

m1

κ

m1
0 0

κ

m2
−

κ

m2
0 0

































x1(t)

x2(t)

x3(t)

x4(t)















+

















0

0

1
m1

0

















f (t)

(12)
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a

y =
[

0 1 0 0
]















x1(t)

x2(t)

x3(t)

x4(t)















. (13)
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Máme matice stavového popisu ve tvaru

A =



















0 0 1 0

0 0 0 1

−

κ

m1

κ

m1
0 0

κ

m2
−

κ

m2
0 0



















B =

















0

0

1
m1

0

















(14)

a
C =

[

0 1 0 0
]

(15)
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