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Uloha a)

) vozidlo

- ~ tlumic (kq)
pérovani (k)

y(t) = xa(t)
............ pneumatika (k)
X3 (t)
u(t)l cesta

o = E E T 9Dac




Uloha a)

Na obrazku je model zavéseni kola vozidla a jeho odpruzeni s
koeficienty tuhosti ki, ks a kq. Jestlize plati pohyboveé rovnice

M X3(t) + Kt [x3(t) — u(t)] — ks [xa(t) — Xa(t)] —Ka [Xa(t) — X3(t)]
0,
M Xy (t) + ks [X1(t) —X3(t)] +Ka [Xa(t) — X3(t)]
0,
1)

naleznéte stavovy popis s pouZitim vektoru stavovych
proménnych

(X1 (t) X2 (t) X3 (t) Xa(t)] -




Uloha b)

Dynamicky LTI systém je popsan soustavou diferencnich rovnic
tvaru

xi(n+1) = —axx(n)
Xo(n+1) = axi(n)—u(n).

Pro y(n) = x1(n) odvodte diferen¢ni rovnici druhého fadu pro
proménnou y(n), ktera prislusi vnéjSimu popisu.




Domaci ukol Cislo 2

Termin odevzdani na web 3. pfipadné 4. dubna t.r.




Domaci Gkol 2 Prémiovy Gkol 1 Matematické naradi - Laplaced

Model fakulta - prémiovy Ukol Cislo 1

Na zakladé vyrognich zprav o &innosti Fakulty dopravni CVUT z
let 2005 - 2010, které naleznete na strankach
http://www.fd.cvut.cz/strucne-o-fakulte/vyrocni-zpravy.html ,
sestavte model 4-letého bakalarského a 2-letého
magisterského studia, ktery zahajilo v akademickém roce
2004/2005. Stavovy model nastavte tak, aby odpovidal poctu
studentll zapsanych do vSech roc¢nikd jak je naleznete ve
zpravach o ¢innosti. Model sestavte v SIMULINKu a prokaZzte
Ciselnou shodu s Gdaji uvednymi v téchto zpravach.

[m] = = =

) QA C



Prémiovy Gkol Cislo 1

Prvnich pét Gspésnych fesiteld obdrzi za spravné feseni 2
body zapocitavané ke zkouSce. Konec soutéZe je 3. dubna t.r.




Dlvody pro pouziti Laplaceovy transformace

Laplaceova transformace vyznamné zjednodusSuje nékteré
operace, napr.

e derivace = nasobeni proménnou p

e integrace = déleni proménnou p

e diferencialni rovnice n-tého fadu s konstantnimi koeficienty
= algebraické rovnice n-tého fadu

e konvoluce f(t) x g(t) = nasobeni F(p)G(p)




Laplaceova transformace - definice

Laplaceova transformace funkce f(t), ktera je nanejvys
polynomialniho ristu

f(t) = ag + ast + apt? + --- + apt"

je definovana integralem

E(p) = /f(t)e‘ptdt — L[F(1)].
0

Funkci f(t) nazyvame vzorem a funkci F (p) Laplaceovym
obrazem.




Laplaceova transformace - definice

Zpétna Laplaceova transformace ma tvar integralu podél kfivky
v komplexni roviné p
C+ioo

f(t) = Zim F(p)ePidp = L1 [F(p)].

c—ioo
Praktické pocitani zpétné Laplaceovy transformace vychazi z

residuoveé véty, ktera pro racionalné lomené funkce v proménné
p vede v operatorovém poctu na Heavisideovu vétu 1.

10liver Heaviside 1850-1925 Or <@r <=r<=r» = Dal




Laplaceova transformace - vlastnosti

e Laplaceova transformace je linearni

E[Zakfk(t)] = > al[f(t)] =) akFk(p)
k k k
£t [Z bmFm(p)]

D bl [Fmn(p)] = Y bufm(t)




Laplaceova transformace - vlastnosti

e Véta 0 zméné méritka
Fo)=cli] = 2F (2) = Lif(an)

DUkaz: substituci at = 7

a a

Llf(at)] = 7f(at>e—ptdt = ff(f)e—ngdT e ()
0 0

QED?

2Quod erat demonstrandum - zavére¢na formule diikazusEukleidovch = oo




Laplaceova transformace - vlastnosti

e Véta 0 zméné méritka

(O =ctFEL 5t (5) = £ FoR)

VSechny integralni transformace (Laplace, Fourier, Wavelets)
podléhaji Hesienbergové principu neurcitosti.

freq freq

time fime

Obrazek: Casové-kmitottové rozlieni %




Laplaceova transformace - vlastnosti

e Véta o posunuti
Lft—7)] = e P L[f(t)]

DUkaz: substitucit — 7 =

Cl(t—r)] = /f(t e Pt = /f(z?)e P(r+0) g

— /f e Pldy + e~ pT/f(z?e Podq

[e.9]

= e"‘”/f(z&‘)e"‘”ﬁﬁl =e P"F(p)

° o

QED o> < = = T 9ac




Laplaceova transformace - vlastnosti

e VVéta o konvoluci
LIft)xg(t)] =L {/f(t T)g(T)dT] = F(p)G(p)
0

Dilkaz: se snaze provadi v diskrétnim case

Dusledek

£ly® = [Tnex - dr| < ¥ e) =HEXE)




Laplaceova transformace - vlastnosti

e VVéta o obrazu derivace funkce

L[f(t)_] = F(p)
Ef(t) = pF(p)—f(0+)
o
£ gtzf(t) = p?F(p) — pf(0+) — f'(0+)
E_((jjtr:‘f(t)- = P"F(p) — p"H(0+) — p"AH(04) .. — " D(04)




Laplaceova transformace - vlastnosti

e VVéta o obrazu derivace funkce
Diikaz: integrovanim per partés

L[%f(t)] = /Ooo%f(t)e—ptdt
= [0S~ () [ e et
= —f(0+) + pF(p).

Opakovanim tohoto procesu ziskame postupné

d2
£| G 0] = pFE) - pr(0+) - 0

QED s




Laplaceova transformace - vlastnosti

e Véta o obrazu integralu funkce

c [/f(f)dT] - %F(p)
0

Diikaz: integrovanim per partés

L |:/tf(7')d7'] = /000 (/tf(T)dT) e Pldt
0 0
- [fuowee] 5 oo

= Fo i




Laplaceova transformace - tabulky

f(t) =L [F(p)] F(p) = LIf(t)]

C+ioo

f(t)=2i7Ti / F (p)e™dp F(p):/f(t)e—ptdt
0

c—ioo

5(t) 1
1
1(t) 5

o = E E T 9Dac




Laplaceova transformace - tabulky

f(t) = L7 [F(p)] F(p) = L[f(t)]
e~ ot 1
p+a
. w
sin wt m
p
cos wt m




Laplaceova transformace - tabulky

f(t) = L1 [F(p)] F(p) = L[f(t)]
e~ sinwt Dol
et coswt %

n!
tn

pl’H—l




Laplaceova transformace - tabulky

f(t) =L [F(p)] F(p) = L[f(t)]
tne—at n
(p + a)n+1
2 _ 2
t cos wt (;JFW
. 2w
tsinwt ﬁ




Laplaceova transformace - priklad 1

Integracni RC ¢lanek

uy(t)

Diferencialni rovnici jsme si jiz odvodili

Rcd“st(t) +ug(t) = ug(t).




Laplaceova transformace - priklad 1

1 . :
Proa = =C a vstupni uy(t) = Upl(t) je

dy (t)

T + ay(t) = OtUol(t)

ProtoZe je to diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty,
mlZeme pouZit Laplaceovu transformaci a jeji viastnosti

L {d);—it) +ay(t) = anl(t)} ,

a obdrzime algebraickou rovnici pro neznamou Y (p)

1
pY (p) —y(0) +aY (p) = aUo—. ’
P J8

o = E E T 9Dac




Laplaceova transformace - priklad 1

Rovnici upravime tak, Ze neznama bude na levé strané a
vSechny znamé konstanty na strané pravé

(P+a)Y(p) = an% +y(0).

a nalezneme feSeni v roviné p

aUg y(0) _Uo Yo Jr)/(0)
p(p+a) p+a p pt+ta pta

Y(p) =

S pomoci tabulek pak miiZeme nalézt pro t > 0 feSeni

y(t) =Uo(1—e ") +y(0)e™




Laplaceova transformace - priklad 1

u®
o

L L
0 5 10 15
t

Obrazek: Prlibéh nabijeni v zavislosti na hodnoté pocate¢niho stavu,
tedy zbytkového napéti y(0) = OV ay(0) = 4V




Laplaceova transformace - priklad 2

UvaZuijte LTI systém, ktery je pro t > 0 popsan namérenymi
hodnotami vstupu x(t) = et + e~3t a vystupu y(t) = te =3,
Jak nalezneme impulsni odezvu?




Laplaceova transformace - priklad 2

ProtoZe plati

1 1 p+2

XP) = 51 553 2 0019
1

Y(p) = (P+3)2

aprotoZze Y (p) = H(p)X(p) je

Y (p)

H(p) = p+1 1 [ 2 1 ]

P+3 p+2]°

1
X(p) 2(+2)(p+3) 2




Laplaceova transformace - priklad 2

S pomoci tabulek pak mizeme nalézt prot > 0 feSeni
h(t) =e 3t — le 2.

05

0.4

0.3

0.2

01

of

he)

-0.1F

-0.2

-03F

-04f

05 1 I I I I | I 1 .
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 %
t
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