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® Zpétna Laplaceova transformace - priklady




Zpétna Laplaceova transformace - nasobné poly

Je ziejmé, Ze v inverzni transformaci hraji vysadni roli poly
racionalni lomené funkce. Proto se v dalSim mlzeme zabyvat
pouze takovymi racionalné lomenymi funkcemi, jejichz Citatel je
jednotkovy

H(p)zw-

Jestlize tedy

N(p) = (p — p2)™(p — P2)2...(p — pn)™

ma nasobné koreny, potom inverzni Laplaceova transformace
ma tvar...




Zpétna Laplaceova transformace - nasobné poly
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Zpétna Laplaceova transformace - nasobné poly

Koeficienty k,(f'") mlZeme ziskat nasledujicim postupem.

Necht napfiklad
N(P) = (P —2)*(p+5)(p + 7).
Rozklad na parcialni zlomky hledame ve tvaru

1 kP kY kg
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Zpétna Laplaceova transformace - nasobné poly

Vynasobime rovnici lenem (p — 2)?

(p—2)?
(P—2)2(p+5)(p+7)

=k +kMp-2)+

ko(p —2)%  ks(p—2)?
_l’_
p+5 p+7

a nalezneme limitu pro p — 2,

1 (2)

(245)(2+7) K




Zpétna Laplaceova transformace - nasobné poly

Odecteme-li vyraz m od obou stran plvodni rovnice
dostavame
1 B 1
(P—22%(p+5)(p+7) 63(p—2)>

kW Lk ke

p-2 p+5 p+7
resp. rovnici

1 —(p + 14) k:{l) k2 k3
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Zpétna Laplaceova transformace - nasobné poly

pro kterou se vypocet k,, redukuje na pfipad s jednoduchymi

poly a plati
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Obecné resSeni diferencialni rovnici druhého radu

Diferencialni rovnici

y(t) + 2ay(t) + (8% + by (t) = u(t)
s pocatecnimi podminkami ve tvaru

y(0)=c1 a y(0)=co,

feSime pomoci Laplaceovy transformace.




Obecné resSeni diferencialni rovnici druhého radu

ProtoZe plati
L(%y(t)) = pY(p) —y(0)
2
c (%y(t)) — p2Y(p) - py(0) — y(0)

nalezneme Laplaceovou transformaci diferencialni rovnice jeji
algebraicky tvar

p2Y (p)—py(0)—y(0)+2a(pY (p)—y(0))+(a*+b?)Y (p) = U(p).




Obecné resSeni diferencialni rovnici druhého radu

VyreSime predchozi rovnici vzhledem k obrazu vystupni
veli¢iny Y(p) a dostavame

(p?+2ap + (a2 + b)) Y (p) = U(p) + Py (0) +Y(0) +2ay(0)

nebo

U(p) +c2 + (p + 2a)cy
(p+a+ib)(p+a—ib)

Y(p) =




Obecné resSeni diferencialni rovnici druhého radu

Pfenosova funkce H(p) je definovana jako podil obrazu vystupu

k obrazu vstupu % pro nulové pocatecni podminky a tedy
Y (p) 1

") =Tp) = prard)pra_)




Obecné resSeni diferencialni rovnici druhého radu

Impulsni odezvu urcime jako zpétnou Laplaceovu transformaci
prenosové funkce

L-Y(H(p)) = £ (W} _ %e—a* sin bt

0 1 2 3 At 5 6 7 8
—

Obrazek: Impulsni odezva %




Obecné resSeni diferencialni rovnici druhého radu

Pfechodovou odezvu s(t) ur€ime zpétnou Laplaceovu
: 1
transformaci s(t) = E—l(H(p)B)

o (p((p+z:)2+b2)) £ (ahlrb2 [% - (pf;r)zzi bz]) -

_ o1 1 1 p+a B a

B a2+b2|p (p+a2+b2 (p+a)?+b2
1

a2+ b?

[1 —e ¥ cosht — %e‘at sin bt} )




Obecné resSeni diferencialni rovnici druhého radu
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Zpétna Laplaceova transformace - pfiklad 3

Ukazte, ze
2 7a2
-1 zp(p2+2 ) ~| = cos®at
(p* +a%)(p* + 92%)

E 051
v
8 of

o 1 2 3 N 6 7 8

Obrazek: Priibéh funkce cos® at pro a = /2. %

o < =» «=» T 9Dar




Zpétna Laplaceova transformace - pfiklad 3

Pouzijeme-li vztah
cos3at = 4cos®at — 3cosat,

mame podle tabulek

3 — _ p 3p
L [4cos at} = L[cos3at + 3cosat] = 0+ 922 + 2t az
ktery snadno upravime do tvaru
p 3p 3p? + 27a% + p? + a? p? +7a?

pProa prral P (p?ra?)(p? o) " (p?+a?)(p 9a%)

QED
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