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Zpětná Laplaceova transformace - násobné póly

Je zřejmé, že v inverznı́ transformaci hraj́ı výsadnı́ roli póly
racionálnı́ lomené funkce. Proto se v dalšı́m můžeme zabývat
pouze takovými racionálně lomenými funkcemi, jejichž čitatel je
jednotkový

H(p) =
1

N(p)
.

Jestliže tedy

N(p) = (p − p1)
β1(p − p2)

β2 . . . (p − pn)
βn

má násobné kořeny, potom inverznı́ Laplaceova transformace
má tvar...
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Zpětná Laplaceova transformace - násobné póly
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Zpětná Laplaceova transformace - násobné póly

Koeficienty k (βm)
µ můžeme zı́skat následuj́ıcı́m postupem.

Necht’ napřı́klad

N(p) = (p − 2)2(p + 5)(p + 7).

Rozklad na parciálnı́ zlomky hledáme ve tvaru

1
(p − 2)2(p + 5)(p + 7)

=
k (2)

1

(p − 2)2 +
k (1)

1

p − 2
+

k2

p + 5
+

k3

p + 7
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Zpětná Laplaceova transformace - násobné póly

Vynásobı́me rovnici členem (p − 2)2

(p − 2)2

(p − 2)2(p + 5)(p + 7)

= k (2)
1 + k (1)

1 (p − 2) +
k2(p − 2)2

p + 5
+

k3(p − 2)2

p + 7

a nalezneme limitu pro p → 2,

1
(2 + 5)(2 + 7)

= k (2)
1
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Zpětná Laplaceova transformace - násobné póly

Odečteme-li výraz
1

63(p − 2)2 od obou stran původnı́ rovnice

dostáváme

1
(p − 2)2(p + 5)(p + 7)

−
1

63(p − 2)2

=
k (1)

1

p − 2
+

k2

p + 5
+

k3

p + 7

resp. rovnici

1
63

[

−(p + 14)
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=
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+
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,
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Zpětná Laplaceova transformace - násobné póly

pro kterou se výpočet kµ redukuje na přı́pad s jednoduchými
póly a platı́

k (1)
1 = −

24

72 × 92 ,

k2 =
1

2 × 72 ,

k3 = −
1

2 × 92 .
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Obecné řešenı́ diferenciálnı́ rovnici druhého řádu

Diferenciálnı́ rovnici

ÿ(t) + 2aẏ(t) + (a2 + b2)y(t) = u(t)

s počátečnı́mi podmı́nkami ve tvaru

y(0) = c1 a ẏ(0) = c2,

řešı́me pomocı́ Laplaceovy transformace.
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Obecné řešenı́ diferenciálnı́ rovnici druhého řádu

Protože platı́

L

(

d
dt

y(t)
)

= pY (p)− y(0)

L

(

d2

dt2 y(t)
)

= p2Y (p)− py(0)− ẏ(0)

nalezneme Laplaceovou transformacı́ diferenciálnı́ rovnice jej́ı
algebraický tvar

p2Y (p)−py(0)−ẏ(0)+2a(pY (p)−y(0))+(a2+b2)Y (p) = U(p).
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Zpětná Laplaceova transformace Obecné řešenı́ diferenciálnı́ rovnici druhého řádu Zpětná Laplaceova transformace - přı́klady

Obecné řešenı́ diferenciálnı́ rovnici druhého řádu

Vyřešı́me předchozı́ rovnici vzhledem k obrazu výstupnı́
veličiny Y(p) a dostáváme
(

p2 + 2ap + (a2 + b2)
)

Y (p) = U(p) + py(0) + ẏ(0) + 2ay(0)

nebo

Y (p) =
U(p) + c2 + (p + 2a)c1

(p + a + ib)(p + a − ib)
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Obecné řešenı́ diferenciálnı́ rovnici druhého řádu

Přenosová funkce H(p) je definována jako podı́l obrazu výstupu

k obrazu vstupu
Y (p)
U(p)

pro nulové počátečnı́ podmı́nky a tedy

H(p) =
Y (p)
U(p)

=
1

(p + a + ib)(p + a − ib)
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Obecné řešenı́ diferenciálnı́ rovnici druhého řádu

Impulsnı́ odezvu určı́me jako zpětnou Laplaceovu transformaci
přenosové funkce

L−1(H(p)) = L−1

(

1
(p + a)2 + b2

)

=
1
b

e−at sin bt
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Obrázek: Impulsnı́ odezva
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Obecné řešenı́ diferenciálnı́ rovnici druhého řádu

Přechodovou odezvu s(t) určı́me zpětnou Laplaceovu

transformaci s(t) = L−1(H(p)
1
p
)

L
−1

(

1
p((p + a)2 + b2)

)

= L
−1

(

1
a2 + b2

[

1
p
−

p + 2a
(p + a)2 + b2

])

=

= L
−1

(

1
a2 + b2

[

1
p
−

p + a
(p + a)2 + b2 −

a
(p + a)2 + b2

])

=
1

a2 + b2

[

1 − e−at cos bt −
a
b

e−at sin bt
]

.
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Obecné řešenı́ diferenciálnı́ rovnici druhého řádu
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Obrázek: Přechodová odezva
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Zpětná Laplaceova transformace - přı́klad 3

Ukažte, že

L
−1

[

p(p2 + 7a2)

(p2 + a2)(p2 + 9a2)

]

= cos3 at
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Obrázek: Průběh funkce cos3 at pro a = π/2.
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Zpětná Laplaceova transformace - přı́klad 3

Použijeme-li vztah

cos 3at = 4 cos3 at − 3 cos at ,

máme podle tabulek

L

[

4 cos3 at
]

= L [cos 3at + 3 cos at] =
p

p2 + 9a2
+

3p
p2 + a2

,

který snadno upravı́me do tvaru

p
p2 + 9a2

+
3p

p2 + a2
= p

3p2 + 27a2 + p2 + a2

(p2 + a2)(p2 + 9a2)
= 4p

p2 + 7a2

(p2 + a2)(p2 + 9a2)
.

QED
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Domácı́ úkol

Přı́klad a
Integrálnı́ rovnice tvaru

x(t) = f (t) +
∫ t

0
g(t − τ) x(τ)dτ,

kde f (t) a g(t) jsou známé funkce a x(t) je neznámá fukce, se
nazývá Volterrova1 integrálnı́ rovnice. Pomocı́ Laplaceovy
transformace určete x(t) z rovnice

x(t) = t3 +

∫ t

0
sin(t − τ) x(τ)dτ.

Povšimněte si, že integrál v uvedené rovnici je typu konvoluce.

1Vito Volterra 1860-1940
prof. Miroslav Vlček K611MSP – 7. přednáška
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Domácı́ úkol

Přı́klad b), c)

• Nalezněte řešenı́ y(t) diferenciálnı́ rovnice

ÿ(t) + 4y(t) = 2 cos 2t

s počátečnı́mi podmı́nkami y(0) = 0 a ẏ(0) = 4.

• Nalezněte funkci f (t) pro

L(f (t)) =
2p

(p + 1)2 .
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