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Z-transformace Tabulky z-transformace

O původu diskrétnı́ transformace
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Obrázek 1: Spojitá funkce f (t) a jej́ı ideálnı́ vzorkovánı́
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O původu diskrétnı́ transformace

Vztah mezi spojitou funkcı́ f (t) a ideálně vzorkovanou funkcı́
f ∗(t) lze formálně zapsat jako

f ∗(t) =
∞
∑

n=0

f (t)δ(t − n T ) . (1)

Tento vztah může být zapsán také jako

∫

∞

−∞

dt f ∗(t) =
∞
∑

n=0

∫

∞

−∞

dt f (t)δ(t − n T ) =

∞
∑

n=0

f (n T ) . (2)
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O původu diskrétnı́ transformace

Jestliže budeme hledat Laplaceovu transformaci funkce f ∗(t)
dostaneme postupně

L [f ∗(t)] =

∞
∫

0

f ∗(t)e−ptdt

=

∞
∫

0

dt
∞
∑

n=0

f (t) δ(t − n T )e−pt

=
∞
∑

n=0

∞
∫

0

dtδ(t − n T ) f (t)e−pt

=
∞
∑

n=0

f (n T )e−pn T =
∞
∑

n=0

f (n T )z−n ,
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O původu diskrétnı́ transformace

Zavedeme komplexnı́ proměnnou z = ep T a {f (n T )} jako
posloupnost vzorků přı́slušné spojité funkce.

Veličinu T nazýváme periodou vzorkovánı́ a položı́me ji pro
zjednodušenı́ T = 1.

Dostáváme tak základnı́ vzorec pro z-transformaci

Z [f (n)] =
∞
∑

n=0

f (n)z−n
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z-transformace: definice

Jednostranná z transformace posloupnosti f (n) je definována
nekonečnou řadou

F (z) =
∞
∑

n=0

f (n)z−n , (3)

kterou často označujeme F (z) = Z [f (n)]. Uvedená řada
konverguje na vnějšku jednotkové kružnice |z| > 1 pro f (n)
omezené.
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Zpětná z-transformace

Zpětná z-transformace má tvar integrálu podél uzavřené křivky
C, která obsahuje všechny singulárnı́ body funkce F (z). Pro
všechna n = 0,1, . . . platı́

f (n) =
1

2πi

∫

C

F (z)zn−1dz ≡ Z−1 [F (z)] . (4)
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z-transformace je lineárnı́

Z

[

∑

k

ak fk (n)

]

=
∑

k

akZ [fk (n)] (5)

Z−1

[

∑

m

bmFm(z)

]

=
∑

m

bmZ
−1 [Fm(z)]
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Věta o změně měřı́tka

a−nf (n) = Z−1 [F (az)] F (a−1z) = Z
[

anf (n)
]
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Věta o posunutı́

Platı́

Z [f (n − m)] = z−mZ [f (n)] = z−mF (z) ,

jestliže uvažujeme f (n − m) = 0 pro n − m < 0.

Z [f (n + m)] = zm

[

Z [f (n)]−
m−1
∑

ν=0

f (ν)z−ν

]

= zm

[

F (z) −
m−1
∑

ν=0

f (ν)z−ν

]
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Věta o konvoluci - dokážeme ji pomocı́ násobenı́
polynomů

Z

[

∞
∑

m=0

f (n − m)g(m)

]

= F (z)G(z)
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Věta o transformaci částečné sumy posloupnosti

Z

[

n−1
∑

ν=0

f (ν)

]

=
1

z − 1
Z [f (n)] =

1
z − 1

F (z)
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Věta o derivaci obrazu

Z [nf (n)] = −z
dF (z)

dz
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Diference

Pro m = 1,2, . . . definujeme diference

∆0f (n) = f (n)

∆1f (n) = f (n + 1)− f (n),

∆mf (n) = ∆
[

∆m−1f (n)
]

a platı́

Z [∆f (n)] = (z − 1)F (z) − f (0)z

prof. Miroslav Vlček K611MSP – 9. přednáška
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f (n) = Z−1 [F (z)] F (z) = Z [f (n)]

δ(n) 1

1(n)
1

1 − z−1

an 1
1 − az−1

nan a z−1

(1 − az−1)2
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f (n) = Z−1 [F (z)] F (z) = Z [f (n)]

an sin nϑ
az−1 sinϑ

1 − 2az−1 cosϑ+ a2z−2

an cos nϑ
1 − az−1 cosϑ

1 − 2az−1 cosϑ+ a2z−2

an sinh nϕ
az−1 sinhϕ

1 − 2az−1 coshϕ+ a2z−2

an cosh nϕ
1 − az−1 coshϕ

1 − 2az−1 coshϕ+ a2z−2
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