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Metody výpočtu inverznı́ z-transformace

Zpětná z-transformace má tvar integrálu

y(n) =
1

2πi

∫

C

Y (z)zn−1dz ≡ Z−1 [Y (z)]

podél uzavřené křivky C, která obsahuje všechny singulárnı́
body racionálnı́ lomené funkce

Y (z) =
Q(z)
N(z)

.
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Metody výpočtu inverznı́ z-transformace

O racionálnı́ lomené funkci

Q(z)
N(z)

řı́káme, že má nulové body z0ν , jestliže

Q(z0ν) = 0 ,

a že má póly z∞µ, jestliže

N(z∞µ) = 0 .
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Rozklad racionálnı́ lomené funkce na parciálnı́ zlomky

Pokud má funkce
Q(z)
N(z)

jednoduché póly, potom

N(z) =
N
∏

µ=1

(1 − z∞µz−1) = (1 − z∞1z−1)(1 − z∞2z−1) . . .

. . . (1 − z∞Nz−1)
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Rozklad racionálnı́ lomené funkce na parciálnı́ zlomky

a platı́

Q(z)
N(z)

=

N
∑

µ=1

kµ
1 − z∞µz−1

=
k1

1 − z∞1z−1 +
k2

1 − z∞2z−1 + . . .

· · ·+
kN

1 − z∞Nz−1
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Rozklad racionálnı́ lomené funkce na parciálnı́ zlomky

kde

kµ = lim
z→z∞µ

(1 − z∞µz−1)
Q(z)
N(z)

= Q(z∞µ) lim
z→z∞µ

(1 − z∞µz−1)
1

N(z)

= Q(z∞µ) lim
z→z∞µ

1
N(z)

1 − z∞µz−1

= Q(z∞µ)
1

N ′(z∞µ)
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Inverznı́ z-transformace
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Rozklad racionálnı́ lomené funkce na parciálnı́ zlomky

Pro jednoduchost budeme dále psát z∞µ → zµ.

Protože pro |az−1| < 1 platı́

Z−1
[

1
1 − az−1

]

= Z−1

[

∞
∑

n=0

anz−n

]

= an
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Rozklad racionálnı́ lomené funkce na parciálnı́ zlomky

dostaneme

Z−1
[

Q(z)
N(z)

]

= Z−1





N
∑

µ=1

kµ
1 − zµz−1



 =
N
∑

µ=1

kµzn
µ
.
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Inverznı́ z-transformace
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Diferenčnı́ rovnice - mikroekonomický model

Rovnice nabı́dky - nabı́dka dnes závisı́ na včerejšı́ ceně a to
tak, že nabı́dka stoupá s rostoucı́ cenou. Pro C > 0 platı́

n(k) = Cc(k − 1) +Ax(k). (1)
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Diferenčnı́ rovnice - mikroekonomický model

Rovnice poptávky - poptávka dnes závisı́ na dnešnı́ ceně a to
tak, že poptávka klesá s rostoucı́ cenou. Pro D > 0 platı́

p(k) = −Dc(k) + Bx(k). (2)
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Diferenčnı́ rovnice - mikroekonomický model

Rovnost nabı́dky a poptávky

n(k) = p(k) (3)

pak vede na diferenčnı́ rovnici prvnı́ho řádu

c(k) +
C

D
c(k − 1) =

B −A

D
x(k). (4)
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Řešenı́ diferenčnı́ rovnice 1.řádu

Pro jednoduchost označı́me

C

D
≡ γ

B −A

D
≡ α.

Diferenčnı́ rovnice má v označenı́ c(k) ≡ y(k) tvar

y(k) + γy(k − 1) = αx(k)
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Přı́klady použitı́

Řešenı́ diferenčnı́ rovnice 1.řádu

Za přepokladu x(k) ≡ 1(k) a y(k) = 0 pro k < 0 dostaneme s
použitı́m z transformace algebraickou rovnici

Y (z) + γz−1Y (z) =
α

1 − z−1

s řešenı́m v rovině z ve tvaru

Y (z) =
α

(1 − z−1)(1 + γz−1)
.
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Řešenı́ diferenčnı́ rovnice 1.řádu

Rozkladem na parciálnı́ zlomky

Y (z) =
α

(1 − z−1)(1 + γz−1)
=

k1

1 − z−1 +
k2

1 + γz−1 ,

kde

k1 = lim
z→1

(1 − z−1)Y (z) =
α

1 + γ
,

k2 = lim
z→−γ

(1 + γz−1)Y (z) =
αγ

1 + γ
.
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Řešenı́ diferenčnı́ rovnice 1.řádu

Zpětná transformace funkce

Y (z) =
α

1 + γ

(

1
(1 − z−1)

+
γ

1 + γz−1

)

vede na řešenı́ diferenčnı́ rovnice

y(k) =
α

1 + γ

(

1 − (−γ)k+1
)

1(k),

které v přı́padě stabilnı́ho trhu γ =
C
D

< 1 určuje limitnı́ velikost
ceny

lim
k→∞

c(k) =
α

1 + γ
=

B − A
C + D

.
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Řešenı́ diferenčnı́ rovnice 1.řádu

Pro následuj́ıcı́ obrázek byly zvoleny hodnoty
A = 100,B = 120,C = 3,D = 4.
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Řešenı́ diferenčnı́ rovnice 2.řádu

Hledejme řešenı́ diferenčnı́ rovnice druhého řádu, která
popisuje LTI diskrétnı́ systém,

y(n+2)+a1y(n+1)+a2y(n) = b0x(n+2)+b1x(n+1)+b2x(n)
(5)

splňuj́ıcı́ počátečnı́ podmı́nky ve tvaru

x(0) = x(1) = 0 a y(0) = 1, y(1) = α < 1. (6)
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Řešenı́ diferenčnı́ rovnice 2.řádu

Rovnici (5) řešı́me pomocı́ z-transformace. Protože platı́

Z {y((n + m)} = zm

(

Y (z)−
m−1
∑

ν=0

y(ν)z−ν

)

Z {y(n)} = Y (z),

Z {y(n + 1)} = z1(Y (z)− y(0)),

Z {y(n + 2)} = z2(Y (z)− y(0)− z−1y(1)).
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Řešenı́ diferenčnı́ rovnice 2.řádu

Transformacı́ nalezneme algebraický tvar diferenčnı́ rovnice (5)
a s použitı́m počátečnı́ch podmı́nek platı́

Y (z)
(

z2 + a1z1 + a2

)

− z1y(0)− z2y(0)− z1y(1)

= X (z)
(

b0z2 + b1z1 + b2

)

.
(7)

resp.

Y (z) =
X (z)

(

b0z2 + b1z1 + b2
)

+ z1 + z21 + z1α

z2 + a1z1 + a2
. (8)
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Přı́klady použitı́

Řešenı́ diferenčnı́ rovnice 2.řádu

Přenosová funkce H(z) je definována jako podı́l obrazu výstupu

k obrazu vstupu
Y (z)
X (z)

pro nulové počátečnı́ podmı́nky a tedy

H(z) =
Y (z)
X (z)

=
b0 + b1z−1 + b2z−2

1 + a1z−1 + a2z−2

=
b2

a2
+

[

b0 −
b2
a2

]

+
[

b1 − a1
b2
a2

]

z−1

(1 − z1z−1)(1 − z2z−1)

=
b2

a2
+

c0 + c1z−1

(1 − z1z−1)(1 − z2z−1)
,

(9)
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Řešenı́ diferenčnı́ rovnice 2.řádu

kde z1, z2 jsou póly přenosové funkce

z1,2 =

(

−a1 ±
√

a2
1 − 4a2

)

/2 . (10)

a

c0 = b0 −
b2

a2
a c1 = b1 − a1

b2

a2
. (11)
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Řešenı́ diferenčnı́ rovnice 2.řádu

Impulsnı́ odezvu určı́me jako inverznı́ z-transformaci přenosové
funkce.

Potože platı́

lim
z→z1

H(z)(1 − z1z−1) =
c0z1 + c1

z1 − z2
,

lim
z→z2

H(z)(1 − z2z−1) = −
c0z2 + c1

z1 − z2
,

obdržı́me impulsnı́ odezvu ve tvaru
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Řešenı́ diferenčnı́ rovnice 2.řádu

h(n) ≡ Z−1{H(z)} = Z−1





b2

a2
+

[

b0 −
b2
a2

]

+
[

b1 − a1
b2
a2

]

z−1

(1 − z1z−1)(1 − z2z−1)





=
b2

a2
δ(n) +

(

c0
zn+1

1 − zn+1
2

z1 − z2
+ c1

zn
1 − zn

2

z1 − z2

)
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