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Reseni diferenénich rovnic

Diferen¢ni rovnice

y(n) —y(n—1) =x(n)

je diskrétni obdobou diferencialni rovnice

y(t) = x(t).

Uvedena diferencni rovnice je linearni.




Reseni diferenénich rovnic

Nelinearni diferenéni rovnice se vyskytuje napfiklad pfi iteraci
Mandelbrotovy mnoZiny

y(n+1) =y*(n) +z.




Re&eni diferenénich rovnic - priklad 1

Obdrzeli jste ptijcku y(0) K&, kterou musite splacet shodnymi
splatkami x(n) = x(0) 1(n) K. Urokova sazba je « =11% .
¢ Naleznéte diferencni rovnici pro dosud nezaplacenou
sumu y(n) v kazdém splatném obdobi.
¢ PouZijte z-transformaci k nalezeni posloupnosti y(n).

e Naleznéte vztah pro pocet splatek N jestlize znate hodnoty
pujcky, splatky a Grokové sazby.




Re&eni diferenénich rovnic - priklad 1

Jestlize
e y(n) je Castka, kterou zbyva zaplatit v n-tém splatném
obdobi,
e x(n) = x(0) je pravidelna splatka,
., . 11
e « je Urokova miraa =0.11 = 100 = 11%,
potom plati

y(n+1)=(1+a)y(n) —x(n).




Re&eni diferenénich rovnic - priklad 1

Diferencni rovnici upravime do obvyklého tvaru
y(n+1)—(1+a)y(n)=-x(n).
Transfromaci ziskame algebraickou rovnici

2Y(2) - 2y(0)— (1 + @)Y (2) = 0

1—-z-1




Re&eni diferenénich rovnic - priklad 1

s reSenim

B y(0) z'x(0)
A iy e i e Y B I P

kterou upravime na tvar

B y(0) x(0) 1 1
Y(Z)_l—(l—i—a)z—l_ o (1—(1+a)z—1)_(1—z—1)] '

o = E E T 9Dac



Re&eni diferenénich rovnic - priklad 1

Inverzni transformaci ziskame

l+a)" -1

() =y(0) (1 + )" ~x(0) T

n—1

=y(0)(1+a)" = x(0) > (1+a)*.

k=0




Re&eni diferenénich rovnic - priklad 1

Oznacime N jako pocet splatnych obdobi nutny ke splaceni
vypljcené castky y(0) splatkami x(0) pfi Grokové mife «,
potom z rovnosti y(N) = 0 dostaneme

y(0) (14+aN-1 1

O AtraN T @xaN

_Iog (1 — a%) |

a odtud

log(1 + «)




Re&eni diferenénich rovnic - priklad 2

Na rekurentni relace pro vypocet klasickych ortogonalnich
polynom{ mdizeme nahliZet jako na diferencni rovnice. Pro
CebysSevovy polynomy ma rekurentni formule tvar

fn+2(X) — 2an+1(X) + fn(X) =0.

Jestlize

fo(x) =1 fi(x) =Ti(x) =X,

obdrzime Cebysevovy polynomy I. druhu Tp, (x).




Re&eni diferenénich rovnic - priklad 2

Jestlize zavedeme oznaceni

fo(x)=1  fi(x) = Us(x) = 2x,

obdrzime Cebysevovy polynomy II. druhu Up(x).




Re&eni diferenénich rovnic - priklad 2

Ukazeme, jak Ize pomoci z transformace fesit diferencni
rovnici. S pouzitim pocatecnich podminek odvodime formule
pro CebySevovy polynomy Tn(X), Un(x). PouZijeme vzorec pro
posunuti

Z[f(n+m)]=2z"

m—1
Z[f(n)] — Zf(u)z‘”] =
v=0

m-—1
=zM [F(z) - Zf(y)z"’] .
v=0




Re&eni diferenénich rovnic - priklad 2

[e.e]
Transformaci F(z) = z:fn(x)z‘n diferencni rovnice obdrZzime
n=0

nejprve rovnici

7%F (z) — z%fo(x) — zf1(x) — 2x [zF (z) — zfo(x)] + F(z) = 0,




Re&eni diferenénich rovnic - priklad 2

... kterou upravime na tvar

F(z)|[1—-2xz 1+ 2‘2} = [l — 2xz‘1} fo(x) +z 1y (x).




Re&eni diferenénich rovnic - priklad 2

Potom pro pocatecni podminky
fo(x) = 1,f1(x) = T1(x) = x
obdrZzime

1—xz1

C1-—2xz7l42z2

F(2) = T(2) = S Tz
n=0




Re&eni diferenénich rovnic - priklad 2

zatimco pro pocatecni podminky

fo(x) = 1,f1(x) = Ug(X) = 2x




Re&eni diferenénich rovnic - priklad 2

V teorii ortogonalnich polynom se funkce 7(z) a i(z) nazyvaji
vytvorujici funkce. Poly téchto funkci se nachazeji v bodech

Z1p=xEtVx?-1

= et
X=CO0S «




Re&eni diferenénich rovnic - priklad 2

Rozkladem na parcialni zlomky potom nalezneme

ky ko
1-2zz1 + 1—-2z,z1
1 1 1 1

T(z) =

21-—2z7,z1 +§1—222—1'




Re&eni diferenénich rovnic - priklad 2

Zpétna z - transformace dava znamou algebraickou formuli pro
CebySevovy polynomy prvniho druhu

T = 32437
= % {(x +Vx2=1)" 4+ (x — VX2 — 1)”} :

cosna = % (e +e™M).




Re&eni diferenénich rovnic - priklad 2

Obdobné rozklad funkce U4(z)

Ky ko
1-2zz1 + 1-2z,z71
Z1 1 V4) 1

Uiz) =

21—221—212_1 21—221—222_1




Re&eni diferenénich rovnic - priklad 2

vede na znamou algebraickou formuli pro Cebysevovy

polynomy druhého druhu
n+1 n+1
Un(x) = 21 21— Z
(x + VXZ -1+ (x — v/xZ = 1)+t
B 2Vx2—1 ’
resp.
sin(n + 1)« e/n+)a _ g—s(n+1)a

sin« 27sina




Pfenosova funkce

Diferencni rovnice linearniho ¢asové invariantniho systému, za
pfedpokladu nulovych pocatecnich podminek, tj. y(n —k) =0 a
u(n —k) =0pron—k <0, matvar

N M
> ay(n—k) =) byu(n—m).
k=0 m=0




Pfenosova funkce

PouZijeme z transformaci

N M
S aZly(n—k) = S bnZ [u(n —m))
k=0 m=0

a dostavame algebraickou rovnici

N M
> az*Y(z) =D bmz ™U(z),
k=0 m=0




Pfenosova funkce

ze které mizeme snadno vyjadfit Y (z) ve tvaru

Y(@z)="""  _U(z)=H(z)U(z).




Pfenosova funkce

Funkce H(z) je pfenosova funkce a ma tvar racionalni lomené
funkce v proménné z 1

M
Z bmz™™
H(z) = 1=0 = 38
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