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16. května 2013
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Řešenı́ diferenčnı́ch rovnic

Diferenčnı́ rovnice

y(n) − y(n − 1) = x(n)

je diskrétnı́ obdobou diferencı́álnı́ rovnice

ẏ(t) = x(t).

Uvedená diferenčnı́ rovnice je lineárnı́.
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Řešenı́ diferenčnı́ch rovnic

Nelineárnı́ diferenčnı́ rovnice se vyskytuje napřı́klad při iteraci
Mandelbrotovy množiny

y(n + 1) = y2(n) + z.
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Řešenı́ diferenčnı́ch rovnic
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Řešenı́ diferenčnı́ch rovnic - přı́klad 1

Obdrželi jste půjčku y(0) Kč, kterou musı́te splácet shodnými
splátkami x(n) = x(0)1(n) Kč. Úroková sazba je α =11% .

• Nalezněte diferenčnı́ rovnici pro dosud nezaplacenou
sumu y(n) v každém splatném obdobı́.

• Použijte z-transformaci k nalezenı́ posloupnosti y(n).

• Nalezněte vztah pro počet splátek N jestliže znáte hodnoty
půjčky, splátky a úrokové sazby.
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Přenosová funkce

Řešenı́ diferenčnı́ch rovnic - přı́klad 1

Jestliže

• y(n) je částka, kterou zbývá zaplatit v n-tém splatném
obdobı́,

• x(n) = x(0) je pravidelná splátka,

• α je úroková mı́ra α = 0.11 =
11
100

= 11%,

potom platı́
y(n + 1) = (1 + α) y(n) − x(n) .
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Řešenı́ diferenčnı́ch rovnic - přı́klad 1

Diferenčnı́ rovnici upravı́me do obvyklého tvaru

y(n + 1)− (1 + α) y(n) = −x(n) .

Transfromacı́ zı́skáme algebraickou rovnici

z Y (z)− z y(0)− (1 + α)Y (z) =
−x(0)

1 − z−1
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Řešenı́ diferenčnı́ch rovnic - přı́klad 1

s řešenı́m

Y (z) =
y(0)

1 − (1 + α) z−1 − z−1x(0)
(1 − z−1) (1 − (1 + α) z−1)

,

kterou upravı́me na tvar

Y (z) =
y(0)

1 − (1 + α) z−1 −
x(0)
α

[

1
(1 − (1 + α) z−1)

− 1
(1 − z−1)

]

.
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Řešenı́ diferenčnı́ch rovnic - přı́klad 1

Inverznı́ transformacı́ zı́skáme

y(n) = y(0) (1 + α)n − x(0)
(1 + α)n − 1
(1 + α)− 1

= y(0) (1 + α)n − x(0)
n−1
∑

k=0

(1 + α)k .
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Řešenı́ diferenčnı́ch rovnic - přı́klad 1

Označı́me N jako počet splatných obdobı́ nutný ke splacenı́
vypůjčené částky y(0) splátkami x(0) při úrokové mı́ře α,
potom z rovnosti y(N) = 0 dostaneme

α
y(0)
x(0)

=
(1 + α)N − 1
(1 + α)N = 1 − 1

(1 + α)N

a odtud

N = −
log

(

1 − α
y(0)
x(0)

)

log(1 + α)
.

Pro hodnoty y(0) = 250 000Kč, x(0) = 5 000Kč a
α/12 = 0.085/12 = 0,007083333 je N ≃ 62 měsı́ců.
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Řešenı́ diferenčnı́ch rovnic - přı́klad 2

Na rekurentnı́ relace pro výpočet klasických ortogonálnı́ch
polynomů můžeme nahĺıžet jako na diferenčnı́ rovnice. Pro
Čebyševovy polynomy má rekurentnı́ formule tvar

fn+2(x)− 2xfn+1(x) + fn(x) = 0.

Jestliže

f0(x) = 1 f1(x) = T1(x) = x ,

obdržı́me Čebyševovy polynomy I. druhu Tn(x).
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Řešenı́ diferenčnı́ch rovnic - přı́klad 2

Jestliže zavedeme označenı́

f0(x) = 1 f1(x) = U1(x) = 2x ,

obdržı́me Čebyševovy polynomy II. druhu Un(x).
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Řešenı́ diferenčnı́ch rovnic - přı́klad 2

Ukážeme, jak lze pomocı́ z transformace řešit diferenčnı́
rovnici. S použitı́m počátečnı́ch podmı́nek odvodı́me formule
pro Čebyševovy polynomy Tn(x), Un(x). Použijeme vzorec pro
posunutı́

Z [f (n + m)] = zm

[

Z [f (n)]−
m−1
∑

ν=0

f (ν)z−ν

]

=

= zm

[

F (z) −
m−1
∑

ν=0

f (ν)z−ν

]

.
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Řešenı́ diferenčnı́ch rovnic - přı́klad 2

Transformacı́ F (z) =
∞
∑

n=0

fn(x)z−n diferenčnı́ rovnice obdržı́me

nejprve rovnici

z2F (z) − z2f0(x)− zf1(x)− 2x [zF (z) − zf0(x)] + F (z) = 0 ,
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Řešenı́ diferenčnı́ch rovnic - přı́klad 2

... kterou upravı́me na tvar

F (z)
[

1 − 2xz−1 + z−2
]

=
[

1 − 2xz−1
]

f0(x) + z−1f1(x) .
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Řešenı́ diferenčnı́ch rovnic - přı́klad 2

Potom pro počátečnı́ podmı́nky

f0(x) = 1, f1(x) = T1(x) = x

obdržı́me

F (z) ≡ T (z) =
1 − xz−1

1 − 2xz−1 + z−2 =
∞
∑

n=0

Tn(x)z−n ,
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Řešenı́ diferenčnı́ch rovnic - přı́klad 2

zatı́mco pro počátečnı́ podmı́nky

f0(x) = 1, f1(x) = U1(x) = 2 x

je

F (z) ≡ U(z) = 1
1 − 2xz−1 + z−2 =

∞
∑

n=0

Un(x)z−n.
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Řešenı́ diferenčnı́ch rovnic - přı́klad 2

V teorii ortogonálnı́ch polynomů se funkce T (z) a U(z) nazývaj́ı
vytvořuj́ıcı́ funkce. Póly těchto funkcı́ se nacházej́ı v bodech

z1,2 = x ±
√

x2 − 1
∣

∣

∣

x=cosα
≡ e±α.
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Řešenı́ diferenčnı́ch rovnic - přı́klad 2

Rozkladem na parciálnı́ zlomky potom nalezneme

T (z) =
k1

1 − z1z−1 +
k2

1 − z2z−1

=
1
2

1
1 − z1z−1 +

1
2

1
1 − z2z−1 .
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Řešenı́ diferenčnı́ch rovnic - přı́klad 2

Zpětná z - transformace dává známou algebraickou formuli pro
Čebyševovy polynomy prvnı́ho druhu

Tn(x) =
1
2

zn
1 +

1
2

zn
2

=
1
2

[

(x +
√

x2 − 1)n + (x −
√

x2 − 1)n
]

,

resp.

cos nα =
1
2

(

enα + e−nα) .
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Řešenı́ diferenčnı́ch rovnic - přı́klad 2

Obdobně rozklad funkce U(z)

U(z) =
k1

1 − z1z−1 +
k2

1 − z2z−1

=
z1

z1 − z2

1
1 − z1z−1 − z2

z1 − z2

1
1 − z2z−1
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Řešenı́ diferenčnı́ch rovnic - přı́klad 2

vede na známou algebraickou formuli pro Čebyševovy
polynomy druhého druhu

Un(x) =
zn+1

1 − zn+1
2

z1 − z2

=
(x +

√
x2 − 1)n+1 − (x −

√
x2 − 1)n+1

2
√

x2 − 1
,

resp.

sin(n + 1)α
sinα

=
e(n+1)α − e−(n+1)α

2 sinα
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Přenosová funkce

Diferenčnı́ rovnice lineárnı́ho časově invariantnı́ho systému, za
předpokladu nulových počátečnı́ch podmı́nek, tj. y(n − k) = 0 a
u(n − k) = 0 pro n − k < 0, má tvar

N
∑

k=0

aky(n − k) =
M
∑

m=0

bmu(n − m) .
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Řešenı́ diferenčnı́ch rovnic
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Přenosová funkce

Použijeme z transformaci

N
∑

k=0

akZ [y(n − k))] =
M
∑

m=0

bmZ [u(n − m))]

a dostáváme algebraickou rovnici

N
∑

k=0

akz−kY (z) =
M
∑

m=0

bmz−mU(z) ,
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Přenosová funkce

ze které můžeme snadno vyjádřit Y (z) ve tvaru

Y (z) =

M
∑

m=0

bmz−m

N
∑

k=0

akz−k

U(z) ≡ H(z)U(z) .
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Přenosová funkce

Funkce H(z) je přenosová funkce a má tvar racionálnı́ lomené
funkce v proměnné z−1

H(z) =

M
∑

m=0

bmz−m

N
∑

k=0

akz−k

≡ Q(z)
N(z)
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