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Přı́klad 1

Uvažujte LTI systém, který je pro t > 0 popsán naměřenými
hodnotami vstupu x(t) = e−t + e−3t a výstupu y(t) = te−t .

Nalezněte impulsnı́ odezvu.
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Přı́klad 1 - řešenı́

Protože platı́

X (p) =
1

p + 1
+

1
p + 3

= 2
p + 2

(p + 1)(p + 3)

Y (p) =
1

(p + 1)2

je

H(p) =
Y (p)
X (p)

=
1
2

p + 3
(p + 1)(p + 2)

=
1
2

[

2
p + 1

−
1

p + 2

]

a impulsnı́ odezva má tvar

h(t) = e−t −
1
2

e−2t .
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Přı́klad 2

Klouzavý průměr y(n) z naměřených dat x(n) ve čtyřech
následuj́ıcı́ch obdobı́ch je dán diferenčnı́ rovnicı́

y(n + 1) = y(n) +
1
4
(x(n + 1)− x(n − 3)) .

Platı́, že y(n) = x(n) = 0 je pro n < 0.

Nalezněte vztah mezi y(n) a x(n), jestliže klouzavý průměr v

čase n = 0 je y(0) =
1
4

x(0).
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Přı́klad 2 - řešenı́

Diferenčnı́ rovnici

y(n + 1) = y(n) +
1
4
(x(n + 1)− x(n − 3))

transformujeme na

z [Y (z)− y(0)] =
1
4

z [X (z) − x(0)]− z−3 X (z),

pro kterou dále platı́

(z − 1)Y (z) = z
(

y(0)−
1
4

x(0)
)

+
1
4

z4 − 1
z3 X (z).
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Přı́klad 2 - řešenı́

Alegebraické řešenı́ má tvar

Y (z) =
1
4

z4 − 1
(z − 1) z3 X (z) =

1
4

(

1 + z−1 + z−2 + z−3
)

X (z)

a jeho inverzı́ dostáváme nakonec

y(n) =
1
4
(x(n) + x(n − 1) + x(n − 2) + x(n − 3)) .
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Převod spojitého systému na diskrétnı́

Spojitý systém popsaný stavovými rovnicemi

ẋ(t) = A x(t) + B u(t), (1)

y(t) = C x(t) + Du(t), (2)

můžeme převést na ekvivalentnı́ diskrétnı́ systém tak, že čas t
nahradı́me diskrétnı́mi časovými okamžiky t = nT , kde T je
vzdálenost mezi následuj́ıcı́mi časovými okamžiky.
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Převod spojitého systému na diskrétnı́

Všechny veličiny měřı́me pouze v čase t = nT a proto

x(t) = x(nT ) → x(n),

y(t) = y(nT ) → y(n),

u(t) = u(nT ) → u(n).

Derivaci stavu ẋ(t) nahradı́me v prvnı́m přibĺıženı́ prvnı́
diferencı́

ẋ(t) ≈
x((n + 1)T )− x(nT )

T
=

1
T
(x(n + 1)− x(n)) . (3)
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Převod spojitého systému na diskrétnı́

Dosazenı́ do (1) a (2) dostaneme po úpravě diskrétnı́ tvar
stavových rovnic

x(n + 1) = (1 + T A) x(n) + T B u(n) (4)

y(n) = C x(n) + Du(n) (5)

resp.

x(n + 1) = M x(n) + N u(n) (6)

y(n) = C x(n) + Du(n) (7)
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Bilineárnı́ transformace

Odvozenı́ bilineárnı́ transformace, kterou můžeme převést
popis spojitého systému na diskrétnı́, lze odvodit několika
ekvivalentnı́mi způsoby. Řešenı́ diferenciálnı́ch rovnic
numerickou integracı́ lichoběžnı́kovou metodou vede na
bilineárnı́ transformaci způsobem, který je použı́ván v teorii
řı́zenı́ . Zde je velmi často spojována se jménem Tutsinova
transformace 1.

1Johnson J. R.: Introduction to Digital Signal Processing,
Prentice-Hall Inc., 1989
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Bilineárnı́ transformace

Vzorkovánı́ analogového signálu a Laplaceova transformace
vzorkovacı́ funkce vede na ekvivalenci

z ∼ epT . (8)

Komplexnı́ kmitočet p lze zı́skat úpravou vztahu (8)

p =
1
T

ln z . (9)
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Bilineárnı́ transformace

Abychom se vyhnuli transcendentnı́m funkcı́m při vyjadřovánı́
přenosových vlastnostı́, rozvineme pravou stranu rovnice (9) v
řadu, přičemž v dalšı́ch úvahách vezmeme v úvahu jen prvnı́
člen rozvoje. Platı́

ln z =
z − 1

1
−

(z − 1)2

2
+

(z − 1)3

3
− · · ·

=
z − 1

z
+

1
2
(
z − 1

z
)2 + · · · (10)

= 2
[

z − 1
z + 1

+
1
3
(
z − 1
z + 1

)3 +
1
5
(
z − 1
z + 1

)5 + · · ·

]

.
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Bilineárnı́ transformace

Po dosazenı́ do vztahu (9) vždy prvnı́ch členů rozvoje funkce
ln z zı́skáme tři transformace z → p, které jsou v literatuře
označovány jako FD (forward difference)

1
T

z − 1
1

BD (backward difference)

1
T

z − 1
z

a bilineárnı́ transformace.

p =
2
T

z − 1
z + 1

=
2
T

1 − z−1

1 + z−1
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Bilineárnı́ transformace

Všimněme si jakým způsobem bilineárnı́ transformace
transformuje imaginárnı́ osa kmitočtů:

jΩ =
2
T

1 − e−jωT

1 + e−jωT = j
2
T

ejωT/2 − e−jωT/2

ejωT/2 + e−jωT/2

= j
2
T

sin(ωT/2)
cos(ωT/2)

= j
2
T

tan
ωT
2

. (11)

Z rovnice (11) můžeme vyvodit, že kmitočtové osy jsou
vzájemně zkreslené a platı́

Ω =
2
T

tan
ωT
2

. (12)
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Bilineárnı́ transformace

spojitý čas diskrétnı́ čas

d

dt
y(t) = x(t)

∫ nT

(n−1)T

d

dt
y(t)dt =

∫ nT

(n−1)T
x(t)dt y(nT ) − y((n − 1)T ) = T

x(nT ) + x((n − 1)T )

2

integrace diferenciálnı́ rovnice numerická integrace

Y (z)(1 − z−1) =
T

2
X(z)(1 + z−1

)

z-transformace

pY (p) = X(p)
2

T

1 − z−1

1 + z−1
Y (z) = X(z)

Laplaceova transformace
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Bilineárnı́ transformace

0 1-1

ℑ(p)

ℜ(p)

/T

p-rovina
z-rovina

ℑ(z)

ℜ(z)

Obrázek: Zobrazenı́ roviny p na rovinu z při transformaci

p =
2
T

1 − z−1

1 + z−1 .
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Bilineárnı́ transformace

Ω

Ω

πω
T

ω
s
T

ω
p
T

ΩsΩp

|Ha(jΩ)|

|H
(j
ω

T
)|

ω = 2
T arctan

(

ΩT
2

)

Ωp = 2
T tan

(

ωpT
2

)

Ωs = 2
T tan

(

ωsT
2

)

Obrázek: Zkreslenı́ kmitočtových os při bilineárnı́ transformaci
analogového dolnı́ propusti na čı́slicovou dolnı́ propust.
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