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Triviální horní a dolní odhad

G = (V ,E ) . . . neorientovaný prostý graf bez smy£ek,

n = |V | . . . po£et vrchol·

Horní odhad

χ(G) ≤ n

Klika v grafu G je maximální podgraf, který je úplným grafem.

Po£et vrchol· v nejv¥t²í klice nazýváme klikovost grafu, zna£íme ω(G).

Dolní odhad

χ(G) ≥ ω(G)
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Souvislost barevnosti a nezávislosti grafu

G = (V ,E ) . . . neorientovaný prostý graf bez smy£ek,

n = |V | . . . po£et vrchol·

Dolní odhad

χ(G)α(G) ≥ n

Horní odhad

χ(G) + α(G) ≤ n + 1

D·kaz:

nejpo£etn¥j²í nezávislou mnoºinu obarvíme první barvou

zbývá obarvit n − α(G) vrchol·, na n¥ sta£í n − α(G) barev

⇒ χ(G) ≤ 1+ n − α(G).
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Barevnost n¥kterých typ· graf·

G . . . neorientovaný prostý graf bez smy£ek

χ(G) = 1 ⇔ G je diskrétní

G je kruºnice sudé délky ⇒ χ(G) = 2

G je kruºnice liché délky ⇒ χ(G) = 3

χ(G) = 2 ⇔ G neobsahuje kruºnici liché délky

χ(G) = 2 ⇔ G je bipartitní

G je strom ⇒ χ(G) = 2

χ(Kn) = n

Barevnost rovinného grafu

Rovinný graf bez smy£ek lze obarvit £ty°mi barvami.
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P°ístup k problému obarvení grafu

Princip: backtracking � prohledáváme stavový prostor moºných obarvení

postupem 'do hloubky'

vrcholy o£íslujeme 1, 2, . . . , n

⇒ obarvení je posloupnost barev (= £ísel)

pro kaºdý vrchol x de�nujeme:
I V (x) . . . mnoºina soused· x
I P(x) = V (x) ∩ {1, 2, . . . , x − 1}

Prom¥nné:
I Barva . . . nejlep²í dosud nalezené obarvení (vektor délky n)
I B . . . aktuální (rozpracované) £áste£né obarvení (vektor délky n)
I Omez . . . £íslo barvy, kterou se uº snaºíme nepouºít

(tj. po£et barev v prom¥nné Barva)
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Algoritmus pro obarvení grafu

1 inicializace

2 postup vp°ed: barvíme dal²í vrcholy
I v²echny vrcholy obarveny ⇒ GOTO 3
I do²ly barvy ⇒ GOTO 4

3 graf je obarven:, zkusíme obarvení vylep²it
4 návrat: zkusíme sníºit barvu v posledním vrcholu y

I y má nejniº²í moºnou barvu ⇒ musíme zm¥nit p°edchozí sekvenci
I couváme, dokud nenajdeme vrchol, v n¥mº má smysl barvu zvý²it
I nemá smysl zvy²ovat barvu ve vrcholu 1 (zám¥na barev)
I podobn¥ nemá smysl, aby barva vrcholu x byla v¥t²í neº x
I pokud takový vrchol neexistuje ⇒ KONEC
I pokud existuje ⇒ GOTO 2
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Algoritmus pro obarvení grafu � inicializace

1 inicializace:
I x := 1
I B(x) := 1 % obarvení prvního vrcholu první barvou
I Omez := n + 1 % n je po£et vrchol·

2 postup vp°ed

3 graf je obarven

4 návrat
I je nejlep²í ⇒ KONEC
I jde vylep²it ⇒ GOTO 2
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Algoritmus pro obarvení grafu � postup vp°ed

1 inicializace

2 postup vp°ed:
I x := x + 1

% barvíme dal²í vrchol
I x > n ⇒ GOTO 3

% v²echny vrcholy obarveny
I B(x) := min{v²echny barvy, nepouºité v P(x)} % obarvíme
I pokud B(x) ≥ Omez % do²ly barvy

F y:=x
F GOTO 4

I pokra£ujeme GOTO 2

3 graf je obarven

4 návrat
I je nejlep²í ⇒ KONEC
I jde vylep²it ⇒ GOTO 2
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Algoritmus pro obarvení grafu � graf je obarven

1 inicializace

2 postup vp°ed
I pokud neexistuje ⇒ GOTO 4

3 graf je obarven:
I pro v²echny vrcholy: Barva(x) := B(x)

% máme nové, lep²í obarvení
I Omez := max(Barva)

% nová horní mez pro po£et barev
I y := první vrchol, který má barvu Omez

I pokra£ujeme bodem 4
% zkusíme najít je²t¥ lep²í obarvení

4 návrat:
I je nejlep²í ⇒ KONEC
I jde vylep²it ⇒ GOTO 2
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Algoritmus pro obarvení grafu � návrat

1 inicializace

2 postup vp°ed

3 graf je obarven

4 návrat: pokus o sníºení barvy ve vrcholu y
I x:= poslední vrchol z P(y)

5 I je-li x = 1 ⇒ KONEC % není kam dál couvat
I b := min {barvy v¥t²í neº B(x),

kterými není obarvený ºádný vrchol z P(x)}
I pokud b <Omez a zárove¬ b ≤ x , pak

F B(x):= b % p°ebarvíme
F GOTO 2 % a zkou²íme znovu

I jinak
F x:= x − 1 % couváme dál
F GOTO 5
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P°íklad
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