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Seznam pouzitych symbolii

R mnozina realnych cisel

A\ B rozdil mnozin A a B

G = (V,E) graf (viz kapitola 1.3)

V mnozina vrchold grafu

\4 velikost mnoziny V| tj. pocet vrchola grafu

V2 mnozina vSech usporadanych dvojic prvkt mnoziny V
[V]? mnozina vSech neusporddanych dvojic prvkid mnoziny V/
E mnozina hran grafu

|E| velikost mnoziny FE, tj. pocet hran grafu

Et(v mnozina hran vychazejicich z vrcholu v

mnozina hran, které konci ve vrcholu v
matice délek hran grafu (viz kapitola 3.2)

E

4 = (ay)

B = (bj;)  inciden¢ni matice grafu (viz kapitola 1.4.3)
M = (m;;) matice sousednosti grafu (viz kapitola 1.4.3)
U

= (u;;)  matice vzdalenosti ohodnoceného grafu (viz kapitola 5)

d=(v) vstupni stupen vrcholu v (viz kapitola 1.5)

d*(v) vystupni stupen vrcholu v (viz kapitola 1.5)

d(v) stupen vrcholu v (viz kapitola 1.5)

|t] velikost toku ¢ od zdroje ke spotiebiéi (viz kapitola 6.2)
W(A) fez uréeny mnozinou A (viz kapitola 6.3)

C(A) kapacita fezu ur¢eného mnozinou A (viz kapitola 6.3)

|t]a velikost toku pfes fez uréeny mnozinou A (viz kapitola 6.3)



Predmluva

Tato skripta vznikla jako ucebni text k pfedmétu Linearni algebra pro posluchace
prvniho ro¢niku dopravni fakulty. Do predmétu Linearni algebra je na této fakulté
pon¢kud netypicky zatfazen i ivod do teorie grafli, ktery tvofi zhruba tfetinu obsahu
prednasek.

Prestoze pro teorii grafii existuje velké mmnozstvi dostupné literatury i pomérné
kvalitnich on-line zdroju, pocitovali studenti absenci prehledného textu, ktery by byl
zameéfen presné na jejich potieby. Tento nedostatek se pokousim napravit.

Utelem skript je dan i jejich obsah a rozsah, jenz se omezuje pouze na vybrané ¢sti
teorie grafti, které jsou pro studenty dopravni fakulty nejpodstatnéjsi. Mnohé dilezité
partie byly imyslné zcela opomenuty. Pfipadnym vaznéjsim zajemnctim o teorii graft
doporucuji seznam literatury na konci skript.



Kapitola 1

Uvod

Pojmy: graf, vrchol, hrana, smycka, orientovana a neorientovana hrana, nasobné hrany,
prosty graf, multigraf, orientovany a neorientovany graf. Matice sousednosti, incidenc¢ni
matice. Vstupni a vystupni stupen vrcholu. Sled, dréha, cesta, tah, cyklus, kruznice.
Souvislost, slaba a silna souvislost, komponenta.

1.1 Co jesté chybi
e symetrizace grafu

e podgraf, faktor

1.2 Co to jsou grafy?

Pojem “graf” ma celou fadu vyznami, a to i rdmci samotné matematiky. Teorie grafti
se nezabyva ani grafy funkci, ani kolacovymi ¢i sloupcovymi grafy, vyuzivanymi ve
statistice. “Grafem” se v teorii grafi rozumi mnozina bodt a ¢ar, které je spojuji, jako
na obrazku 1.1. Takovy graf miize popisovat Sirokou skalu situaci a problémii:

Grafy si muzeme predstavit jako zjednoduseni realného svéta, kde studovany pro-
blém znazornime pomoci bodi a ¢ar, které je spojuji, a tim popisuji vztahy mezi nimi.
Takovym bodim pak v teorii grafii rikdme vrcholy grafu a cary, které je spojuji, nazy-
vame hrany grafu.

1.3 Orientovany a neorientovany graf

Nyni se pokusime precizovat nasi predstavu o grafech a formulovat jejich exaktni defi-
nici.

Graf G je usporadand dvojice dvou mnozin G = (V, E), kde prvky mnoziny V'
nazyvame vrcholy (nékdy se ve stejném smyslu pouziva termin wzly) a prvky mnoziny
E nazyvame hrany (ndkdy téz Zebra)'. Mnozina hran E je pfitom podmnozinou sjed-
noceni mnozin V2 U [V]2 UV, kde

!Oznaceni mnozin V a E pochézeji z anglickych slov vertez (pl. vertices) — vrchol a edge — hrana.
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e V? je mnozina vech uspoifddanych dvojic vrcholti z mnoziny V, a

e [V]? je mnoZina vSech neuspoiddanych dvojic (tj. dvouprvkovych podmnozin)
vrcholli z mnoziny V.

Obrazek 1.1: Priklad obecného grafu.

U hrany, které nalezi do mnoziny viech uspo¥adanych dvojic vrcholt V2, miizeme
rozlisit jejich “prvni” a “druhy” vrchol (¢ili “zac¢atek” a “konec”); tyto hrany nazyvame
oritentované a reprezentujeme je ¢arou se Sipkou. Na obrazku 1.1 jsou orientovanou
hranou spojeny vrcholy 2 a 3. Rikdme, Ze

Mezi vrcholy 1 a 2 existuji dvé orientované hrany: jedna vede z vrcholu 1 do vrcholu
2 a druhé z vrcholu 2 do vrcholu 1. Stejné tak existuji dvé orientované hrany mezi
vrcholy 3 a 6, na obrazku jsou vsak zakresleny jako jedna ¢ara se Sipkami na obou
koncich. Oba tyto zptlisoby znazornéni jsou ekvivalentni a znamenaji totéz. Mizeme
pouzivat libovolny z nich, podle toho, ktery se nam zda prehlednéjsi, neni vSak vhodné
je kombinovat v jednom obrazku.

U hran z mnoziny [V]? neuspofadanych dvojic maji oba vrcholy stejné postaven;
tyto hrany nazyvame neorientované a reprezentuji se spojnici bez Sipek. Na obrazku
1.1 jsou neorientovanou hranou spojeny napriklad vrcholy 2 a 5 nebo vrcholy 1 a 5.

Mezi vrcholy 5 a 6 existuji tii rtizné neorientované hrany. Graf, ve kterém existuji
takové ndsobné hrany, se nazyva multigraf. V tomto skriptu se nebudeme multigrafy
zabyvat a budeme pracovat pouze s grafy prostymi, ve kterych mezi kazdymi dvéma
vrcholy existuje nejvyse jedna hrana. Pritom dvé orientované hrany, které spojuji dva
vrcholy v opa¢nych smérech, nepovazujeme za nasobné a situace, jaka je mezi vrcholy
1 a 2, se tedy mize vyskytnout i v prostém grafu.

Hrany z mnoziny V' maji stejny pocatecni i koncovy vrchol — jsou to smycky; na
obrazku 1.1 je smycka u vrcholu 3. Nadale se budeme zabyvat pouze grafy bez smycek
(nékdy se oznacuji jako grafy obycejné).



Skute¢nost, Ze vrchol V' je krajnim bodem hrany F, tj. bud £ = {V,V'} nebo
E =[V,V'] nebo E = [V’ V] nebo E = {V'}, vyjadfujeme terminem wvrchol V' inciduje
s hranou E nebo hrana E inciduje s vrcholem V. Vrchol 4 na obrazku 1.1 neinciduje
s zddnou hranou. Je zde pro zdiraznéni skutecnosti, ze i takova situace muiize nastat.
Na druhé strané nemiize existovat hrana, ktera neinciduje s zddnym vrcholem.

I kdyz nebudeme ptipoustét nasobné hrany a smycky, mtze byt obecny graf porad
jesté prilis komplikovany. Proto se budeme zabyvat pouze dvéma skupinami grafi:

e grafy orientovanymi, které maji vSechny hrany orientované, a

e grafy neorientovanymi, které maji vSechny hrany neorientované.

Grafy smisené, které obsahuji oba typy hran, nebudeme uvazovat. To ve skutecnosti
neni prilis omezujici, protoze kazdy graf mizeme popsat jako orientovany prosté tak, ze
kazdou neorientovanou hranu {V, V5} nahradime dvojici orientovanych hran [Vi, V5] a
[Va, Vi]. V obrazku to znamend, Ze kazdou neorientovanou hranu opatiime na kazdém
konci Sipkou.

Na druhé strané kazdy graf indukuje neorientovany graf, ktery vznikne nahrazenim
kazdé orientované hrany neorientovanou (a odstranénim nésobnych hran, které tim
ptipadné vzniknou). V obrézku to znamené vymazani v8ech Sipek. Pfi tomto postupu
se samoziejmé ztraci cast informace, ale pro nékteré aplikace jsou neorientované grafy
praktictéjsi.

Tim se dostavame k formulaci zdkladnich definic graft:

Definice: Orientovany prosty graf bez smycek G je usporadana dvojice mnozin
G = (V,E), kde V je mnozina vrcholii a mnozina hran F je podmnoZinou mnoziny V2

vSech usporadanych dvojic vrcholi.

Orientované grafy se pouzivaji hlavné k popisu vztahti, které jsou svoji podstatou
asymetrické: A je nadfizeny B, ¢innost A muze zacit po ukonceni ¢innosti B, skupina
A je podskupinou skupiny B, druzstvo A na turnaji porazilo druzstvo B a podobné.

Definice: Neorientovany prosty graf bez smycek G je usporadand dvojice mnozin
G = (V,E), kde V' je mnozina vrcholi a mnozina hran E je podmnozinou mnoziny

[V]? vSech dvouprvkovych podmnozin mnoZiny vrchold V.

Neorientované grafy jsou vhodné pro popis symetrickych vztahi: A sousedi s B, A
je vodivé spojeno s B, postavy A a B se objevi na jevisti zaroven a podobné.

Jen malé zavahani miize prinést popis situace, kdy neni zcela zfejmé, jedna-li se
o zcela symetricky vztah, napriklad “z mista A vede pfiméa cesta do mista B”. Vétsinou
by mohl stacit neorientovany graf, ale co kdyz tam budou néjaké jednosmérky? Reseni je
snadné: pokud se v systému vyskytuje (nebo se potencialné mize vyskytnout) alespon
jedno misto, které je potieba popsat orientovanou hranou, pouzijeme k popisu celého
systému orientovany graf.

Stejné tak pouzijeme orientovany graf tehdy, pokud jsme na pohybéch o struktufte
systému. Jak jsme jiz uvedli, orientovany graf je obecnéjsi nez neorientovany, takze s
jeho pomoci dospéjeme k vysledku i v pripadé, ze by stacil graf neorientovany. Prinej-
horsim bude postup pracnéjsi.



Pozor: od tohoto bodu nemam skripta dopsana, uvadim jen definice, véty
a struc¢né poznamky.

1.4 Zpusoby reprezentace grafu

1.4.1 Graficka reprezentace

Nejprirozené€jsim zptisobem reprezentace grafii je reprezentace graficka, struc¢né receno
obrazek. Pfesnym matematickym popisem “obrazku” se nebudeme zabyvat, jen struc¢né
shrneme:

e vrcholy znazoriiujeme body, teckami ¢i puntiky, pfipadné krouzky (ty jsou vhodné
v pripadé, ze potfebujeme vrcholy néjak pojmenovat, protoze toto pojmenovani
pak thledné vepiSseme do krouzku),

e neorientované hrany se znazornuji jako spojnice dvou vrcholti; tato spojnice miize
byt rovnd, zakiivena i lomend a hrany se mohou kiizit (vzdy se ovSem snaZzime
o prehlednost),

e orientované hrany jsou spojnice dvou vrcholi se Sipkou na jednom konci; dvé
protismérné Sipky mezi jednou dvojici vrcholi lze nahradit jednou spojnici se
sipkami na obou koncich.

Graf je vhodné znazornit obrazkem v pripadé, kdy s nim bude pracovat ¢lovék. Je to
znazornéni prirozené a urcitou informaci z néj mize ziskat i jedinec, ktery neni s teorii
grafti nijak obeznamen. Pro rozsahlejsi grafy je vSak jiz nepfehledné. Pfi zpracovani na
pocitaci neni graficka reprezentace vhodna.

1.4.2 Popis grafu seznamem

Seznam vrcholl a seznam hran:
vV =A1,2,3,4}
E= {[1’ 2]7 [37 2}7 [17 3]’ [37 4]7 [47 3]}
Seznam sousedt: V = {1:2,3;2:0;3:2,4;4: 3}

1.4.3 Maticové reprezentace grafu

V ... mnozina vrcholi —V— ... velikost mnoziny vrchold, tedy pocet vrchola (éislo)
E ... mnozina hran —E— ... velikost mnoziny hran, tedy pocet hran (¢islo)

Matice sousednosti je matice M = (my;) typu |V| x |V, definovana vztahem
m;; = 1, pokud [v;,v,] € E, a
m;; = 0 jinak.

Na diagonéle matice sousednosti jsou nuly (jinak by v pfislusném vrcholu existovala
smycka). Matice sousednosti neorientovaného grafu je symetricka.

Incidencni matice orientovaného grafu je matice B = (b;;) typu |V|x|E|, definovana
vztahem



b;j = 1, jestliZe v; je poc¢atecnim vrcholem hrany e;,
b;j = —1, jestlize v; je koncovym vrcholem hrany e; a
b;j = 0 jinak.
V kazdém sloupci je pravé jedna 1 a jedna —1.
Incidencéni matice neorientovaného grafu je matice B = (b;;) typu |V| x |E|, defi-
novana vztahem
b;j = 1, jestlize vrchol v; inciduje s hranou e; a
b;j = 0 jinak.
V kazdém sloupci jsou prave dveé 1.

1.5 Stupen vrcholu

Stupen vrcholu d(v), deg(v) je pocet hran, které s vrcholem v inciduji.
Orientovany graf:
vstupni stupern vrcholu d~(v) je pocet hran vstupujicich do vrcholu v,
vystupni stuperi vrcholu d*(v) je pocet hran vystupujicich z vrcholu v.
Plati: d(v) = d~(v) + d*(v).
Urceni stupné:

e obrazek — ziejmé
e matice sousednosti:
— d*(v) = pocet jednicek v Fadku
— d~(v) = pocet jednicek v sloupci
— neorientovany graf: d(v) = pocet jedni¢ek v Ffadku = pocet jednicek ve
sloupci
e incidenc¢ni matice:
— d*(v) = pocet jednicek v Fadku
— d~(v) = pocet —1 v fadku

— d(v) = pocet nenulovych prvki v fadku

1.6 Souvislost grafu

1.6.1 Sledy a pribuzné pojmy
1.6.1.1 V orientovaném grafu

Sled (tét orientovany sled) je posloupnost vrchold a hran vy, e1, v1, €2, Vs, . . ., €, Uy, Ve
kterém kazda hrana e; vede z vrcholu v;_; do vrcholu v; (e; = [v;_1,v;]).

Orientovany sled, v némz se neopakuje zadna hrana, je drdha (téZ orientovand
cesta).
Uzaviend draha (tj. vg = v,,) se nazyva cyklus.
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1.6.1.2 'V neorientovaném grafu

Neorientovany sled je posloupnost vrcholi a hran vy, e1, v, €2, 09, ..., €y, v,, Ve kterém
kazda hrana e; spojuje vrcholy v;—1 a v;. (e; = {vi_1,v;}).

Neorientovany sled, v némz se neopakuje zadna hrana, je cesta (téz neorientovand
cesta).
Uzavfend neorientovana cesta (tj. vo = v,,) se nazyva kruznice.

Orientovany i neorientovany sled, v némz se neopakuje zadny vrchol (nanejvys muze
byt vo = vy,), je tah.

1.6.2 Souvislost grafu
1.6.2.1 Souvislost v neorientovaném grafu

Neorientovany graf je souwvisly, pravé kdyz kazdé dva vrcholy jsou spojeny neoriento-
vanou cestou.

Nejvétsi mozny souvisly podgraf grafu se nazyva komponenta souvislosti (pfipadné
souvisla komponenta) grafu.

1.6.2.2 Souvislost v orientovaném grafu

Orientovany graf je slabé souvisly, je-li jeho symetrizace souvisla.
Orientovany graf je silné souvisly, kdyz pro kazdou dvojici vrchol u a v existuje
orientovana cesta z u do v i z v do u (obé& cesty mohou vést jinudy).
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Kapitola 2

Eulerovské grafy

Eulerovy jednotazky.
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Kapitola 3

Stromy a kostry

Pojmy: strom, les, list, kostra grafu. Ohodnoceny graf, délka (cena) hrany, matice
délek hran. Minimalni kostra grafu, hladovy algoritmus, Jarnikiv algoritmus, Boriv-
kv algoritmus. Kofenovy strom, kofen, otec, syn, pfedek, potomek, hloubka vrcholu,
vrstva. Binarni strom.

3.1 Stromy

Neorientovany souvisly graf, kktery neobsahuje kruznici, nazveme strom. (Neni-li sou-
visly, je to les.)

Vrchol stupné 2 je list.

Kazdy strom s alespon dvéma vrcholy obsahuje alespon dva listy.

Kazdy strom o n vrcholech ma pfesné n — 1 hran: |E| = |V| — 1.

G je graf s n > 1 vrcholy. Pak je ekvivalentni:

G je strom.

e (& je souvisly a odebranim libovolné hrany pirestane byt souvisly.

G je souvisly a ma presné n — 1 hran.

G neobsahuje kruznici a ma pfesné n — 1 hran.

Kazda dvojice vrcholti je spojena pravé jednou neorientovanou cestou.

Kazdy souvisly graf méa faktor, ktery je stromem.
Faktor grafu, ktery je stromem, nazyvame kostra grafu.

3.2 Ohodnoceny graf

Ohodnoceny graf (pfipadné pfesnéji hranové ohodnoceny graf) je uspofadané trojice
G = (V,E,p), kde dvojice (V, E) je graf a ¢ je funkce £ — R, kterd kazdé hrané z F
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prifadi realné ¢islo. Funkce ¢ se nazyva ohodnoceni grafu, hodnota o(e) je ohodnoceni
hrany E, casto interpretovana jako délka hrany nebo cena hrany.

Definice stejnéa pro orientovany i neorientovany graf.

Matice délek hran orientovaného grafu je matice A = (a;;) typu |V| x|V, definovana
vztahem

o a;; = ¢(e), jestlize z v; do v; vede hrana e, jejiz délka je p(e),
e a;; =0 proi=y,
® a;; = 00, jestlize z v; do v; nevede zadnd hrana (a ¢ # j).

Neorientovany graf stejné.
Seznam vrchold a hran: hrana je zapsana jako (v;, v, p(vs, v;)).

3.3 Minimalni kostra grafu

Méjme ohodnoceny graf G = (V, E, ¢), ktery je souvisly. Kostra grafu G je jeho mini-

malni kostra, jestlize ma nejmensi soucet ohodnoceni hran ze vsech koster grafu G.
Piiklad: graf = silni¢éni sit, ohodnoceni = naklady na odklizeni snéhu z daného

useku, minimalni kostra = nejlevnéjsi ¢ast sité, kterd bude v zimé udrzovana.
Nalezeni miniméalni kostry:

3.3.1 Hladovy algoritmus
1. Setfadime hrany od nejkratsi k nejdelsi (p(e1) < p(ea) < -+ < p(en)).

2. Prochazime hrany v tomto poradi; do kostry pfidame jen ty, které nezptisobi
vznik kruznice.

Nejjednodussi, ale nikoliv nejrychlejsi.

3.3.2 Jarnikuv algoritmus

3.3.3 Boruvkuv algoritmus

3.4 Korenovy strom

Rodokmen, hierarchické vztahy, . ...
Korenovy strom je orientovany graf, v némz existuje vyznacny vrchol r € V', zvany
koren, takovy, ze

e do r nevede zadna hrana,
e do kazdého jiného vrcholu vede pravé jedna hrana,

e 7 korene existuje orientovand cesta do kazdého vrcholu.
13



Do kazdého vrcholu vede z kofene pravé jedna orientované cesta.

Symetrizace kofenového stromu je strom.

Otec, syn, predek, potomek.

Kazdy vrchol kromé kofene ma pravé jednoho otce (kofen nemé zadného otce).

Hloubka vrcholu v je pocet hran v cesté z korene do vrcholu v. Vrstva je mnozina
vrcholti, které maji stejnou hloubku.

Bindrni strom je kofenovy strom, ve kterém mé kazdy vrchol nejvyse dva syny.

14



Kapitola 4

Prohledavani grafu

Kofenovy strom. Prohledani grafu do sitky a do hloubky.
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Kapitola 5
Minimalni draha

Pojmy: Délka dréhy, vzdalenost vrchol, matice vzdalenosti, minimalni dréha, troja-
helnikova nerovnost, kofenovy strom nejkratsich drah, Dijkstriv algoritmus pro nale-
zeni minimalni drahy.

G = (V, E, ¢) je ohodnoceny orientovany graf, p(e) je délka hrany e. Pfipominam,
ze draha je orientovany sled, v némz se neopakuje zadna hrana.

Délka drahy = soucet délek hran tvoricich drahu.

Vzddlenost z vrcholu v do vrcholu v' je délka u(v,v’) nejkratsi drahy vedouci z v
do v/, pokud takovéa draha existuje. Jestlize z vrcholu v nevede zadné dréaha do vrcholu
V', klademe u(v,v") = oo.

Matice vzddlenosti grafu G = (V, E,¢) je matice U = (w;;) typu |V]| x |V, kde

uij = U(Ui, Uj).

Uloha o miniméalni draze: V ohodnoceném orientovaném grafu G = (V, E, ¢)
nalézt nejkratsi drahu

e ze startu do cile nebo

e ze startu do vSech vrchold grafu.

Prvni z tkoli se fesi pomoci algoritmt pro druhy.
Smysl maji i zdporné délky hran (napiiklad jsou-li ¢(e) néklady na priichod hra-
nou e, mohou byt i zaporné, pokud za prichod nékterou hranou dostanu zaplaceno

tieba za prevoz nakladu). Algoritmy pro takové pfipady jsou slozitéjsi; proto se ome-
zime pouze na piipady, kdy je ¢(e) > 0 pro vSechny hrany e € E.

Véta 5.1 Necht je G = (V, E, ) orientovany ohodnoceny graf, ve kterém pro vsechny
hrany e € E plati ¢(e) > 0 . Pak pro vsechny trojice vrcholi vy,ve,v3 € V plati
trojihelnikova nerovnost:

u(vy, v9) < u(vy,vs) + ulvs, va).

Disledek: V orientovaném ohodnoceném grafu, ve kterém je p(e) > 0 pro vSechny
hrany e € F, plati pro vsechny trojice vrcholt vy, vy, v3 € V'
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Obrazek 5.1: Trojuhelnikova nerovnost.

i U(’Ul, UQ) < (10(?]17/02)7
[ U(Ul, ’UQ) S U(Ul, Ug) + (,O(U3, ’UQ),
b U(Ul, UQ) < (10(?]17 03) + u<v37 UQ)'

Jeslize nejkratsi draha z v; do vy vede pres vs, pak zacatek té drahy je nejkratsi
draha z v, do v3 a jeji konec je nejkratsi draha z vy do vs.

5.1 Dijkstrav algoritmus pro minimalni drahu

Princip: pro kazdy vrchol v € V' si pamatujeme hodnotu U (v), coz bude délka nejkratsi
dosud nalezené dréhy ze startu s do vrcholu v; pokud jsme dosud zadnou cestu ze s
do v nenasli, je U(v) = oo. Proménna 0DKUD(v) bude obsahovat hranu, ze které se do
vrcholu v po nejkratsi draze dostaneme. Mnozina D bude obsahovat vrcholy, pro které
uz je hodnota U(v) rovna skuteéné nejkratsi vzdélenosti ze startu s do vrcholu v, tj.
U(v) = u(v).

1. Inicializace

e U(s) := 0; pro v8echny ostatni vrcholy v € V '\ {s} poloz U(v) := 0.
e ODKUD(v) zustava zatim pro vSechna v € V nedefinovano.

o D :=1(.
2. Vybér vrcholu

e Jestlize pro vSechny vrcholy v € V'\ D je U(v) := oo = KONEC,

e jinak vybereme z mnoziny v € V' \ D vrchol w, ktery mé ze vSech nejmensi
hodnotu U(w) a vrchol w pfiddme do mnoziny D.

3. Zpracovani hran vychazejicich z nové pridaného vrcholu w
Pro kazdou hranu e, vychézejici z vrcholu w, provedeme nésledujici kroky:
e koncovy vrchol hrany e oznacime v,
e je-li y € D, nedélame nic a pokracujeme dalsi hranou,
e je-liy ¢ D aplati U(y) > U(w) + p(e), pak
= Uly) == U(w) + ¢(e),
— ODKUD(y) := e.

4. Pokracuj bodem 2.
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Po skonceni algoritmu pro v8echny vrcholy v obsahuji hodnoty U(v) vzdalenost
bodu v od startu. Proménné 0DKUD(v) obsahuji hrany, které dohromady tvoii kofenovy
strom nejkratsich hran s kofenem s.

Staci-li nam nalézt minimalni cestu do jednoho konkrétniho vrcholu x, skonc¢ime
provadéni algoritmu jakmile vrchol z pfesuneme do mnoziny D.

Pro malé a husté grafy (hlavné pfi “ruénim” FeSeni tlohy) muiizeme algoritmus
trochu zrychlit, pokud pfi inicializaci klademe U (v) := ¢([s, v]).
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Kapitola 6
Toky v siti

Pojmy: sif, dopravni sit, kapacita hrany, zdroj, spotiebi¢, tok v siti, pfipustny tok,
Kirchhoftiv zékon, velikost toku od zdroje ke spotfebi¢i, maximalni tok. Rez, oddélu-
jici Tez, velikost toku pres fez, kapacita fezu, minimalni fez. Hrana vpred, hrana vzad,
zlepsujici cesta, kapacita zlepsujici cesty. Znackovaci procedura, Ford-Fulkersoniv al-
goritmus pro nalezeni maximalniho toku.

6.1 Dopravni sit

V celé kapitole 6 se budeme — podobné jako v kapitole 5 — zabyvat orientovanymi
ohodnocenymi grafy. Resené tlohy ale budou mit zcela jiny charakter a i interpretace
ohodnoceni grafu bude jina. Z tradi¢nich divodu budeme v této kapitole pro ohodno-
ceny orientovany graf pouzivat termin sit.

Pomoci sité je mozné modelovat rtizné druhy systémt, které se bézné jako “sit”
oznacuji: silni¢ni sit, Zelezni¢ni sit, potrubni sit, elektricka sit, poc¢itacova sit, socialni sit
(jak ve smyslu “pletivo spolecenskych vztaht mezi osobami”, tak ve smyslu “facebook

¢

a podobné zalezitosti” ), neuronova sit atd. Snad jen “rybafska sit” a “zachrannd sit”
nejsou smysluplné aplikace tohoto pojmu.
Specilné nés bude zajimat jeden z typu sité, a to dopravni (neboli téz transportni)

sit. Dopravni sit je usporadand pétice G = (V, E, ¢, z, s), kde
e (V, E) je orientovany graf,

e ¢ je ohodnoceni hran, pro které je c(e) > 0 pro vSechny hrany e € FE; toto
ohodnoceni se nazyva kapacita hrany,

e 2, s €V jsou dva specidlné oznacené vrcholy: z = zdroj, s = spotfebic.

Pojem “kapacita hrany” opét odpovida tomu, co se pod pojmem “kapacita” v da-
nych aplikacich obvykle mysli: mnozstvi vozidel, osob, vody, nakladu, elektrického
proudu, dat atd., které mize v dany okamzik nebo béhem urcité casové jednotky pres
hranu protéci. Proto také pozadujeme, aby toto ohodnoceni hran bylo nezaporné.
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Povsimnéte si, ze na vlastnosti specialnich vrchol “zdroj” a “spotiebi¢” neklademe
zadné pozadavky. Hraji svoji specifickou roli v fesenych tilohach a budou mit odlisny
vyznam pii definici toku v siti, ale prozatim se ni¢im nevyznacuji.

6.2 Tok v siti

Nejprve zavedeme nasledujici znaceni:
E*(v) je mnozina hran vychézejicich z vrcholu v.
E~(v) je mnozina hran, které konéi ve vrcholu v.
Tok v siti G je ohodnoceni hran sité, které pro kazdy vrchol v € V kromé z a s
spliuje Kirchhofiv zdakon:

ecET(v) ecE~(v)

Tj. “co do vrcholu pfitece, to z néj také odtece”. To je celkem rozumny pozadavek a od-
povida fyzikalnimu nahledu. Znamena to, zZe kromé vrcholl z a s v zadném z ostatnich
vrcholti tok nemizi ani nevznika (neni tam napiiklad néjaké odstavné parkovisté, kam
se mohou auta schovat, nebo viidlo pramenité vody, ktera ptibyva do vodovodni sité
a podobné). Tento predpoklad sice mize byt v nékterych aplikacich pfili§ omezujici,
ale existuji postupy, jak se s nim v takovych ptipadech vyporadat. To ovSsem presahuje
ramec tohoto stru¢ného tivodniho kursu.

Zatim jsme nijak nesvazali tok jakozto ohodnoceni grafu s jeho druhym, od zacatku
pevné danym ohodnocenim — s kapacitou hran. U¢inime tak nyni zcela prirozené. Pri-
pustny tok v dopravni siti G = (V, E, ¢, z, s) je tok v siti G, ktery na kazdé hrané e € F
splituje nerovnost 0 < ¢(e) < ¢(e). To znamena, Ze je to tok nezaporny a nepiekracujici
kapacity hran — tedy takovy, ktery opravdu muze v siti existovat.

V dopravni siti mohou existovat riizné pripustné toky; je uzitecné moci je néjak
zmérit. Velikost toku od zdroje ke spotrebici je ¢islo

= > tle)— > te),

e€ET(z) e€E~(z)

tj. mnozstvi toku, které ve zdroji vznikd (pfitom odecitdme to, co se do zdroje
vraci).

Protoze ve vsech vrcholech kromé z a s plati Kirchhofovy zakony, plati nakonec
také, ze se velikost toku rovna mnozstvi toku, které mizi ve spotiebici:

= te)— Y tle)

e€E—(s) e€ET(s)

A jelikoz uz umime tok zméfit, mizeme vyslovit nasledujici definici: maximdlni tok
je pFipustny tok od zdroje z ke spotfebiéi s, ktery ma nejvétsi moznou velikost |¢].

Interpretace tohoto pojmu je zfejma: maximalni tok nam udava mnozstvi vozidel
(lidi, vody, marmelady, . ..), které muzeme skrz sit od zdroje ke spotiebi¢i “procpat”.
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6.3 Rezy

Zkoumame-li jizdu vozidel po néjaké draze, jsou pro nas podstatné kapacity jednotli-
vych hran na ni. Jestlize vSak interpretujeme situaci jako tok v siti, mohou jednotliva
vozidla jet po riznymi drahéch a tedy pouzivat riizné hrany; proto nam znalost situace
na jedné hrané nestaci. Pro tento pripad potiebujeme vyuzit pojem Tezu.

Necht je A C V néjakd mnozina vrcholt grafu G. Definujeme ez uréeny mnozinou
A, jako mnozinu W (A) hran, jejichZ jeden koncovy vrchol néalezi do mnoziny A a druhy
do mnoziny V' \ A.

Obrazek 6.1: Rez uréeny mnozinou A.

Daéle zavedeme doplnujici znaceni:
W+ (A) je mnozina hran, jejichz po¢atecni vrchol lezi v A a koncovy vrchol nelezi v A,
W~ (A) je mnozina hran, jejichz po¢ateéni vrchol nelezi v A a koncovy vrchol lezi v A.
Ztejmé plati, ze W(A) = WH(A) UW~(A).

Jestlize je z € A a s ¢ A, fekneme, ze fez W (A) ureny mnozinou A oddéluje zdroj
a spotrebic. Kazda draha od zdroje ke spotiebici obsahuje pravé jednu hranu z tohoto
fezu.

Definujeme nyni velikost toku pres 1ez urceny mnozinou A jako:

tha= > tle)— D tle).

eeW+(A) ecW—(4)

Zhruba feceno, velikost toku pres fez urceny mnozinou A je “to, co z mnoziny A
odtéka minus to, co se do ni vraci”.

Véta 6.1 Bud't pripustny tok od zdroje ke spotrebici v dopravni siti G = (V, E, ¢, z, s)
a W(A) bud ez, oddélujici zdroj a spotiebic. Pak velikost toku pres ez W (A) je rovna
velikosti toku od zdroje ke spotrebici: |t|a = |t|

Zmnamena to, ze pokud najdeme mnozinu hran, kterou pii cesté ze zdroje do spotiebice
“nejde objet” (a nemZeme ji zmensit, aniz by o tuto vlastnost pfisla), rovna se soucet
toku na téchto hranach mnozstvi toku, které vytéka ze zdroje — to je pochopitelné, ve
vsech vrcholech po cesté prece plati Kirchhofovy zakony.

Z tohoto hlediska bude dilezity nasledujici pojem: kapacita tezu W(A) je rovna
souctu kapacit hran, které maji po¢atecni vrchol v mnoziné A:

e€W+(A)

Povsimnéte si, ze hrany, které do mnoziny A vchazeji, nemaji na kapacitu fezu zadny
vliv. Minimalni rez je ez, ktery oddéluje zdroj a spotiebic a jeho kapacita je nejmensi
mozna.
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Protoze velikost toku od zdroje ke spotiebici je rovna velikosti toku pies oddélujici
fez, a ta nemuze byt vétsi, nez je jeho kapacita, plati nasledujici véta:

Véta 6.2 Bud't pripustny tok od zdroje ke spotrebici v dopravni siti G = (V, E, ¢, z, s)
a W(A) bud ez, oddélujici zdroj a spotrebic. Pak velikost toku od zdroje ke spotiebici
je mensi nebo rovna kapacité fezu W(A): |t| < C(A).

Jestlize ve vété 6.2 plati rovnost, jednd se o maximalni tok:

Véta 6.3 Bud't pripustny tok od zdroje ke spotrebici v dopravni siti G = (V, E, ¢, z, s)
a W(A) bud tez, oddélujici zdroj a spotrebic. Jestlize je velikost toku rovna kapacité
rezu (|t| = C(A)), pak je tok t mazimdlnim tokem od zdroje ke spotiebici v siti G
a W(A) je minimdlni fez v této siti.

Tuto vétu muzeme pouzit k ovéreni, ze nalezeny tok je jiz maximalni. Nalezeni mini-
malniho fezu vsak nemusi byt plné jednoduché.

Dsledek: Velikost maximalniho toku je rovna kapacité miniméalniho fezu.

6.4 Nalezeni maximalniho toku

Princip algoritmu pro nalezeni maximalniho toku a minimélniho fezu je jednoduchy.
Zacneme s libovolnym pfipustnym tokem (napiiklad s nulovym tokem — ten je vzdy
ptipustny). Najdeme cestu od zdroje ke spottebiéi, kterd ndm umozni tok zlepsit (tj.
zvétsit) bez poruseni Kirchhofovych zakont. Zlepsime tok a pokrac¢ujeme, dokud je to
mozné.

6.4.1 ZlepSujici cesta

Méjme orientovany graf G a v ném cestu C' = vg, €1, vy, €2, Vs, . . ., €,, U,. PTipominam,
ze cesta je neorientovany sled, v némz se neopakuje zadna hrana (viz kapitolu 1.6.1).

Hranu e; cesty C, ktera spojuje vrcholy v;_; a v;, nazveme hranou vpred, je-li ori-
entovana ve sméru prichodu cestou, to znamend, ze e; = [v;_1,v;]. Podobné nazveme
hranu e; cesty C, ktera spojuje vrcholy v;_1 a vj, hranou vzad, jestlize je orientovana
proti sméru prichodu cestou, tj. e; = [v;, vj_1].

Obrazek 6.2: Hrany vpred a hrany vzad.

Predpokladejme nyni, ze mame dopravni sit G = (V, E,c, z,s) a v ni pfipustny
tok t. Rekneme, Ze (neorientovand) cesta ze zdroje z ke spotfebidi s je zlepsujici cesta
vzhledem k toku t, jestlize pro kazdou jeji hranu e plati:

e je-li e hrana vpred, je t(e) < c(e) (tj. na této hrané je mozné tok zvysit), a
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e je-li e hrana vzad, je t(e) > 0 (tj. na této hrané je mozné tok snizit).

Kapacita d zlepsujici cesty C' je maximalni hodnota, o kterou je mozné zménit tok

na zlepsujici cesteé:
d= Ierélél ({c(e) — t(e), e je hrana vpred}, {t(e), e je hrana vzad}).

Zména toku podél zlepsujici cesty. Tok na hranach vptred zvysime o kapacitu
zlepsujici cesty d, na hranach vzad jej o stejnou hodnotu snizime. Tim ve vSech vrcho-
lech ztstanou zachovany Kirchhofovy zakony, tok ztistane pripustny a jeho velikost se
zvétsi o hodnotu d.

Zlepsujici cestu muzeme nalézt “zkusmo”. Pokud se ndm to nedaii (nebo pokud po-
tfebujeme tlohu algoritmizovat), mizeme pro jeji nalezeni pouzit nésledujici ponékud
pracnou znackovaci proceduru.

Znackovaci procedura pro nalezeni zlepsujici cesty. Do mnozin Ct a C~ bu-
deme ukladat hrany, které mohou byt casti zlepsujici cesty.

1. Inicializace. Oznackujeme vrchol z, ostatni vrcholy jsou bez znacek; mnoziny
C* a C~ jsou prazdné.

2. Zmackovani vpred. Jestlize existuje hrana e = [v, w| takovd, Ze vrchol v ma
znacku, vrchol w nemd znacku a t(e) < c(e), pak oznackujeme jeji koncovy vrchol
w a hranu e pfiddme do mnoziny C* (kandidat na hranu vpied).
Pokracujeme znovu bodem 2.

3. Znackovani vzad. Jestlize existuje hrana e = [v,w| takovd, Ze vrchol w méa
znacku, vrchol v nemd znacku a t(e) > 0, pak oznackujeme jeji po¢atecni vrchol
v a hranu e pfiddme do mnoziny C~ (kandid4t na hranu vzad). Pokracujeme
znovu bodem 3.

4. Test ukonceni. Je oznackovan vrchol s (spotiebi¢)?

e Ano: nalezli jsme zlepSujici cestu. KONEC.
e Ne; mohou nastat dva ptipady:

— je mozné oznackovat néktery z dalsSich vrcholi postupem podle bodu 2
nebo 3: pokracuj bodem 2.

— neni mozné oznackovat zadny dalsi vrchol: zlepsujici cesta neexistuje.
KONEC.

Pokud znackovaci procedura skon¢i nalezenim zlepsujici cesty, obsahuje mnozina C'*
vSechny hrany, které mohou byt hranami vpred zlepsujici cesty a mnozina C'~ obsahuje
vSechny hrany, které mohou byt jejimi hranami vzad. V idealnim piipadé je zlepsujici
cesta rovna sjednoceni Ot U C~, ale vétSinou musime jesté odstranit rtizné “slepé
odbocky”.
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6.4.2 Ford-Fulkersontiv algoritmus

Ford-Fulkersontiv algoritmus slouzi k nalezeni maximalniho toku.

Vstup: dopravni sit G = (V, E, ¢, z, s) a pfipustny tok t v siti G.

1. Znackovani. Provedeme znackovaci proceduru pro nalezeni zlepsujici cesty podle
kapitoly 6.4.1.

e Je oznackovan spotfebic¢: byla nalezena zlepsujici cesta.
Pokracujeme bodem 2.
e Neni oznackovan spotiebic: zlepsujici cesta neexistuje.

Pokracujeme bodem 3.

2. Zména toku podél zlepsujici cesty. Zménime tok o hodnotu kapacity nalezené
zlepsujici cesty podle kapitoly 6.4.1. Pokracujeme bodem 1.

3. Ukonceni. Nyni je tok ¢ maximalnim tokem. Oznac¢ime-li A mnozinu naposledy
oznackovanych vrchold, pak je W(A) minimalni fez.
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