Kapitola 1

Uvod

Pojmy: graf, vrchol, hrana, smycka, orientovana a neorientovana hrana, nasobné hrany,
prosty graf, multigraf, orientovany a neorientovany graf. Matice sousednosti, incidenc¢ni
matice. Vstupni a vystupni stupen vrcholu. Sled, dréha, cesta, tah, cyklus, kruznice.
Souvislost, slaba a silna souvislost, komponenta.

1.1 Co jesté chybi
e symetrizace grafu

e podgraf, faktor

1.2 Co to jsou grafy?

Pojem “graf” ma celou fadu vyznami, a to i rdmci samotné matematiky. Teorie grafti
se nezabyva ani grafy funkci, ani kolacovymi ¢i sloupcovymi grafy, vyuzivanymi ve
statistice. “Grafem” se v teorii grafi rozumi mnozina bodt a ¢ar, které je spojuji, jako
na obrazku 1.1. Takovy graf miize popisovat Sirokou skalu situaci a problémii:

Grafy si muzeme predstavit jako zjednoduseni realného svéta, kde studovany pro-
blém znazornime pomoci bodi a ¢ar, které je spojuji, a tim popisuji vztahy mezi nimi.
Takovym bodim pak v teorii grafii rikdme vrcholy grafu a cary, které je spojuji, nazy-
vame hrany grafu.

1.3 Orientovany a neorientovany graf

Nyni se pokusime precizovat nasi predstavu o grafech a formulovat jejich exaktni defi-
nici.

Graf G je usporadand dvojice dvou mnozin G = (V, E), kde prvky mnoziny V'
nazyvame vrcholy (nékdy se ve stejném smyslu pouziva termin wzly) a prvky mnoziny
E nazyvame hrany (ndkdy téz Zebra)'. Mnozina hran E je pfitom podmnozinou sjed-
noceni mnozin V2 U [V]2 UV, kde

!Oznaceni mnozin V a E pochézeji z anglickych slov vertez (pl. vertices) — vrchol a edge — hrana.
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e V? je mnozina vech uspoifddanych dvojic vrcholti z mnoziny V, a

e [V]? je mnoZina vSech neuspoiddanych dvojic (tj. dvouprvkovych podmnozin)
vrcholli z mnoziny V.

Obrazek 1.1: Priklad obecného grafu.

U hrany, které nalezi do mnoziny viech uspo¥adanych dvojic vrcholt V2, miizeme
rozlisit jejich “prvni” a “druhy” vrchol (¢ili “zac¢atek” a “konec”); tyto hrany nazyvame
oritentované a reprezentujeme je ¢arou se Sipkou. Na obrazku 1.1 jsou orientovanou
hranou spojeny vrcholy 2 a 3. Rikdme, Ze

Mezi vrcholy 1 a 2 existuji dvé orientované hrany: jedna vede z vrcholu 1 do vrcholu
2 a druhé z vrcholu 2 do vrcholu 1. Stejné tak existuji dvé orientované hrany mezi
vrcholy 3 a 6, na obrazku jsou vsak zakresleny jako jedna ¢ara se Sipkami na obou
koncich. Oba tyto zptlisoby znazornéni jsou ekvivalentni a znamenaji totéz. Mizeme
pouzivat libovolny z nich, podle toho, ktery se nam zda prehlednéjsi, neni vSak vhodné
je kombinovat v jednom obrazku.

U hran z mnoziny [V]? neuspofadanych dvojic maji oba vrcholy stejné postaven;
tyto hrany nazyvame neorientované a reprezentuji se spojnici bez Sipek. Na obrazku
1.1 jsou neorientovanou hranou spojeny napriklad vrcholy 2 a 5 nebo vrcholy 1 a 5.

Mezi vrcholy 5 a 6 existuji tii rtizné neorientované hrany. Graf, ve kterém existuji
takové ndsobné hrany, se nazyva multigraf. V tomto skriptu se nebudeme multigrafy
zabyvat a budeme pracovat pouze s grafy prostymi, ve kterych mezi kazdymi dvéma
vrcholy existuje nejvyse jedna hrana. Pritom dvé orientované hrany, které spojuji dva
vrcholy v opa¢nych smérech, nepovazujeme za nasobné a situace, jaka je mezi vrcholy
1 a 2, se tedy mize vyskytnout i v prostém grafu.

Hrany z mnoziny V' maji stejny pocatecni i koncovy vrchol — jsou to smycky; na
obrazku 1.1 je smycka u vrcholu 3. Nadale se budeme zabyvat pouze grafy bez smycek
(nékdy se oznacuji jako grafy obycejné).



Skute¢nost, Ze vrchol V' je krajnim bodem hrany F, tj. bud £ = {V,V'} nebo
E =[V,V'] nebo E = [V’ V] nebo E = {V'}, vyjadfujeme terminem wvrchol V' inciduje
s hranou E nebo hrana E inciduje s vrcholem V. Vrchol 4 na obrazku 1.1 neinciduje
s zddnou hranou. Je zde pro zdiraznéni skutecnosti, ze i takova situace muiize nastat.
Na druhé strané nemiize existovat hrana, ktera neinciduje s zddnym vrcholem.

I kdyz nebudeme ptipoustét nasobné hrany a smycky, mtze byt obecny graf porad
jesté prilis komplikovany. Proto se budeme zabyvat pouze dvéma skupinami grafi:

e grafy orientovanymi, které maji vSechny hrany orientované, a

e grafy neorientovanymi, které maji vSechny hrany neorientované.

Grafy smisené, které obsahuji oba typy hran, nebudeme uvazovat. To ve skutecnosti
neni prilis omezujici, protoze kazdy graf mizeme popsat jako orientovany prosté tak, ze
kazdou neorientovanou hranu {V, V5} nahradime dvojici orientovanych hran [Vi, V5] a
[Va, Vi]. V obrazku to znamend, Ze kazdou neorientovanou hranu opatiime na kazdém
konci Sipkou.

Na druhé strané kazdy graf indukuje neorientovany graf, ktery vznikne nahrazenim
kazdé orientované hrany neorientovanou (a odstranénim nésobnych hran, které tim
ptipadné vzniknou). V obrézku to znamené vymazani v8ech Sipek. Pfi tomto postupu
se samoziejmé ztraci cast informace, ale pro nékteré aplikace jsou neorientované grafy
praktictéjsi.

Tim se dostavame k formulaci zdkladnich definic graft:

Definice: Orientovany prosty graf bez smycek G je usporadana dvojice mnozin
G = (V,E), kde V je mnozina vrcholii a mnozina hran F je podmnoZinou mnoziny V2

vSech usporadanych dvojic vrcholi.

Orientované grafy se pouzivaji hlavné k popisu vztahti, které jsou svoji podstatou
asymetrické: A je nadfizeny B, ¢innost A muze zacit po ukonceni ¢innosti B, skupina
A je podskupinou skupiny B, druzstvo A na turnaji porazilo druzstvo B a podobné.

Definice: Neorientovany prosty graf bez smycek G je usporadand dvojice mnozin
G = (V,E), kde V' je mnozina vrcholi a mnozina hran E je podmnozinou mnoziny

[V]? vSech dvouprvkovych podmnozin mnoZiny vrchold V.

Neorientované grafy jsou vhodné pro popis symetrickych vztahi: A sousedi s B, A
je vodivé spojeno s B, postavy A a B se objevi na jevisti zaroven a podobné.

Jen malé zavahani miize prinést popis situace, kdy neni zcela zfejmé, jedna-li se
o zcela symetricky vztah, napriklad “z mista A vede pfiméa cesta do mista B”. Vétsinou
by mohl stacit neorientovany graf, ale co kdyz tam budou néjaké jednosmérky? Reseni je
snadné: pokud se v systému vyskytuje (nebo se potencialné mize vyskytnout) alespon
jedno misto, které je potieba popsat orientovanou hranou, pouzijeme k popisu celého
systému orientovany graf.

Stejné tak pouzijeme orientovany graf tehdy, pokud jsme na pohybéch o struktufte
systému. Jak jsme jiz uvedli, orientovany graf je obecnéjsi nez neorientovany, takze s
jeho pomoci dospéjeme k vysledku i v pripadé, ze by stacil graf neorientovany. Prinej-
horsim bude postup pracnéjsi.



Pozor: od tohoto bodu nemam skripta dopsana, uvadim jen definice, véty
a struc¢né poznamky.

1.4 Zpusoby reprezentace grafu

1.4.1 Graficka reprezentace

Nejprirozené€jsim zptisobem reprezentace grafii je reprezentace graficka, struc¢né receno
obrazek. Pfesnym matematickym popisem “obrazku” se nebudeme zabyvat, jen struc¢né
shrneme:

e vrcholy znazoriiujeme body, teckami ¢i puntiky, pfipadné krouzky (ty jsou vhodné
v pripadé, ze potfebujeme vrcholy néjak pojmenovat, protoze toto pojmenovani
pak thledné vepiSseme do krouzku),

e neorientované hrany se znazornuji jako spojnice dvou vrcholti; tato spojnice miize
byt rovnd, zakiivena i lomend a hrany se mohou kiizit (vzdy se ovSem snaZzime
o prehlednost),

e orientované hrany jsou spojnice dvou vrcholi se Sipkou na jednom konci; dvé
protismérné Sipky mezi jednou dvojici vrcholi lze nahradit jednou spojnici se
sipkami na obou koncich.

Graf je vhodné znazornit obrazkem v pripadé, kdy s nim bude pracovat ¢lovék. Je to
znazornéni prirozené a urcitou informaci z néj mize ziskat i jedinec, ktery neni s teorii
grafti nijak obeznamen. Pro rozsahlejsi grafy je vSak jiz nepfehledné. Pfi zpracovani na
pocitaci neni graficka reprezentace vhodna.

1.4.2 Popis grafu seznamem

Seznam vrcholl a seznam hran:
vV =A1,2,3,4}
E= {[1’ 2]7 [37 2}7 [17 3]’ [37 4]7 [47 3]}
Seznam sousedt: V = {1:2,3;2:0;3:2,4;4: 3}

1.4.3 Maticové reprezentace grafu

V ... mnozina vrcholi —V— ... velikost mnoziny vrchold, tedy pocet vrchola (éislo)
E ... mnozina hran —E— ... velikost mnoziny hran, tedy pocet hran (¢islo)

Matice sousednosti je matice M = (my;) typu |V| x |V, definovana vztahem
m;; = 1, pokud [v;,v,] € E, a
m;; = 0 jinak.

Na diagonéle matice sousednosti jsou nuly (jinak by v pfislusném vrcholu existovala
smycka). Matice sousednosti neorientovaného grafu je symetricka.

Incidencni matice orientovaného grafu je matice B = (b;;) typu |V|x|E|, definovana
vztahem



b;j = 1, jestliZe v; je poc¢atecnim vrcholem hrany e;,
b;j = —1, jestlize v; je koncovym vrcholem hrany e; a
b;j = 0 jinak.
V kazdém sloupci je pravé jedna 1 a jedna —1.
Incidencéni matice neorientovaného grafu je matice B = (b;;) typu |V| x |E|, defi-
novana vztahem
b;j = 1, jestlize vrchol v; inciduje s hranou e; a
b;j = 0 jinak.
V kazdém sloupci jsou prave dveé 1.

1.5 Stupen vrcholu

Stupen vrcholu d(v), deg(v) je pocet hran, které s vrcholem v inciduji.
Orientovany graf:
vstupni stupern vrcholu d~(v) je pocet hran vstupujicich do vrcholu v,
vystupni stuperi vrcholu d*(v) je pocet hran vystupujicich z vrcholu v.
Plati: d(v) = d~(v) + d*(v).
Urceni stupné:

e obrazek — ziejmé
e matice sousednosti:
— d*(v) = pocet jednicek v Fadku
— d~(v) = pocet jednicek v sloupci
— neorientovany graf: d(v) = pocet jedni¢ek v Ffadku = pocet jednicek ve
sloupci
e incidenc¢ni matice:
— d*(v) = pocet jednicek v Fadku
— d~(v) = pocet —1 v fadku

— d(v) = pocet nenulovych prvki v fadku

1.6 Souvislost grafu

1.6.1 Sledy a pribuzné pojmy
1.6.1.1 V orientovaném grafu

Sled (tét orientovany sled) je posloupnost vrchold a hran vy, e1, v1, €2, Vs, . . ., €, Uy, Ve
kterém kazda hrana e; vede z vrcholu v;_; do vrcholu v; (e; = [v;_1,v;]).

Orientovany sled, v némz se neopakuje zadna hrana, je drdha (téZ orientovand
cesta).
Uzaviend draha (tj. vg = v,,) se nazyva cyklus.
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1.6.1.2 'V neorientovaném grafu

Neorientovany sled je posloupnost vrcholi a hran vy, e1, v, €2, 09, ..., €y, v,, Ve kterém
kazda hrana e; spojuje vrcholy v;—1 a v;. (e; = {vi_1,v;}).

Neorientovany sled, v némz se neopakuje zadna hrana, je cesta (téz neorientovand
cesta).
Uzavfend neorientovana cesta (tj. vo = v,,) se nazyva kruznice.

Orientovany i neorientovany sled, v némz se neopakuje zadny vrchol (nanejvys muze
byt vo = vy,), je tah.

1.6.2 Souvislost grafu
1.6.2.1 Souvislost v neorientovaném grafu

Neorientovany graf je souwvisly, pravé kdyz kazdé dva vrcholy jsou spojeny neoriento-
vanou cestou.

Nejvétsi mozny souvisly podgraf grafu se nazyva komponenta souvislosti (pfipadné
souvisla komponenta) grafu.

1.6.2.2 Souvislost v orientovaném grafu

Orientovany graf je slabé souvisly, je-li jeho symetrizace souvisla.
Orientovany graf je silné souvisly, kdyz pro kazdou dvojici vrchol u a v existuje
orientovana cesta z u do v i z v do u (obé& cesty mohou vést jinudy).



